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Bu tezde, Hilbert matrisleri ve Hankel determinantlar1 ile baz1 6zel polinom ve say1
aileleri arasindaki iligkiler ¢aligilmistir. Bu matrisler ve determinatlar kullanilarak ilgili
0zel polinomlarin ve sayilarin iirete¢ fonksiyonlarini iceren temel 6zellikleri aragtirilmig
ve bazi ortogonal polinomlarin birtakim 6zellikleri verilmigtir. Hilbert matrisleri ve Han-
kel determinantlarinin baz1 6zellikleri yardimiyla bazi ortogonal polinomlar i¢in rekiirans
formiilleri de verilmistir. Baz1 6zel ortogonal polinomlar ile Laplace dagilimi arasindaki
iligkiler arastirilmis ve bu dagilima ait bazi onemli sonuclar verilmistir. Verilen sonuglar
ve bagitilar yardimiyla, Laplace dagilimi ile Bernoulli sayilari, Bernoulli polinomlari
ve ikinci tiir Euler sayilarini iceren 6zdeslikler ve bagintilar elde edilmistir. Bu tez c¢a-
lismasinda elde edilen sonuclarin, hem ortogonal polinomlarin temel teorisinde, hem de

olasilik ve istatistik alanlarinda uygulanma potansiyeli mevcuttur.
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In this thesis, relations of the Hilbert matrices and the Hankel determinants with some
families of special polynomials and numbers have been studied. Using these matrices and
determinants, the basic properties of the related special polynomials and numbers, inclu-
ding the generating functions, have been investigated and also some properties of some
orthogonal polynomials have been given. Recurrence formulas are also given for some
orthogonal polynomials with the help of some properties of the Hilbert matrices and the
Hankel determinants. Relationships between some special orthogonal polynomials and
Laplace distribution have been investigated and some important results of this distribution
have been given. With the help of the given results and relations, identities and relations
including Laplace distribution and Bernoulli numbers, Bernoulli polynomials and second
type Euler numbers have been obtained. The results obtained in this thesis study have the
potential to be applied both in the basic theory of orthogonal polynomials and in the fields

of probability and statistics.
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ONSOZ

Bu tezde, Hilbert matrisleri, Hankel determinantlari, Laplace olasilik dagilim fonksi-
yonu ile bazi 6zel polinom ve say1 aileleri arasindaki iligkiler ¢aligilmistir. Ayrica, 6zel
olarak Bernoulli sayilari ve polinomlari, ikinci tiir Euler sayilart ve polinomlar1 ve bun-
larin iirete¢ fonksiyonlarini iceren bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Bu 6zel say1 ve
polinom ailelerinin trigonometrik bagintilar1 da incelenmistir. Bu 6zel say1 ve polinom
ailelerinin sayilar teorisi, analiz ve olasilik ve istatistik alaninda kullanilan temel tanim-
lar1 ve teoremleri de verilmistir. Ortogonal polinomlar i¢in de bazi tanimlar, bagntilar,
teoremler ve temel rekiirans formiilleri incelenmistir. Ayrica Hilbert matrisleri ve Hankel
determinantlarinin bazi 6zellikleri verilmistir. Hilbert matrisleri ve Hankel determinant-
lar1 ile ortogonal polinomlar arasindaki iligkiler de ayrintili olarak verilmistir. Bunlara ek
olarak, ortogonal polinomlarin rekiirans formiilleri kullanilarak, bazi 6zel polinomlarin
ozellikle Hermite polinomlarinin rekiirans bagintisi elde edilmistir. Bu polinomlar i¢in
ortogonallik katsayilari, momentler ve diger olasilik ve istatistik bagintilar1 arasindaki
iligkiler de elde edilmistir. Dahasi, momentler ve monik ortogonal polinomlar arasindaki
iligkiler de verilmistir. Laplace olasilik dagilimi1 ve bu dagilimin olasilik yogunluk fonk-

siyonu yardimiyla 6zel say1 ve polinomlari iceren bazi sonuclar elde edilmistir.

Literatiirde en yaygin olarak kullanilan ortogonal polinomlar, Jacobi polinomlari, La-
guerre polinomlari, Hermite polinomlar1 ve bunlarin 6zel durumlar1 olan diger ortogonal
polinom aileleridir. Bunlardan bazilar1 Gegenbauer polinomlari, Chebyshev polinomlari
ve Legendre polinomlaridir. Son yillarda yogun olarak ¢aligilan diger ortogonal polinom
ailelerine ornek olarak Jacobi polinomlarinin genellestirmesi olan Wilson polinomlari,
Meixner—Pollaczek polinomlari, Hahn polinomlar1 gibi ortogonal polinom aileleri verile-
bilir. Bu polinom aileleri teker teker 6zel olarak incelendiginde her biri bir uzmanlik alani
gerektirmektedir. Her biri i¢in yiizlerce kaynak, tez ve uygulama literatiirde mevcuttur.
Bu tezde, bu ortogonal polinom ailelerinden bir kag1 6zel olarak incelenmistir. Bu tezdeki

sonuclar asagidaki sekilde ozetlenebilir:

Bu tez, Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma olmak {izere

dort ana boliimden olusmaktadir.
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Giris boliimiinde, ortogonal polinomlar, Hilbert matrisleri ve Hankel determinantlarin
Oonemi ve tarihcesi hakkinda kisa bir bilgi verilmistir ve bunlar ile ilgili yapilan literatiir

arastirmasi verilmistir. Ardindan, tez ¢alismasinin kapsami kisaca aciklanmustir.

Kaynak Taramasi boliimiinde, baz1 6zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonkiyon-
lar1 ve 6zellikleri kaynak taramasi ile birlikte verilmistir. Ayrica, bu tezde kullanilan bazi
trigonometrik bagintilar, olasilik ve istatistik alaninda kullanilan temel tanimlar, teoremler

ve formiiller verilmistir.

Materyal ve Metot boliimiinde, ortogonal polinomlarin temel teorisi ve bazi temel
ozellikleri verilmistir. Moment fonksiyonel kavrami, ortogonal polinom dizisi, Hankel
determinat1 kavramlarinin tanimi verilmis ve bazi 6zellikleri incelenmigtir. Ayrica, Lap-

lace dagilimini igeren bazi temel kavramlar ve tanimlar verilmistir.

Bulgular ve Tartisma boéliimiinde, monik ortogonal polinom sistemi kullanilarak Her-
mite polinomlarinin rekiirans formiilii verilmistir. Ayrica, Laplace dagilimi ve karakte-
ristik fonksiyon yardimiyla, Bernoulli sayilari, Bernoulli polinomlar1 ve ikinci tiir Euler

sayilarini iceren bagintilar ve 6zdeslikler elde edilmistir.
Tezin diger boliimleri Sonug, Kaynaklar ve Ozgecmis ile bitmektedir.

Bu tez calismasi boyunca bilgisini ve destegini esirgemeyen sayin danismanim Prof.
Dr. Yilmaz SIMSEK e tesekkiir ederim ve saygilarimi sunarim. Ayrica egitim hayatim

boyunca her zaman yanimda olan aileme yiirekten tesekkiir ederim.
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GIRIS Z.S. ASKAN

1. GIRIS

Ortogonal polinomlar konusunun, Legendre’nin gezegensel hareket konusundaki calig-
malarina kadar dayandig1 bilinmektedir. Fakat ortogonal polinomlar ailesinin 19. ylizyilin
sonlarinda ilk olarak P. L. Chebyshev’in siirekli kesirler iizerindeki ¢alismalariyla ortaya
ciktigr goriilmiistiir. Bu ¢alismanin sonrasinda, ortogonal polinomlar iizerindeki ilgi art-
mis ve basta A. A. Markov, T. J. Stieltjes olmak iizere Gabor Szegd, Sergei Bernstein,
Naum Akhiezer, Arthur Erdélyi, Yakov Geronimus, Wolfgang Hahn, Theodore Seio Chi-
hara, Mourad Ismail, Waleed Al-Salam ve Richard Askey gibi pek ¢cok matematik¢i ve

daha bircok aragtirmaci bu alanda caligmistir.

Ortogonal polinomlar ile ilgili ¢aligmalarin 1990 yilindan itibaren artmasi ve bir¢ok
bilim insanina ¢alisma alani olmasi, kismen Louis de Branges’in Jacobi polinomlart iize-
rinde Askey ve Gasper esitsizligini kullanan Bieberbach varsayimi ¢oziimiine baghidir.
Temel nedenleri ise Pade yaklasimlari, siirekli kesirler, Tauber teoremleri, sayisal analiz,
olasilik teorisi, matematiksel istatistik, sacilma teorisi, niikleer fizik, kat1 hal fizigi, dijital
sinyal isleme, elektrik miithendisligi, teorik kimya gibi alanlarda genis uygulanabilirlikle-
rinde yatmaktadir. Yapilan calismalar ile ortogonal polinomlarin bazi 6nemli 6zellikleri
arastirilmig ve ortogonal polinomlarin genel teorisi gelistirilmistir. Ortogonal polinomlari
iceren bazi kaynaklar kisaca su sekilde verilebilir: (Szegd 1939), (Erdélyi 1953), (Askey
1975), (Chihara 1978), (Al-Salam 1990), (Gautschi 2004), (Ismail 2005).

Bu tezde ortogonal polinomlarin temel teorisi ve bu temel teori kullanilarak elde edi-
len rekiirans formiilleri incelenmistir. Hankel determinantlarinin bazi 6zel polinom ve
sayilarla iligkileri verilmistir. Hilbert matrisleri ve Hankel determinantlarinin baz1 6zel-
likleri incelenmis ve ortogonal polinomlar ile arasindaki iligkiler verilmistir. Bernoulli
sayilar1 ve polinomlarinin, ikinci tiir Euler sayilar1 ve polinomlarimin iirete¢ fonksiyonlari
ve bunlarin bazi 6zellikleri arastirilmigstir. Ayrica, olasilik ve istatistik alaninda kullanilan
bazi temel bagintilar ve trigonometrik bagintilar incelenip Laplace dagilimi ele alinmugtir.
Laplace dagilimi ve bazi temel bagintilar kullanilarak, bu tez calismasinda kullanilan ve
elde edilen sonuclar Bernoulli sayilari, Bernoulli polinomlar: ve ikinci tiir Euler sayilari

ile iliskilendirilmistir.
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Hankel matrisi ve Hankel doniistimii Hermann Hankel ile taninir. Hermann Hankel,
14 Subat 1839°’da Halle, Almanya’da dogmustur. Karmasik sayilar teorisi, fonksiyonlar
teorisi ve matematik tarihi tizerinde ¢alisan bir Alman matematik¢idir. Mobius, Riemann,
Weierstrass ve Kronecker beraber calismalar yaptig1 matematikc¢ilerdendir. Erlangen ve
Tiibingen’de yaptig1 calismalarda silindirik fonksiyonlar teorisi iizerine bir dizi formiil
tretmigtir. Aritmetigin temelleri iizerine yaptigi arastirmalar, kuaterniyonlar teorisinin
ve genel hiper-kompleks say1 sistemlerinin gelistirilmesini desteklemistir. Ayrica, 1868
yilinda Alfred Clebsch ve Carl Neumann tarafindan kurulan bir Alman matematik aras-
tirma dergisi olan Mathematische Annalen’de ortaya c¢ikan bir dizi makaleye gore, Hankel
fonksiyonlar1 veya iiciincii tiir Bessel fonksiyonlart olarak bilinen fonksiyonlar iizerinde
de calismalar yapmustir. Hermann Hankel 29 Agustos 1873’te Almanya’nin Schramberg

sehrinde vefat etmistir.

Hilbert matrisi ise David Hilbert (1894) ile taninir. Hilbert bagta matematigin temel-
leri olmak iizere invaryant teori, varyasyon hesabi, degismeli cebir, cebirsel sayi teorisi,
geometrinin temelleri, operatorlerin spektral teorisi ve integral denklemlere uygulanmasi,
matematiksel fizik gibi daha bircok alanda caligmalara sahiptir. Ayrica Hilbert, ispat te-
orisi ve matematiksel mantigin kurucularindan biri olarak bilinir. Hilbert matrisi, mate-
matigin cesitli dallarinin 6zellikle operatdr teorisinde dnemli bir rol oynamaktadir. Hilbert
matrisi simetrik ve pozitif tanimli olmak iizere Hankel matrisine bir 6rnektir. Hilbert mat-
risinin determinantt Stirling’in faktoriyel yaklasimi kullanilarak, asimptotik olarak he-
saplanabilir. Ayrica, bu matrisin tersi binom katsayilar1 kullanilarak kapali formda ifade

edilebilir.

Hilbert, Hilbert matrisini yaklagim teorisinde karsilastig1 asagidaki soru {izerine ortaya
koymustur:
a,b € R olmak iizere asagidaki integrali tanimlayalim:

b

/ P(x)2dz.

a

Bu durumda sifirdan farkli bir P (x) polinomu bulmak miimkiin miidiir? Bu integral

keyfi olarak alinan herhangi bir ¢ > 0 sayisindan daha kiiciik olacak sekilde midir?
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Hilbert, Hilbert matrislerinin determinanti i¢in kesin bir formiil elde eder ve arastir-
malar yapar. Bu arastirmalar neticesinde Hilbert, integrasyon araliginin uzunlugu olan
b — a uzunlugunun 4 sayisindan kii¢iik olmast durumunda bahsi gecen sorunun cevabinin

olumlu oldugu sonucuna varir.

Hilbert matrisleri ve Hankel determinantlar1 matematigin pek ¢ok alaninda yaygin
olarak kullanilmaktadir ve bu konuda pek cok matematik¢i tarafindan birbirinden degerli
eserler verilmistir. Bu matrisler ve determinantlar i¢in bu tezde kullanilan bazi dnemli
kaynaklar ve yaynlar kisaca su sekilde verilebilir: Cigler’in "Some nice Hankel determi-
nants (2011)" ve "How to guess and prove explicit formulas for some Hankel determinants
(2013)" makaleleri bu tez icin 6nemli referanslar arasindadir. Bu makalelerde bazi 6zel
ortogonal polinomlarin Hankel determinantlar1 baz1 6zel sayilar ile iligkilendirilmistir ve
bazi bagintilar, teoremler ve onemli sonuglar elde edilmistir. Choi’nin "Tricks or Tre-
ats with the Hilbert Matrix (1983)" makalesinde Hilbert matrislerinin on temel 6zelligi
verilmigtir ve bu ozellikler bazi problemler ile de detaylandirilarak tek tek ¢oziimlendi-
rilmigtir. Bu sebeple bu tez i¢cin 6nemli makalelerden birisidir. Sadjang’in "Moments of
classical orthogonal polynomials (2013)" tezinde Hermite polinomlarinin momentlerinin
genellestirilmis hali verilmistir. Bu genellestirilmis haldeki momentler yardimiyla Hankel
determinantlar1 ve Hermite polinomlari i¢cin Zhang ve Chen tarafindan verilen "Matrix in-
version using orthogonal polynomials (2011)" makale de bu tez icin 6nemli makalelerden
birisidir. Bu makalede bulgular ve tartisma boliimiinde calisilan Hermite polinomlariin
genellestirilmis formdaki momentleri matris formunda yazilarak bu momentlerin Hankel

determinantlar1 Barnes G-fonksiyonlar1 kullanilarak hesaplanmustir.

Ayrica bu tezde Laplace dagilimi icin 6nemli bagint1 ve sonuglar arastirilirken Kim’in
"Identities of symmetry for type 2 Bernoulli and Euler polynomials (2019)" makalesi ol-
dukca fayda saglamigtir.

Bu tez calismasinda kullanilan ve elde edilen sonuglarin matematik, fizik, matematik-

sel fizik, olasilik ve istatistik teorisi gibi bircok alanda kullanilma potansiyeli vardir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde tezde kullanilacak olan temel tanimlar, formiiller ve bagintilar verilecektir.

2.1. Baz1 Ozel Sayilar, Ozel Polinomlar ve Bunlarin Urete¢ Fonksiyonlar

Bu boliimde baz1 6zel say1 ve polinom aileleri verilecektir. Bunlarin iirete¢ fonksiyon-
lar1 yardimiyla bu 6zel say1 ve polinom aileleri i¢in bazi 6zellikler verilecektir. Ayrica bu
boliimde, Bernoulli sayilarinin ve polinomlarinin, ikinci tiir Euler sayilarinin ve polinom-
larinin ve Hermite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlar1 ve bunlarin bazi temel 6zellikleri

verilecektir.

Tanmm 2.1. |t| < 27 ve © € R olmak iizere, Bernoulli polinomlart B,(x), asagidaki

lirete¢ fonksiyonu ile tanmimlanir:

o0

= ZBn(@% 2.1)

n=0

(Erdelyi 1953; Carlitz 1968; Abramowitz ve Stegun 1970; Rademacher 1973; Apostol
1976).

(2.1) bagintisinda x = 0 yada x = 1 alinirsa,

ya da

elde edilir. Yani, Bernoulli sayilart B,,, asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

t =
N 2.2
et — 1 HZ:O n! (2.2)

(Erdelyi 1953; Carlitz 1968; Abramowitz ve Stegun 1970; Rademacher 1973; Apostol
1976).

(2.1) ve (2.2) bagitilar1 ve e** fonksiyonun Taylor serisi yardimiyla

ZOBH(QC)m - ZB

n=0
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elde edilir. Seriler i¢in Cauchy ¢arpimi formiilii yardimiyla
>ty =3 (3 () ma) 4
n! k n!
n=0 n=0 \k=0
elde edilir. Yukaridaki denklemin her iki tarafinda bulunan % teriminin katsayilar esit-

lenirse, Bernoulli sayilar ile Bernoulli polinomlar: arasindaki ¢ok iyi bilinen asagidaki

iligki elde edilir:

Bu(z) =Y (Z) B " (2.3)

k=0
(Erdelyi 1953; Carlitz 1968; Rademacher 1973; Apostol 1976).

(2.3) bagintis1 kullanilarak, birka¢ tane Bernoulli polinomu asagidaki gibi verilir:

B() (ZL‘) = 1,

1
By(x) = z— 3

1

By(z) = 2°—x+ o

3 1
Bs(z) = 2°— §x2 + 5%

1

By (z) = x4—2x3+x2—%,...

(2.2) bagintisinda verilen tirete¢ fonksiyonu kullanilarak, By = 1 olmak tizere n > 1
i¢in,

B,=Y (Z) By (2.4)

k=0
olur (Erdelyi 1953; Carlitz 1968; Rademacher 1973; Apostol 1976).(2.4) bagintis1 kulla-

nilarak, birkag¢ tane Bernoulli sayis1 asagidaki gibi verilir:

1 1 1
By=1, By=——, Bs=—-, B3=0, Bj=——, B;=0,...
0 3 1 2a 2 67 3 ) 4 307 5 3
Burada, £ > 1 i¢in
Bort1 =0

olur (Erdelyi 1953; Carlitz 1968; Rademacher 1973; Apostol 1976).
(2.1) ve (2.2) bagintilar1 kullanilarak,

B, G) = (2" - 1)B, (2.5)

elde edilir (Rademacher 1973; Natalini 2003).

5
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Tamm 2.2. |t| < T ve x € R olmak iizere, ikinci tiir Euler polinomlan E,(z), asagidaki
lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

et +e- ¢ Z (2.6)
(Abramowitz ve Stegun 1970; Rademacher 1973).

(2.6) bagintisinin sol tarafindaki

2
et +et

fonksiyonu ile sech (¢) fonksiyonu arasindaki iliskiden dolayi, ikinci tiir Euler polinomlart

icin agsagidaki tirete¢ fonksiyonu da verilebilir:

e’ sech ZE

(2.6) bagintisinda x = 0 alinirsa,

elde edilir. Yani, ikinci tiir Euler sayilan F,, asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

2
m = SeCh ZEn ' (27)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Rademacher 1973; Simsek 2010; Kim 2008; Kim vd.
2019).

(2.7) bagintisinda verilen tirete¢ fonksiyonu kullanilarak,

n—1
2n
FEon = — E (%) FEoy, (2.8)
k=0

elde edilir (Simsek 2010; Kim 2008).

(2.8) bagintis1 kullanilarak, birkag tane ikinci tiir Euler sayis1 asagidaki gibi verilir:
Ey=1 E, =0, Ehy=-1, E5=0, E, =5, B5=0,...

Burada, £ > 1 i¢in
Eopt1 =0

olur (Simsek 2010; Kim 2008).
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Tanim 2.3. Hermite polinomlar: H,(x), asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tamimlanir:
2 N tn
2ttt — Zhln(x)a (2.9)
n=0
(Rainville 1960, Lebedev 1965; Roman 1984).

(2.9) bagintisinda verilen tirete¢ fonksiyonu kullanilarak,

5] (—1)n!
H,(z) = ;m(zx)n% (2.10)

elde edilir (Rainville 1960; Lebedev 1965; Roman 1984).

(2.10) bagintis1 kullanilarak, birka¢ tane Hermite polinomu asagidaki gibi verilir:

Hy(z) = 1,

Hi(z) = 2z,

Hy(z) = 4a® -2,

Hs(z) = 8z° —12u,

Hy(z) = 162" — 482% 4 12,

Hs(z) = 322° —1602° + 120z, . ..

2.2. Baz Trigonometrik Bagintilar

Bu boliimde, tez calismasinda kullanilan bazi trigonometrik bagintilar ve ilgili trigono-
metrik fonksiyonlarin sonsuz ¢arpim formiilleri verilecektir.

sinh (z) fonksiyonun sonsuz ¢arpim formiilii agsagidaki gibi verilir:

sinh (z) = zﬁ (1 + (%)2) , @2.11)
n=1

(Conway 1978).
cos (z) fonksiyonun sonsuz ¢arpim formiilii asagidaki gibi verilir:

cos(z) = ﬁ (1 - ((%szm)(z) : (2.12)

n=1

(Conway 1978).
sin (z) fonksiyonun sonsuz ¢arpim formiilii agagidaki gibi verilir:

sin (z) = zﬁ (1 - (%)3 : (2.13)

n=1

(Conway 1978).
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2.3. Olasilik ve Istatistik Alaminda Kullamlan Baz1 Temel Bagintilar

Bu béliimde, tez ¢calismasinda kullanilan siirekli rasgele degisken, karakteristik fonksiyon,
k-1nc1 mertebeden moment, moment ¢ikaran fonksiyon gibi olasilik ve istatistik alaninda
siklikla kullanilan bazi temel kavramlarin tanimlar verilecek ve bunlarin bazi 6zellikleri

incelenecektir.

Tamim 2.4. X bir rasgele degisken olsun. X bir aralikta ya da birden ¢ok aralikta her
degeri alabiliyorsa, X rasgele degiskenine siirekli rasgele degisken denir (DeGroot ve

Schervish 2012; Akdeniz 2016).

Tamm 2.5. X, (—oo7 o0) araliginda tanmumlanan siirekli rasgele degisken olmak iizere

i) f(z) 2

zz)/f

k0§ullarml saglayan f(x) fonksiyonuna X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksi-
yonu denir (Lukacs 1970; DeGroot ve Schervish 2012; Akdeniz 2016).

Tanmm 2.6. X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli rasgele degisken ve
r € (—00,00) olsun. X siirekli rasgele degiskeninin beklenen degeri veya ortalamasi

E[X] ile gosterilir ve

o0

E[X] = / o f(z)dw

—0o0

seklinde tanimlanir (Lukacs 1970; DeGroot ve Schervish 2012; Akdeniz 2016).

Tanim 2.7. X siirekli rasgele degisken ve X siirekli rasgele degiskeninin olasilik yogun-

luk fonksiyonu f(x) ise, bu olasilik yogunluk fonksiyonun karakterisik fonksiyonu,

e}

by (t) = / e f(x)dx (2.14)

—0o0

seklinde tanimlanir (Lukacs 1970; DeGroot ve Schervish 2012; Akdeniz 2016).

Tamim 2.8. g(X) = X* fonksiyonunun beklenen degerine X rasgele degiskeninin sifira

gore k-inct momenti denir ve bu moment
_ k
my = E[X"]

8



KAYNAK TARAMASI Z.S. ASKAN

seklinde gosterilir (Lukacs 1970; DeGroot ve Schervish 2012; Akdeniz 2016). X, f(x)
olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli rasgele degisken olmak iizere, k-inct merte-

beden moment
o0

my, = B[ X¥] = /xkf(x)dx

—0o0

seklinde tanimlanir (Lukacs 1970; DeGroot ve Schervish 2012; Akdeniz 2016).

Tanmm 2.9. X, f(z) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir rasgele degisken

olmak iizere X siirekli rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu

oo

mg(t) = FE [etX] = /emf(x)d:v (2.15)

—0o0

seklinde tanimlanir (Lukacs 1970; DeGroot ve Schervish 2012; Akdeniz 2016).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, bu tez ¢alismasinda kullanilan bazi temel tanimlar, teoremler ve formiiller
hakkinda bilgiler verilecektir. Ayrica, bu tezde uygulanan metotlar ile ilgili temel 6zellik-

ler verilecektir.

3.1. Ortogonal Polinomlarin Temel Teorisi

Bu béliimde, ortogonal polinomlarin temel teorisi hakkinda kisa bilgiler ve bu teoriyi

iceren bazi temel tanimlar ve bagintilar verilecektir.

Tanmm 3.10. w(x), (a,b) araligi iizerinde integrallenebilir bir fonksiyon ve herhangi bir

ortogonal polinom sisteminin agirlik fonksiyonu olsun. ¥ xe(a,b) icin,
w(x) >0

ve buna bagl olarak
b

/ w(z)de > 0 3.1)

olur (Lebedev 1965; Chihara 1978; Ismail 2005).

Tanmm 3.11. n € Nj olsun. w(x) agwrlik fonksiyonunun momenti ji,,,

b

oy, = /x”w(m)dm, (3.2)

a

seklinde tanimlanir (Lebedev 1965; Chihara 1978; Ismail 2005).

Tanm 3.12. Terimleri n. mertebeden polinomlar olan { P, (x)}5°, dizisi verilmis olsun.
Eger

/Pm(x)Pn(:z:)w(x)dx =0, m#n (3.3)
esitligi saglantyor ise, { P,(x)} dizisine (a,b) araliginda w(x) agwrlik fonksiyonuna gore
ortogonal polinom dizisi denir (Lebedev 1965; Chihara 1978; Ismail 2005).

Tanim 3.13. f integrallenebilir bir fonksiyonu olsun. f fonksiyonun L moment fonksiyo-

neli,

Llf) = [ s (3.4)
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seklinde tanimlanir. Burada, w(z) fonksiyonu L moment fonksiyonelinin agirlik fonksiyo-

nudur ve n € Ny, m # n olmak iizere, (3.2), (3.3) ve (3.4) bagintilarindan
L[z"] = pi, (3.5)
LIP,(z)P,(z)] =0 (3.6)
seklinde yazilir (Chihara 1978).

Burada L moment fonksiyoneli, lineer bir operatordiir.

Yani, her a, b € R ve integrallenebilir f (z) ve g (x) fonksiyonlari igin

Llaf(x) + bg(x)] = aL[f(x)] + bL[g()] (3.7)

esitligi saglanir. O halde (3.5) ve (3.7) bagintilarindan,

chxk] = ch Hi

k=0 k=0

L

elde edilir (Chihara 1978).
Sonug olarak, L lineer operatorii tek degiskenli polinomlarin olusturdugu vektor uzay1

tizerinde bir lineer fonksiyoneldir.

Tanmm 3.14. {P, ()}, (3.6) bagintisini saglayan bir polinomlar dizisi olsun. Ayrica, bu
polinom dizisi

L[P(x)] #0

kosulunu da sagliyor ise, { P,(x)} dizisine, L fonksiyoneline gire ortogonal polinom di-

zisi denir (Chihara 1978).

3.2. Moment Fonksiyoneller ve Ortogonallik

Tanmm 3.15. n € Ny, {p,, }>2, kompleks sayilarin bir dizisi ve L, (3.5) ile verilen bagin-
tidaki tek degiskenli polinomlarin olusturdugu vektor uzayt iizerinde kompleks degerli bir
fonksiyon olarak tammli olsun. «; € C, i € N ve 7;(x) polinomlar olmak iizere (3.4),

(3.5), ve (3.7) bagintilarindan
L[CY17T1 (.I') + CYQT&'Q(.T)] = CY1L[7T1 (fﬂ)] + OéQL[Tl'Q (l’)]

oldugu goriiliir. Bu durumda L’ye moment fonksiyonel denir ve (3.5) bagintisindaki 1,

sayisi ise n. dereceden moment olarak adlandirilir (Chihara 1978).

11
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Tamim 3.16. Ym, n € Ny ve m # n icin { P, () }5°, dizisi,
i) P,(x) n. dereceden bir polinomdur
ii) L[ Py (z)Py(2)] =0
iii) LIP3 (x)] # 0
kosullarint saglayan bir dizi ise bu diziye bir L moment fonksiyoneline gore ortogonal

polinom dizisidir denir (Chihara 1978).

{P,(x)} dizisi, L moment fonksiyoneline gére ortogonal polinom dizisi ise ve buna
ilaveten n > 0 i¢in

L[PX(x)] = 1

ise {P,(x)}, ortonormal polinom dizisi olarak adlandirilir. O halde P, (z) polinomu, 7.

dereceden bir polinom ve m, n € Ny icin
L[P,,(x)Py(z)] = dumn

ise, { P,,(z)} bir ortonormal polinom dizisidir. Burada, d,,,, Kronecker delta fonksiyonunu

gostermektedir ve

ile tanimlanir.
Genel olarak, K, ortogonallik katsayisi olmak {izere, Tanim 3.16 taniminin ii) ve iii)

kosullar1 kullanilarak

esitligi yazilabilir.

Yine, Tanim 3.16 taniminin ii) ve iii) kosullar kullanilarak

fo 7 0 Po(z) #0
elde edilir (Chihara 1978).

Teorem 3.17. m € Ny ve m = 0,1, ...,n olsun. L moment fonksiyonel ve {F,(z)} bir
polinom dizisi olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

a) {P,(z)}, L moment fonksiyoneline gire ortogonal polinom dizisidir.

12
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b) Vr(x) polinomu igin
olmak iizere

dir. Diger durumda yani; m = n ise
Llm(x) Py (x)] # 0

dir.
¢) K,, # 0 olmak iizere
L[z P,(z)] = Kydmn

dir (Chihara 1978).

Teorem 3.18. n € Nyve k = 0,1, ...,n olsun. { P,(x)}, L moment fonksiyoneline gire
ortogonal polinom sistemi olsun. n. dereceden her 7(x) polinomu igin,

m(x) = chPk.(x)

k=0

olmak iizere

dir (Chihara 1978).

{P,(z)} bir ortogonal polinom sistemi ve k,, P,(x) polinomunun bagkatsayisi olmak

uzere,

Po(z) =k, ' Py(z) (3.8)

dir. Burada { P, ()} monik ortogonal polinom sistemi olur.

3.3. Ortogonal Polinom Dizisinin Varlig1 ve Hankel Determinantlari

Bu bolimde, Hankel matrisi, Hilbert matrisi ve Hankel determinantinin tanimlar1 veri-
lecek ve ortogonal polinom dizisinin varli§1 ve Hankel determinantlari ile arasindaki ilig-

kilerden bahsedilecektir.

13
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Tamim 3.19. {a, },.>0 dizisine karsilik gelen n x n tipindeki bir Hankel matrisi asagidaki

sekilde verilir:

Qo aq a9 e e Qp—1
ay Gz
az
Hn - )
A2n—4

A2pn—q4 Q2p—3

Qp—1 -+«. ... Q2p—4 Q2p-3 Q22
(Partington 1988). Ornek olarak genel terimi

1
n—+1

Ay —

olan dizi ele alimirsa bu durumda ortaya ¢ikan Hankel matrisi asagidaki sekilde verilir:

1 1 1
R T
L1 L
2 3 n+1
1 .
3 e e R R :
H, = . (3.9)
. 1
: el R R -3
1 1
2n—3 2n-2
1 1 1 1 1
L n n+l 77 2n—-3 2n-2 2n—-1 |

Bu matris ozel olarak Hilbert matrisi olarak adlandirilir (Choi 1983).
Simdi bir diziye karsilik gelen Hankel determinantlarinin tanimi verelim:
Tamim 3.20. {a, },>¢ dizisinin k. mertebeden Hankel determinantlar
di(n) = det{airjr} 20 (3.10)
seklinde tanimlanir (Cigler 2011).
Sonuc¢ 3.21. (3.9) matrisinin Hankel determinantint h,, ile gosterirsek,
1 -1, .
o)
oldugu goriiliir (Yuan 2012).

14
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Teorem 3.22. {y; +j}Zj:O momentler dizisinin determinantlart asagidaki sekilde verilir:

L I S N
n R PR
Ap=det{p}iimo=1|" " (3.11)
Hp  Hppr -0 Hop

Bu determinant ortogonal polinom dizisinin varligi ve Hankel determinantlart ile iliski-

lendirilir (Chihara 1978).

(3.10) taniminda {a,, } dizisi olarak n. dereceden moment dizisi alip, 0. mertebeden
Hankel determinantlarinda n yerine n + 1 yazilirsa, bu determinantin (3.11) determinan-

tina es deger oldugu goriiliir.

Teorem 3.23. {1, } moment dizisi ile L bir moment fonksiyoneli olsun. n € Ng olmak

iizere L icin bir ortogonal polinom dizisinin varligt icin gerekli ve yeterli kosul

A, #0
olmasidir (Chihara 1978).
Py(x) =) cupa (3.12)
k=0

ve m < n olmak iizere, Tanim 3.15 kullanilarak

L[z"P,(x)] = L[chkxm+k]

= E Crke M1k

k=0

- Knémny Kn 7& 0

elde edilir. Yani;

L[z Po(2)] = Ky (3.13)

15
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dir. Buradan

[ R Cno 0

I R o = | Cn1 0

7 S T Cn2 | = 0 (3.14)
T T o N _Kn_

sistemi elde edilir. -O halde L moment fonksiyoneline gore bir ortogonal polinom sistemi
var ise, (3.13) bagintisindaki K, katsayilari tek tiirlii belirlidir. Dolayisiyla, (3.14) bagin-
tisinin tek bir ¢oziime sahip olmasi i¢in A,, # 0, (n > 0) olmalidur.

Aksine, A, # 0ise K, # 0 sabitleri i¢in , (3.14) tek ¢oziime sahiptir, boylece P, ()
polinomlarini karsilayan (3.13) esitligi vardir. Buradan n > 1 i¢in

K,A, 4
Cnn . # 0 (3.15)

olur ve n = 0 i¢in

Ag=1

olarak tanimlanir.
Sonug olarak, yukaridaki kosullar altinda, P,(x), n. dereceden bir polinom olmak

tizere, { P, (z)}, L ye gore ortogonal polinom sistemidir denir.

Tamim 3.24. L bir moment fonksiyonel ve x € R™ olsun. Her x igin 7(x) polinomu

Lir(z)] > 0 kosgulunu sagliyor ise L ye pozitif tamumlidir denir.

Teorem 3.25. L pozitif tanimli olsun. O halde L nin momentleri reeldir. Yani uygun orto-

gonal polinom sistemi reel polinomlardan olusur.

Teorem 3.26. n € Ny olmak iizere, L fonksiyonelinin pozitif tanimli olmast icin gerek ve

yeter kosul momentlerinin hepsinin reel ve
A, >0
olmasudrr.

Teorem 3.27. n € Ny olmak iizere, L fonksiyonelinin quasi-tanimli olmasi igin gerek ve
yeter kosul
A, #0

olmasidrr.

16
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3.4. Momentler ve Ortogonal Monik Polinomlar Arasindaki Baz Iliskiler

Bu boliimde, momentler ve ortogonal monik polinomlar arasindaki baz iligkiler verile-

cektir.

Teorem 3.28. m, n € Ny icin monik polinom aileleri do(x) olgiimiine gére ortogonaldir.

Yani,
/ Po(2) Poy(2)dox() = FinGo. (3.16)
Ayrica, momentler

oy, = /x”da(m) (3.17)

olmak iizere, P, (x) polinomu

Ho L R L%
. Hq N |
Pn(x) = : : : : (3.18)
dn—l
Hn—1 Hpt1 -+ Hop—
1 T "
olarak verilir. Burada
Ho Hi oo My
:ul /JJZ e :un—i-l
dy=1 ' : : : #0 (3.19)
Mnfl Mn ce M2n71
:un :un+1 s lu2n

dir (Sadjang 2013).

3.5. Laplace Dagilimi

Bu béliimde, tez ¢alismasinda kullanilan Laplace dagilimini i¢eren bazi temel kavramlar

ve tanimlar verilecektir.

Tamim 3.29. 2,0 € Rve s € RT = (0, 00) olsun. Laplace dagilimi, 0 ve s parametrele-
rine bagli olarak

f(x:0,5) = L te-ors (3.20)

2s

17
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olasilik yogunluk fonksiyonu ile tanimlamir. Burada 6 ve s sirastyla konum ve olcek para-

metreleridir (Johnson 1995, Kotz vd. 2001a,b).

Simdi bu dagilimin baz1 6zel durumlarini inceleyelim. Eger (3.20) bagintisinda verilen

denklemde 8 = 0 ve s = 1 alinirsa,
1
f(x;0,1) = §€_|$|

elde edilir ki elde edilen bu fonksiyon Laplace dagiliminin standart forma indirgenmis

halinin olasilik yogunluk fonksiyonudur (Johnson 1995; Kotz vd. 2001a,b).

18
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, tez calismasinda elde edilen tiim sonuclar verilmistir.

4.1. Temel Rekiirans Formiilii

Bu béliimde, monik ortogonal polinom sistemi kullanilarak, Hermite polinomlarinin re-

kiirans formiilii verilmistir.

Teorem 4.30. {P,(x)}, L quasi tanimli moment fonksiyoneline gére monik ortogonal

polinom sistemi olsun. O halde n € N olmak iizere, c, ve )\, # 0 sabitleri vardir oyle ki
Po() = (2 = cn) Paca(2) = Ao Poa(x) @.1)

esitligi saglanmir. Burada,

P 1(z)=0
olarak alinabilir. Dahasi, L pozitif tammli ise c,, reel ve
Ant1 >0
dir (Chihara 1978).

Teorem 4.31. (4.1) rekiirans formiiliinii dikkate alarak, n > 1 icin asagidaki bagintilar

gecerlidir:
a)
N L)
" L[RE (w)]
o Anf2An
AL
dir.

b) \1 = py = Ay alinir ise,
L[Ps(l’)] = )\1>\2~-~)\n+1
dir.

LlzP? (x)]

L[P2,(x)] 2

Cp =

19
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dir.
d) P,(x) polinomunda x"~ ' katsayist —(c1 + co + ... + ¢,) dir (Chihara 1978).

{P,(x)} monik ortogonal polinom sistemi degil ise sagladig1 rekiirans formiilii
Poii(x) = (Ayxe — By)Py(x) — CPy1(x), n>0 (4.3)

seklindedir. Burada
P,(z) = k,Py(2),

dir ve P,(z) monik polinom olmak iizere, n € Ny icin

An =k by, 4.4)
B, = —cpi1k, Yoy, 4.5)

veE
Cn = /\n—&-lk;_llkn-‘rl (46)

dir. Burada, £y = 1, ¢,, ve )\, Teorem 4.30 ile verilen rekiirans bagintisinin terimleridir

(Chihara 1978).

Ornek 4.32. Hermite polinomlarimin rekiirans bagintisini bulalum.

Hermite polinomlart H,(x), (—oo, 00) araliginda
w(r)=e¢€

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir ve
/ Hn(a:)Hm(:E)e_x2dx = 2"nI\/T 0 4.7

esitligini saglar (Lebedev 1965). O halde iyi bilinen momentler formiiliinden

o0

W, = /x"e‘xde (4.8)

—0o0

20
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olur. Buradan momentler asagidaki sekilde bulunurlar:

He = VT, (4.9)
Hy = 07
_ VT
ILL2 - 2 ?
ps = 0,
37T
KRy = T?
:u5 = 07
15y/7
:u6 - 8 )
M7 - O, N
Yukaridaki dizide de goriilecegi gibi,
Pony1 =0 (4.10)

dir. Bunlara ek olarak, momentler arasindaki iliski asagidaki teorem ile soyle verilir:

Teorem 4.33. n € Ny olmak iizere Hermite polinomlarinin momentleri

= 4.11

0 , n=2p+1

dir (Sadjang 2013). Burada I', gamma fonksiyonudur ve asagidaki sekilde tanimlanir:
[(z) = / t*le~tdt (4.12)
0

ve Re(z) > 0dirn € NyiginT'(n+1) =nl, T'(1) =0 = 1veI' (%) = /7 dir(
Srivastava ve Choi 2012)

Ispat (4.8) denkleminde ¢t = 22 degisken degistirmesi yapalim. Ayrica (4.12) kullanilirsa

{4, momentleri:

21
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0o 0

Wy, = /x”e‘xde—i—/x"e_mgd:z:

0 —00
oo

= /I"erdx—l— (—1)”/x”612dx
0

0
00

_ 1 _'_ (_1)7’L /tn;—l_le_tdt
2

0

_ 1+g4wr<n;1)

dir (Sadjang 2013). U

Ayrica, Hermite polinomlarinin momentleri (4.9) ve ortogonallik bagintis1 (4.7) kul-

lanilarak

/ H,(2)Hyp ()™ dz = 2"n) g6 rmn (4.13)

olarak yazilabilir. Simdi verilen tanimlar, teoremler ve bagintilart kullanarak Hermite po-
linomlarinin rekiirans bagintisini elde edelim:

(2.10) ve (3.12) bagintilar1 kullanilarak,
n = 0 icin;
Ho(l‘) = Cop — 1

elde edilir. Buradan

A0:’N0|:}\/ﬂ:ﬁ

ve
Ag=1
oldugundan,
K[)A_l
C, =
00 Ag
bagintisinda yerine yazilirsa
Ko = /7 = po (4.14)

olarak bulunur.
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n = 1icin;
Hl(:L‘) =cC10 + T = 2z

elde edilir. Buradan

oldugundan

bagintisinda yerine yazilirsa

olarak bulunur.

n = 2 i¢in;

HQ(ZE) = 020+021l’+022]32
= 4% -2
elde edilir. Buradan
o M1 Ho
Do = |y pio piy
Mo M3 [y

o w|§ o
fo

oldugundan

23
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bagintisinda yerine yazilirsa
Ky =2y

olarak bulunur.

Benzer sekilde hesaplama yapmaya devam edilirse,

Ky = 6T,
K, = 247,
Ks = 120/, ...

seklinde bulunur. Boylece Hermite polinomlarinin ortogonallik katsayis1 /,, ile moment-
leri arasindaki iliski n > 1 i¢in

K, =nK, (4.15)

olarak elde edilir.
Ayrica, (3.8) bagintis1 kullanilarak,
n = 0 icin;

~

Py(z) = ky' Po(x)

elde edilir. Py(z) = 1 alinirsa, kg = 1 olarak bulunur.

n = 1icin;

Py(z) = k' Py(x)

elde edilir. P;(z) = 2x alinirsa, k; = 2 olarak bulunur.

n = 2 ic¢in;

Py(x) = ky ' Py(1)

elde edilir. P»(z) = 42* — 2 alinirsa, ks = 4 olarak bulunur. O halde
k, =2"
olur. Buradan elde edilen bu son bagint1 (3.8) bagintis1 ile birlestirilirse
P,(z) =2""P,(2)

olarak bulunur.

(4.4) bagintis1 kullanilarak,
A, =272 =2
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elde edilir. (4.2) bagintis1 kullanilarak,

n = 0 i¢in;
L[zP?,(z)]
L[PZ, ()]
olur ve P_;(x) = 0 ve P?,(x) # 0 oldugundan

Co —

Co = 0
olarak bulunur.
n = 1 i¢in;
L[z P ()]
(&1
L[F§ ()]
olur ve buradan
Llz]
Cl = ——=
L[1]
elde edilir. ;1; = 0 oldugundan
C1 = 0
olarak bulunur.
Benzer sekilde Vn icin;
¢, =0

olarak bulunur.

P_1(z) = 0 ve A\; keyfi oldugundan n > 1 icin (4.6) bagintisi kullanilirsa,

Cn = )\n+1 k‘;ilknJrl

A7172An
_ yon/27n
AL
elde edilir. Buradan,
C, = 2,
Cy, = 4,
03 = 6,
oldugundan n € N i¢in
an =2n

olarak bulunur.
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O halde n € Ny olmak iizere, Hermite polinomlarinin rekiirans bagintisi
Hyq(x) =22H,(x) — 2nH, 1(x)
seklinde elde edilir.

4.2. Laplace Dagihm Yardimiyla Elde Edilen Baz1 Ozdeslikler

Bu boliimde Laplace Dagilimi ve karakteristik fonksiyonu kavramlari kullanilarak Ber-
noulli sayilari, Bernoulli polinomlar1 ve ikinci tiir Euler sayilarini iceren bagintilar ve
ozdeslikler elde edilmistir.

(2.14) bagintis1 kullanilarak,

1
f(xa 0, 1) = 56_|x|

olasilik yogunluk fonksiyonunun karakteristik fonksiyonu;

o0 0 0
gl 1 , 1 .
by(t) = /emée_”dx = 5/6”’”6%;5 - 5/6”9”6_””6[3: (4.16)
—00 —00 0
0 e)
_ /eitx+xdx+ l/eztx T
2 2
—o0 0
1
o2+

olarak bulunur.

Laplace dagilimi, (Feller 1966), (Kim 2019) ve (Uppuluri 1981) tarafindan ¢aligilmis
olup bu tezde referans olarak alinan calismalarinda oldugu gibi, bagimsiz rasgele degis-
kenlerin var oldugunu varsayarak baglayalim. X; X5, X3, ... bagimsiz rasgele degiskenle-
rinin Laplace dagiliminin standart forma indirgenmis haline sahip oldugunu varsayalim.

O halde

pog
k=1
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serisi yakinsaktir (Feller 1966). H rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu

o5

Ele'H] k=1 4.17)
TGRS = 2]
— E |:€ltX11i| E [ Zt%} E [ezt%] E |:6zt%i|
k=1
olarak bulunur. Burada
X i 1 °l it
E {e( “) } - 1 / ()2 ¢lel g (.18)
1 1
= é/e(g)xexdx+ é/e(zf:)me_”ﬁdzv
—00 0
- 3(me) 2 ()
2\1+% 2\1-%
B 1
1+ (4)°

Ele™] = ﬁ (1 + @)2) B (4.19)

elde edilir. (2.11) bagintis1 yardimiyla

t t

7; - = — T (4.20)
Simn m

T (1+ (2)°)

n=1
-1
00 t 2
n=1 n
olarak bulunur. Buradan (4.19) ve (4.20) bagintilar1 kullanilirsa
Eleit] = T 4.21)
sinh 7t '
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elde edilir. Ayrica,

E[e] = E

iH” (it) n] (4.22)

olur. Burada,

EH"] = py,
H rasgele degiskeninin sifira gére n — inci momentidir. Diger yandan (4.21) esitli§inden

X t
Elett] = T 423
[e™] sinh 7t ( )
7t
er 72677"
21t

———€
627rt -1

it

elde edilir. (2.1) bagintisinda ¢ yerine 27t ve x yerine % alinirsa,
2nt it - 1 n "
olur.

O halde (4.22), (4.23) ve (4.24) bagintilar1 kullanilarak,

=t - 1 Lt
nzzol il = nZ:an (5) (2m)" (4.25)

elde edilir. Yukaridaki denklemde %", ‘nin katsayilar karsilagtirilirsa agagidaki teorem elde

edilir.
Teorem 4.34. n € Ny olmak iizere,

1
W, =1 "2"r"B, (5) (4.26)

olarak bulunur.
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(4.26) ve (2.5) bagintilar1 kullanilarak ;, momentleri asagidaki gibi verilir:

1

o = BO (§>:1
1 1

W = =21tB <—>:0
1 2
1, (1

Ho = 5(2m)°By (5)
1L (1

ps = =(27m)"B; (5)
1 (1

pa = (2m)" By (5)
1. (1

ws = (2m)°Bs (5)

Simdi de,
yakinsak serisini

veE

olarak ayiralim. Burada X, X5, X3

lace dagilimina sahiptir. O halde,
00 Xk
Y =
25— 1)
k:l
nin karakteristik fonksiyonu,

. § : X
2it ( (2k§)w )
e k=1

E[€2itY] —

L X X X
_ E [62zt(71+373+57?+...)}

- E [em%} E [e%t% ‘
_ HE{ (2k— 1)7r27't ]

29

| 3,

—_
ot

I
o

\]
3
S

I
o

]

bagimsiz rastgele degiskenleri standart klasik Lap-

(4.27)



BULGULAR VE TARTISMA Z.S. ASKAN

olarak yazilir. Buradan, (2.15) bagintis1 kullanilarak,

[e.e]

E {e@?f’?w?@} — /%e(@ffﬁwr>we—xldx (4.28)
0 00
— %/ ((Qk 1)7T T xdl"i‘%/ (2k 1)1r
—00 0

= [1+ 2t 2
B (2k — D)m
bulunur. (4.27) ve (4.28) bagintilar1 yardimiyla

E ] = ZE Y] —(2:?” (4.29)
_ HE |: @R I)WQZt :|

(e ()

elde edilir. Ayrica, (2.12) bagintisinda ¢ yerine it yazilirsa

R GaE) Bt

olur ve (2.6) bagintis1 kullanilirsa
o\ —1
t 2
= = —— 4.30
( (2k—1) >> el +et (4.30)

’fl

1
cos(it)

I+
S5

elde edilir. (4.29) ve (4.30) bagintilar1 kullanilarak

E[e] = Y ENM —(2:')71 (4.31)
S
—~ "nl

bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilar1 kargilastirilirsa asagidaki teorem elde

edilir.
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Teorem 4.35. n € Ng olmak iizere,
7o
w, =E[Y"] = / Y”§e‘|Y|dY =27 " "E, (4.32)
olarak bulunur (Kim 2019).
Simdi de,
Z =
Z 2km
serisini goz Oniine alalim. O zaman, Z nin karakterlstik fonksiyonu
. 2k7r
E [¢#] (4.33)
[ it( S +32+33 4. )}
Blo)m[o2] L p o]
HE {e(ﬁf)n]
1
olarak yazilir. Buradan, (2.15) bagintis1 kullanilarak,
E [e(ii’z)“} / %6(2?“)%—'% (4.34)
1 17
—/e(ﬁtﬂ)xe’”dx + —/e<2fﬂ>xe_"”dx
2 2
—00 0
1 1 N 1 1
2 \1+ 5& 2\1—- 5
1
2
1 + (QIiﬂ)
bulunur. (4.33) ve (4.34) bagintilar1 yardimiyla
E [e"] iE [Z7] @) (4.35)
n! '
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elde edilir.
Ayrica (2.13) bagintis1 kullanilirsa
o 2
sin z = ZH (1 — (%) )
ve
-1
- t )’ it
A1 (v () - o
}_[1 < 2nm sin (Et)
2t ¢
T el — 162
elde edilir. Boylece
00 + 2\ ! ¢
14 (=— = 3 4.36
E( +(2n7r> ) 1% (4.36)
bulunur. Diger taraftan (2.1) bagintisinda z = % alinirsa,
toe - 1\t
et = ;Bn (5) w (4.37)
oo t”
_ 1-n Z

olarak bulunur. Buradan, (4.35), (4.36) ve (4.37) bagintilar1 kullanilirsa,

nf%E[Z”](i% = ﬁ <1+ (#)jl

n=1

o0 tn
= § 217" _ 1)B,—

n:O( ) n'

tn

oldugu goriiliir. Yukaridaki denklemde ;’nin Katsayilari karsilagtirilirsa, agagidaki te-

n

orem elde edilir.

Teorem 4.36. n € Ng olmak iizere,
E[Z" =i (2" -1)B,

elde edilir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde, Hankel determinantlarinin bazi 6zel polinom ve sayilarla iligkileri ¢calisilmagtir.
Hilbert matrisleri ve Hankel determinantlarinin baz1 6zellikleri incelenmis ve ortogonal
polinomlar ile arasindaki iligkiler verilmigtir. Dahasi, ortogonal polinomlar teorisi ve re-
kiirans formiilleri kullanilarak, Hermite polinomlarinin rekiirans bagintisi elde edilmistir.
Bunlara ek olarak, momentler ve ortogonal monik polinomlar arasindaki bazi iligkiler ve-
rilmigtir. Son olarak, Laplace Dagilimi ve karakteristik fonksiyon yardimiyla Bernoulli
sayilari, Bernoulli polinomlar: ve ikinci tiir Euler sayilarini igeren bagintilar ve 6zdeslik-
ler elde edilmistir. Elde edilen bu bagintilarin bazilar1 agsagidaki gibi verilirler:

(3.10) denkleminde (a,,) dizisi olarak n. dereceden moment dizisi alip, 0. mertebeden
Hankel determinantlarinda n yerine n + 1 yazildig1 zaman, bu determinantin (3.11) denk-
lemindeki determinanta es deger oldugu verilmistir. Boylece ortogonal polinom dizileri
ve Hankel determinantlar1 arasindaki onemli bir iligki elde edilmisgtir.

Hermite polinomlar1 H,,(x) igin, bu polinomalarin sifirrnct momenti z, kullanilarak
(4.13) ortogonallik bagintis1 verilmistir. Hermite polinomlarinin momentlerini hesapla-
digimizda tek indisli momentlerin sifir, ¢ift indisli momentlerin ise /7 nin bir reel kati
oldugu goriilmiistiir.

Ortogonal polinomlar tek tiirlii belirli ortogonallik katsayisina sahip olmak iizere bu
katsayilar bu tezde K, ile gosterilmistir. Hermite polinomlarinin ortogonallik katsayisi
K, ile momentleri arasindaki iligki (4.14) ve (4.10) olmak iizere n > 1 i¢in (4.15) olarak
verilmistir.

(1, momentleri ve Bernoulli polinomlar1 arasindaki iligki (4.26) olarak verilmistir.

i+, momentleri ve ikinci tiir Euler sayilar arasindaki iligki (4.32) olarak verilmistir.

Z rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu ile Bernoulli sayilar arasindaki iligki
(4.38) olarak verilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar basta matematik olmak iizere, matematik-
sel istatistik, matematiksel fizik, olasilik ve istatistik, fizik gibi bir¢cok alanda kullanilma

potansiyeli vardir.
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