T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI

BELIRTISIZ SAYISAL YARIGRUPLAR

Ahu Berika EMRAHOGLU

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

EYLUL 2021
ANTALYA



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI

BELIRTISIZ SAYISAL YARIGRUPLAR

Ahu Berika EMRAHOGLU

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

EYLUL 2021
ANTALYA



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

BELIRTIiSiZ SAYISAL YARIGRUPLAR

Ahu Berika EMRAHOGLU

Bu tez 2{/.092021 tarihinde j jiiri tarafindan Oybirligi/Oygoklugu ile kabul edilmistir.

Dr. Ogr. Uyesi Mutlu GULOGLU (Danisman) M
Dog¢. Dr. Miimiin CAN
Dr. er Uyesi Zafer SANLI W




OZET
BELIRTISIZ SAYISAL YARIGRUPLAR
Ahu Berika EMRAHOGLU

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Mutlu GULOGLU
Eyliil 2021; 30 sayfa

Bu tezde belirtisiz sayisal yarigruplar iizerine calisilmistir. Bu kavramin varligi-
nin ispatlanabilmesi ve anlagilabilmesi i¢in dncelikle yarigrup, sayisal yarigrup ve yarig-
ruplar icindeki belirtisiz ideal kavramlarindan, 6zelliklerinden ve Pseudo-Frobenius sa-
yilari, Frobenius sayisi, Arf sayisal yarigruplar gibi alt bagliklardan bahsedilmistir. Daha
sonra ise, Belirtisiz topolojide biiyiik bir yeri olan belirtisiz gruplar ile Cebir anabilim
dalinin 6nemli uygulama alanlarina sahip konularindan olan sayisal yarigruplardan fay-
dalanilarak "belirtisiz sayisal yarigruplar" tamimlanmaya ¢aligiimistir.

Bu ¢alismanin amaci, sirasiyla yarigrup, sayisal yarigrup ve yarigruplar i¢indeki be-
lirtisiz idealler kavramlarini kisaca aciklayarak belirtisiz sayisal yarigrup kavrami i¢in ge-
rekli 6n bilgiyi vermek, belirtisiz sayisal yarigruplarin tanimlamak, bazi 6zellikleri elde
etmek, orneklendirerek bu alanda caligmak isteyen arastirmacilara bir Onbilgi kaynagi
olusturmaktir.

Pedro A. Garcia-Sanchez, L.C. Rosales, L.A. Zadeh, Halil Ibrahim Karakas, Cahit
Arf, sayisal yarigruplar ve belirtisiz yarigruplar hakkinda ayrintili bilgi icin basvurula-
cak temel kaynaklar1 yazan matematikgilerdir (Garcia-Sanchez ve Assi 2016, Karakas ve

[lhan 2017, Rosales 2001, Zadeh 1965).

ANAHTAR KELIMELER: Belirtisiz kiime, Belirtisiz ideal, Frobenius sayisl, Ideal, Sa-
yisal yarigrup, Yarigrup

JURI: Dr. Ogr. Uyesi Mutlu GULOGLU
Dog. Dr. Miimiin CAN
Dr. Ogr. Uyesi Zafer SANLI



ABSTRACT
FUZZY NUMERIC SEMIGROUPS
Ahu Berika EMRAHOGLU

MSc Thesis in MATHEMATICS
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In this thesis, fuzzy numerical semigroups were studied. In order to prove and un-
derstand the existence of this concept, first of all, the fuzzy ideal concepts in semigroups,
numerical semigroups and semigroups, their properties and subheadings such as Pseudo-
Frobenius numbers, Frobenius number, Arf numerical semigroups are mentioned. Then,
"indefinite numerical semigroups" were tried to be defined by making use of the indefinite
groups, which have a great place in the Fuzzy Topology, and the numerical semigroups,
which are the important application areas of the Algebra department.

The aim of this study is to briefly explain the concepts of semigroups, numerical
semigroups and fuzzy ideals in semigroups, respectively, to give the necessary prelimi-
nary information for the concept of fuzzy numeric semigroups, to define fuzzy numeric
semigroups, to obtain some properties, to exempfly, and to create a pre-information reso-
urce for researchers who want to work in this field.

Pedro A. Garcia-Sanchez, L.C. Rosales, L.A. Zadeh, Halil Ibrahim Karakas, Ca-
hit Arf are the mathematicians who wrote the main sources to refer to for detailed in-
formation about numerical semigroups and fuzzy semigroups (Garcia-Sanchez and Assi

2016, Karakas and Ilhan 2017, Rosales 2001, Zadeh 1965).

KEYWORDS: Ideal, Frobenius number, Fuzzy ideal, Fuzzy set, Numerical semigroup,

Semigroup.
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ONSOZ

Bu tez ¢aligmast ii¢ ana boliimden olugmaktadir. Bu boliimleri kisaca 6zetleyecek
olursak;

Birinci boliimde, konunun anlagilabilirligi i¢in yarigrup ve sayisal yarigrup kav-
ramlariin tanimlar1 ve baz1 ozellikleri verilmistir. Bu sayede tezin sonraki boliimlerine
hazirlik yapilmustir.

Ikinci boliimde, 6ncelikle yarigruplar icindeki idealler tammlanmus, 1965°te ilk
defa Zadeh’in tamimladig: "belirtisiz kiime" kavrami verilmis, daha sonra ise Kuroki sayesin-
de yarigrup kavraminin belirtisiz ideallere genisletilmesi verilerek bazi 6zelliklerinden
bahsedilmistir. Bu boliimde, tigiincii boliimde bahsedilecek olan belirtisiz sayisal yarig-
ruplarin daha iyi anlagilmasi icin par¢adan biitiine dogru ilerlenmistir.

Uciincii boliimde ise, 6nceki boliimde verilen pargalar birlestirilerek belirtisiz
sayisal yarigrup kavraminin tanimi verilmis, bazi 6zellikleri ispatlanmistir. Bu béliimde
amaclanan, daha once lizerinde bircok calisma yapilan yarigrup, sayisal yarigrup, belir-
tisiz ideal kavramlarindan yeni bir sistem iiretmek, sayisal yarigruplarin klasik taniminin
disina cikarak belirtisiz tanimina gecis yapmak, daha sonra bu konuda calismak isteyen
kisiler i¢in diizenli ve anlagilir bir kaynak olusturmaktir.

Bu caligma siiresi boyunca, bilgisi, tecriibeleri ve ilgisiyle destegini hicbir za-
man eksik etmeyen danisman hocam Sayin Dr. Ogr. Uyesi Mutlu GULOGLU’na ve yar-
dimlari, destekleri i¢in Dog¢.Dr.Nesrin TUTAS hocama ve diger ¢cok kiymetli hocalarima
minnet duyuyor, sonsuz tesekkiirlerimi sunuyorum.

Son olarak, her daim yanimda olan, maddi manevi desteklerini hep lizerimde

hissetigim, kiymetli annem, abim ve merhum babama siikranlarimi sunarim.
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GIRIS A.B. EMRAHOGLU

1. GIRIS

Onermeler Cebirinde klasik yaklasima gore her sey nettir. Belirsizlige yer yoktur. Bir

nesne ya uzundur ya kisa. Ya siyahtir ya beyaz. Aristotales’in dedigi gibi; "Bir 6nerme ya
dogrudur ya yanlis." Dogru 6nerme ise dogruluk degeri 1, yanlis ise 0’dir. O ve 1’den olu-
san 2 degerli bir sistemdir. Fakat evrende her sey bu kadar kesin sinirlarla ¢izilmemistir.
Uzun ile kisa arasinda, siyah ile beyaz arasinda bir¢ok deger vardir.
Bir olguya sadece dogru veya yanlis, O veya 1, siyah veya beyaz demek dogru olmaya-
caktir. Bu nedenle 6gelere bir kiimeye iiye olma degeri atama ihtiyacit dogmustur. Yani bir
eleman bir kiimede varsa 1, yoksa O degeri atamak yerine, [0,1] araliginda sonsuz degerli
bir kiimeden iiyelik degeri (6gesi olma degeri) belirlenmelidir. Ornegin; klasik mantikta
1.80 metre ve iizeri boydaki insanlar1 uzun kabul edersek 1.79 metre boyundaki bir kisi
kiime sartin1 saglamadigindan kisa kabul edilecek. Ote yandan 1.80 metre boyundaki bir
kisi ile 2.03 metre boyundaki bir kisi ayn1 uzunluk kategorisinde yer alacak. Iste klasik
yaklagimdaki bu darlik ve kisithilik, "belirtisiz (fuzzy) yaklasim, belirtisiz (fuzzy) kiime"
kavraminin dogmasina yol agmistir.

Boy 6rnegimizden devam edelim; belirtisiz kiime yaklagiminda 1.80 metre boyundaki
insan uzunken 1.79 metre boyundaki bir kisi kisa sayi1lmayacak, ancak uzun boy kiimesine
olan tiyelik degeri 1.80 metre boyundaki kisiden biraz daha az olacaktir.

Bagka bir ornekle daha aciklayalim; maksimum cikabildigi hiz 100 km/sa olan bir
aracin, 60 km/sa hizla giderken hizlilik kiimesine olan iiyelik degeri %60=0.6 iken, 95
km/sa hizla giderken iiyelik degeri %95=0.95 olacaktir.

Dogada oldugu gibi bilimin her alaninda, evrende belirsizlik sz konusudur. Ke-
sinlikten s6z edilemeyecek durumlar mevcuttur. Bunu farkeden bilim insanlar1 sadece
{0,1} kiimesi yerine {0,1,2}, {-1, 0, 1} degerleri kullanmaya daha sonra da bu iiyelik
degerlerini daha da genisleterek belirtisiz mantik kuramina yaklagsmiglardir. 1965°te ya-
yinladig1 bir makale ile modern anlamda en net tanimi yaparak bu kuramin kurucusu olan
kisi ise 1921 Bakii dogumlu Amerika asilli sibernetik¢i Liitfi Ali Askerzade ya da daha
cok bilinen ismiyle Zadeh’tir.

Yapay zeka, canli ve cansiz karmagik sistemlerin denetlenmesi ve birbirine uyar-

lanmasiyla ugrasan, "Insan tecriibesi, zekas: bilgisayara aktarilabilir mi?", "Makineler
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diisiine-bilir mi?" gibi sorulara yanit arayan Zadeh, teknik bir soruna ¢6ziim ararken ¢ozii-
miin klasik yaklagimla degil, belirtisiz yaklasimla c¢oziilecegini farketmis ve 1965 yilinda
"Fuzzy Sets" isimli ¢alismasinin "Information and Control" dergisinde yayimlanmasiyla
biiyiik ses getirmistir. Bu devrim niteliginde ¢alisma ilerleyen zamanlarda ¢oziimleneme-
mis bir¢ok soruya da ¢oziim olmus, mantik, fizik alanlarina yeni bir bakis acis1 getirmis,
teknolojik bircok hareketin de onciisii olmustur. Sibernetik sistemler bu kesifle gelistiril-
mis, yapay zeka ve akilli sistemlerin uygulamalar1 hiz kazanmais, sinyal alicisindan ¢cama-
sir makinesine, trafik lambalarindan kamera odagina kadar miihendislik, fen, matematik,
tip gibi bircok disipline katki saglamistir.

Zadeh’in belirtisiz mantik ilkelerinde; kesin belli olan degerler yerine yaklasik deger-
ler kullanilir, tiim degerler [0,1] aralifinda bir iiyelik derecesiyle gosterilir ve her mantik-
sal ifade bulanik hale doniistiiriilebilirdir. Zadeh’le baglayan belirtisizlik kavrami, bir¢ok
disipline oldugu gibi topolojik uzaylara ve cebirsel yapilara (gruplara) da uygulanmastir.

Ug boliimden olusan bu galismada, klasik anlamda bildigimiz sayisal yarigrup
kavramu belirtisiz yaklagimla ele alinmustir.

Ik boliimde klasik yaklasimda yarigrup ve sayisal yarigrup kavramlarinin tanim-
lar1 ve bazi 6zellikleri verilmistir. Yarigrup kavramina ilk kez J.A. de Siguier, "Element
de la Theroie des Groupes Abstraits" (Paris 1904) isimli kitabinda de8inmis, 1905 yi-
linda L.E.Dickson yarigruplar iizerine makale yayimlamis, sonrasinda da 1928’de A. K.
Suschkewitsch’in yayimladig1 makale ile yarigrup teorisi literatiirde yerini almigtir. Say1-
sal yarigruplar ise, ilk defa 19.yy’da F.Frobenius ve J.J.Sylvester tarafindan ele alinmus,
matematik tarihinde 6nemli sorularindan, Frobenius sorusu olarak bilinen; "Ebob’u 1 olan
sayilarin lineer kombinasyonlariyla elde edilemeyecek en biiyiik say1 nedir?" sorusunun
cevaplanmasi Sylvester tarafindan yapilmugtir.

Ikinci boliimde, Kuroki’nin 6nciisii oldugu yarigruplar icindeki belirtisiz ideal-
lerin tanimina yer verilmis, Malik, Xie, Mordeson gibi matematikg¢ilerin ¢calismalarindan
faydalanilarak bu ideallerin 6zellikleri verilmistir.

Uciincii ve son boliimde, belirtisiz yaklagimla sayisal yarigrup tanimi verilmis,
klasik yaklasimdaki bir sayisal yarigrubun "cinsi", "bosluklar kiimesi", "Frobenius sayis1"

gibi kavramlar belirtisiz yaklagimla ele alinmis ve orneklendirilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Yanigruplar

Tamim 2.1. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) X bostan farkl bir kiime olsun. X x X
ten X e tamimli bir fonksiyona X iizerinde "ikili islem" denir. x, X iizerinde bir ikili islem
ise (X, *) ciftine "cebirsel yapt" denir.

(X, *) cebirsel yapisi, her a,b,c € X igin; (a * b) x ¢ = a (b x c) dzelligini sagliyorsa
"varigrup" denir. (X, *) cebirsel yapt olmak iizere her a € X icin axe = a = exa
esitligini saglayan bir e € X varsa e ye (X, ) sisteminin birim elemani denir ve (X, x)

birimlidir denir.

Tamm 2.2. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) (X, *) yarigrubu birimli ise "monoid"

denir.
Ny 1n birer altmonoidinin {0} ve N oldugu agiktir.

Tanm 2.3. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003)( X, x) bir yarigrup ve S, X in bos olma-
yan bir altkiimesi olsun. Eger (S, ) bir yarigrup ise bu sisteme (X, ) in altyarigrubu

denir.

Burada (S, ) ile anlagilmasi gereken "1 .S x S ye kisitlanigidur.
(X, *) bir monoid ve (S, *), (X, *) sisteminin bir altyarigrubu olsun. Eger e, (X, *) siste-
minin birim elemani ve e € S ise (S, %), (X, *) sisteminin altmonoidi olarak adlandirilir.

( (X, %) i¢in X yazacagiz.

Teorem 2.4. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) Bir yarigrup (monoid) X olsun. X
in altyarigruplarmmin (altmonoidlerinin) herhangi kesisimi de X in bir altyarigrubudur

(altmonoididir).

Tammm 2.5. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) Bir yarigrup (monoid) X ve X in bir
altkiimesi S olsun. X in S iceren biitiin altyarigruplarinin kesisimine X in S tarafindan
liretilen altyarigrubu (altmonoidi) denir ve < S > ile gosterilir. Eger X =< S > ise S,

X icin iiretecler sistemidir, denir.

(S) = X bir yarigrup, e ¢ X ve X’ = X U{e}olsun. x : X x X — X in « :

X' x X' — X’ genislemesini a,b € X i¢in a*'b = a b tammmlayalim. a ¥’ e = a = e+’ a

1
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ve e ¥ e = e dir. Bu durumda (X', ") bir monoiddir ve X, X' in altyarigrubudur. X bir

monoid olsa bile e onun birim eleman1 degilse X, X’ in altmonoidi olamaz.

Tanmm 2.6. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) (X, *) ve (Y, -) birer yarigrup ve « bir
fonksiyon olsun. Eger her a,b € X icin; a(a*b) = a(a) - a(b) ise « fonksiyonuna X ten
Y ye bir "homomorfizm" denir.

a, X ten'Y ye bir homomorfizm olsun. Eger o birebir ise "monomorfizm", orten ise "epi-

’

morfizm", eger hem birebir hem de orten ise "izomorfizm" olarak adlandirilir. X ve Y

izomorftur, denir.

Tamim 2.7. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) X, Y, Z birer yarigrup olsun. Eger
a : X — Y bir homomorfizm ve 5 : Y — Z bir homomorfizm ise oo : X — Z

bir homomorfizm olur.

Tamim 2.8. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) S bir kiime olsun. S kiimesi iizerinde bir
F yanigrubu, o : S — F fonksiyonu verilmis olsun. Herhangi bir yarigrup X ve her
B S — X fonksiyonu icin dyle tek tiirlii belirli homomorfizm v : F' — X vardir ki

v o a = [ oluyorsa F' ye S tizerinde serbest yarigruptur denir.

Teorem 2.9. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) S bir kiime, F' bir serbest yarigrup ve
a S — F fonksiyonu icin; o birebirdir ve (a(S)) = F dir.

Kamt. a,b € S ve a # b olsun. X birden fazla 6ge igeren bir yarigrup olsun ve
g : S — X bir fonksiyon olsun dyle ki 5(a) # [(b). v o a = [ olacak bi¢imde ~y
vardir. y(a(a)) = f(a) # B(b) = v(a(b)) olur ve buradan a(a) # «(b) elde edilir. Yani
« birebirdir.

Simdi («(S)) = F oldugunu gosterelim; (a(S)) = A olsun. Buradan « bir 5 : S —
A fonksiyonu tanimlar dyle ki co 8 = . (1 : A — F ye birim homomorfizmdir). Serbest
yarigrup tanimu ile y : /' — A seklinde bir homomorfizma vardir 6yle ki v o o = 3 dir.
o bir birim izomorfizm ve § = toyolsun.coa = a,doa =to0voa =100 = «
dir. Serbest yarigruplar tanimlayan teklik 6zelliginden ¢ o v = § = o olur. Buradan ¢,

epiformizm olmalidir. Béylece, A = X olur ve «(S), F'yi iiretir. U
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2.2. Sayisal Yarigruplar

Tamm 2.10. (Rosales ve Branco 2011) Ny negatif olmayan dogal sayilar kiimesi ve N
in toplama islemi altinda kapali olan bir S alt kiimesi icin, No\ S sonlu sayida elemana

sahipse ve 0 € S ise S ye sayisal yarigrup denir.

Tamim 2.11. (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009) S bir yarigrup ve S nin bostan farkli bir
altkiimesi A olsun. S nin A yu iceren en kiiciik alt yarigrubu, S nin A yu iceren tiim alt
yarigruplarin kesisimidir. Bu yarigruba, S nin A tarafindan iiretilen alt yarigrubu denir

ve < A > ile gosterilir.

< A>= {)\1&1 + oo + ... + )\nan|n €N, /\17 ey Ap € N,aq,...,a, € A}

< A >= Sise S, A tarafindan iiretilir ve A ya S nin iirete¢ sistemi denir.

Tanim 2.12. (Garcia-Sanchez and Assi 2016) S bir sayisal yarigrup olmak iizere; G(S) =
No\S kiimesi S nin bogluklar: kiimesi olarak adlandirilir. Bu kiimenin kardinalitesi g(S)
ile gosterilir ve S nin cinsi olarak adlandirilir. No\ S kiimesindeki en biiyiik tamsayrya bu

kiimenin Frobenius sayist denir ve F(S) ile gosterilir.

Ornek 1. < 3,7 >={0,3,6,7,9,10,12,13, 14,15, =} = S olsun.

i)0esS.

ii)a,b e Sigcina+be Sdir

iii) NG\ S| = |{1,2,4,5,8,11} = 6 < 0o dur.

Buradan S bir sayisal gruptur. [{1,2,4,5,8,11} = 6 = ¢g(5) = |G(S5)| oldugundan S
nin cinsi 6 dir. F(S) = max{1,2,4,5,8, 11} = 11 dir.

Frobenius sayisi, iinlii Frobenius sorusu ile iligkilidir.

Ilk olarak 19. yiizyilda Ferdinand Georg Frobenius ve James Joseph Sylvester tarafin-
dan ele alinan iinlii Frobenius sorusu sodyle ifade edilebilir;

Bir restorandasiniz, icinde 3 veya 7 adet nugget olan paketlerden alacaksimiz. Peki

satin alamayacaginiz en fazla nugget sayis1 nedir?
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Aslinda soru su; a ve b aralarinda asal iki dogal say1, x> 0, y> 0 i¢in ax + by = n
seklinde yazilamayacak (a ve b nin lineer birlesimleri ile yazilamayacak ) en biiyiik n
sayist nedir?

Bu n degeri ab — a — b formiilii ile bulunan degerdir ve bu deger Frobenius sayisi
olarak adlandirilir.

Dolayistyla nugget probleminin cevab1 3 x 7 — 3 — 7 = 11 olur.

Bu sorunun iinlenmesinin temel sebebi giinliik hayatta bir¢cok sekilde karsimiza ¢ik-

masidir.

Onteorem 2.13. (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009) Ny in bostan farkli bir altkiimesi A

olsun. Eger ebob(A) = 1 ise (A) bir sayisal yarigrup olur.

Kamt. d = ebob(A) olsun. Eger, sc€ (A) ise d|s dir. (A) sayisal yarigrup oldugundan
No\(A) sonludur ve bu nedenle d|z ve d|(xz + 1) olacak sekilde bir x pozitif tamsayisi
vardir. Bu ise d’nin yalniz bir tane oldugunu gosterir. Bunun tersi i¢in Ng\ (A) nin sonlu
oldugunu kanitlamak yeterlidir.

ebob(A) = 1 oldugundan, zy, 2o, ...z, pozitif tamsayilari ve ay, ..., a, € A igin;

2101+ Z0G9+ ...+ 20, = 1 dir. 21, 29, ...2;, negatif tamsayilar (£ < n) Ve 2k 1, Zki2, -y Zn
pozitif tamsayilar olsun. Negatif terimleri esitligin sag tarafina tasirsak,

2kt 10k11 + Zk120kio + oo + 2pan = 1 — 2101 — 2009 — ... — zay elde ederiz. Dolayisiyla
s € (A) vardir 6yle ki s + 1 de (A) nin i¢indedir.

Biz"n > (s — 1)s + (s — 1) ise n € (A)" oldugunu kanitlamaliy1z. ¢ ve r tamsayilar
olsun, dylekin =qgs+r (0 < r < s).

n>(s—1)s+(s—1)denq > s— 1> r oldugunu anliyoruz. Buradan;

n=rs+r)+(q—r)s=r(s+1)+ (¢g—r)s € (A) dir. O

Onerme 2.14. (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009) Ny in asikar olmayan bir altmonoidi

M olsun. O zaman M, sayisal bir yarigruba izomorftur.

Kamt. d = ebob(M) olsun. Ustteki lemmadan biliyoruz ki S = ({2 | m € M}) bir

m

sayisal yarigruptur. f : M — S, f(m) = = bagntist agikca bir monoid izomorfizmdir.

d
U
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Onteorem 2.15. (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009) Ny n bir altmonoidi S ve S* =
S\{0} dir. Bu durumda, S*\(S* + S*), S nin iirete¢ sistemidir. Ek olarak, S nin tiim

lirete¢ sistemleri S*\(S* + S*) yi icerir.

Burada, S* + S* kiimesi, S deki sifirdan farkli ik 6genin toplam1 seklinde yazilabilen
sayilardan olugsmaktadir.
Kamt. S* 1n bir elemani s olsun. Eger s ¢ S*\(S* + S*) ise s = x + y olacak sekilde
x,y € S™ vardir. Bu prosediirii = ve y icin tekrarliyoruz ve sonlu sayida adimdan
(x,y < s) sonra sy, S, ...8, € S*\(S* + S*) igin s = 1 + s2 + ... + s, elde ederiz. Bu
S*\(S* + S*) kiimesinin, S nin iirete¢ sistemi oldugunu kanitlar. Simdi, A, S nin iireteg
sistemi olsun. Bir x € S*\(S* + 5*) alalm. = = A\ja; + A\ag + ... + \,a, olacak sekilde
n €N, A\, ..., N\, € Nveay,as,...,a, € A vardir. Boylece, z ¢ (S* + S*) olarak

i € {1,...,n}i¢in x = a; oldugu sonucunu ¢ikariyoruz. O

Onerme 2.16. (Garcia-Sanchez and Assi 2016) Ng in bir altkiimesi S olsun. S nin sayisal

yarigrup olmast icin gerekli ve yeterli kosul No\S sonlu bir kiimedir.

Kamt. S sayisal yarigrup ve < S >= ( tamsayilar icinde bir grup olmak iizere; \; € Z

k
vea; € Siginl € Gise 1 = > Na; dir. A, Ay, ...\, < 0ve N\yiq, Ayta, ..., Ax > 0 olsun.
i=1

s = —ﬁZA,ai ises e Sve i Aia; =1+s € Sdir. Hern € Siginn > (s—1)(s+1)
oldugluzriu gostermeliyiz. nlzzH(T?s —1)(s+1) ve 0 < r < s olacak sekilde n = gs + r
alalm. n = ¢gs +r > (s — 1)s + (s — 1) oldugundan ¢ > s — 1 > r dir ve buradan
n=gqs+r=(rs+r)+(qg—r)s=r(s+1)+(¢—r)s € S dir. Tersine, N\'S nin sonlu
sayida elemani oldugunu varsayalim. O halde, s + 1 € S olacak gekilde s € .S vardir.

Buradan1l =s+1—s & G dir. O

Onerme 2.17. (Garcia-Sanchez and Assi 2016) Ny n asikar olmayan bir altmonoidi S

olsun. O halde S bir sayisal yarigruba izomorftur.

Kamt. gcd(S) = d olsun. O halde d, S tarafindan iiretilen grubun iiretecidir. Bir S; =
{s/d | s € S} sayisal yarigrubu igin ¢ : S — S e tammh ¢(s) = s/d bagntis1 vardir,

oyle ki; bu baginti birebir ve 6rten monoid homomorfizmidir. U



KAYNAK TARAMASI A.B. EMRAHOGLU

Herhangi bir sayisal yarigrup sonsuz sayida elemana sahip olmasina ragmen, sonlu

sayida eleman araciliiyla tanimlanabilir.

Tanim 2.18. (Garcia-Sanchez and Assi 2016) S bir sayisal yarigrup ve n € S\{0} olsun.

Bu durumda, Ap(S,n) = {s € S| s —n ¢ S} kiimesine S nin n ye gore "Apéry kiimesi'

denir.

Onteorem 2.19. (Garcia-Sanchez and Assi 2016)Bir sayisal yarigrup S ve n € S\{0}
olsun. Tiimi € {1,...,n—1} icin w(i) = i mod(n) olacak sekilde S nin en kiiciik elemam

w(7) olsun. O halde;
Ap(S,n) = {0,w(1),w(2),...,w(n — 1)} dir.

Kamt. 0 < i < (n — 1) olsun. Tanima gore w(i) € S dir ve w(i) — n = i mod(n)
yazabiliriz. Buradan w(i) € Ap(S,n) iken w(i) — n ¢ S oldugu goriiliir. Dolayisiyla
a = bmod(n) olacak sekilde a,b € Ap(S,n) yoktur. O

Ornek 2. S = (2,5) = S = {0,2,4,5,6,7 —} dir. ("T —" sembolii 7 den biiyiik
her tamsaywun bu kiimenin icinde oldugu anlamina gelir.) Buradan Ap(S,2) = {s € S|
s—2¢ S} ={0,5} ve Ap(S, 2) nin kardinalitesinin (eleman sayisimin) 2 oldugu goriiliir.
Onteorem 2.19, n & S icin gecerli degildir. Bu 6rnekteki, 3 & S icin gorelim,

Ap(S,3) ={s € S|s—3¢ S} =1{0,2,4,6} dir ve Ap(S, 3) kiimesinin kardinalitesi 4

olur.

Onteorem 2.19 e bakarsak, Ap(S, n) kiimesinin kardinalitesinin n oldugunu goriiriiz.
Bu lemmanin bir sonucu olarak su kantya varilir;
Apéry kiimeleri, sayisal yarigruplarla ugrasirken en 6nemli araclardan biridir. Sayisal bir

yarigruptaki 6geleri tek tiirlii sekilde temsil etmek icin kullanilabileceklerini gorelim.

Onteorem 2.20. (Garcia-Sanchez and Assi 2016) S bir sayisal yarigrup ve n € S\{0}
olsun. O halde her s € S i¢in s = kn+w olan tek tiirlii belirli bir (k,w) € N x Ap(S,n)

vardir.
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Kamt. s € S alalim. Eger s € Ap(S,n) ise k = 0, w = s olarak alalim. Eger s ¢
Ap(S,n)ise s; = s —n € S dir. s ile yeniden bagliyoruz. Agikca;

sy = s — kn € Ap(S,n) olacak sekilde k vardir. s = ky;n + w; olacak sekilde

k1 € N, w; € Ap(S,n) olsun. Farzedelim ki, k; # k olsun. Buradan;

0 # (ky — k)n = w — w; olur. Ozellikle w = w; mod(n) olur ki bu bir ¢eligkidir. O

Tanim 2.21. N in bir altmonoidi S olsun. S nin sifirdan farkl en kiiciik elemanina S nin

katliligr denir ve m(S) = min S* ile gosterilir.

Tanim 2.22. G bir grup ve G nin iirete¢ kiimesi S olmak iizere, her v € S icin S\ {z}

kiimesi G icin iireteg kiimesi degil ise S ye G nin minimal iirete¢ kiimesi denir.
Sonug 2.23. (Garcia-Sanchez and Assi 2016) Her sayisal yarigrup sonlu iiretilir.

Sonug 2.24. (Garcia-Sanchez and Assi 2016) S bir sayisal yarigrup olsun. O halde S nin

tek tiirlii belirli ve sonlu bir minimal iirete¢ kiimesi vardir.

Kanit. Her iirete¢ kiimesi bir minimal iirete¢ kiimesine indirgenebilirdir. A = S*\ (S* +
S*) ve B de bagka bir iirete¢ kiime olsun. Eger B, A tarafindan kapsanmiyor ise a =
b + c olacak sekilde a, b, c € B vardir. Ancak bu, B nin minimal olmasiyla celisir, ¢iinkii
B\{a}, S i¢in bir iirete¢ sistemidir. Buradan B C A oldugu kanitlanur.

Simdia € A C S = (B) olsun. Budurumda, a = ), _ 5 A\pb olur. Fakat a € S*\(5*+.5%)
dir ve ), p Ay = 1dir. Bu A, = 1 ve geri kalan her b’ € Bigin \y = 0 olacak sekilde
bir b € B oldugu anlamina gelir. Boylece diger kapsamayi1 gosteren a = b € B sonucuna

ulagilir. U

Tanim 2.25. S bir sayisal yarigrup olsun. S nin iirete¢ kiimesinin kardinalitesine S nin

gomiiliigii denir ve e(S) ile gosterilir.

Ornek 3. S = (4,6,9) = {0,4,6,9,10,12,13,14,15...} bir sayisal yarigruptur ve
m(S) = min S* =4, e(S) = |{4,6,9}| = 3 tiir.

Onerme 2.26. (Garcia-Sanchez and Assi 2016) S bir sayisal yarigrup olmak iizere e(S) <
m(S) dir.

Onerme 2.27. S =N & e(S) =1
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Kamit. Eger S = Nise

G = <S> = {)\1@1 + +)\nan ’ n,i € N,ai S S,)\Z € Z}
=4{0,1,2,3,4,5 —} = ({1})

dir. Buradan e(S) = |S| = 1 olur. Eger e(S) =1 = |S|ise S = {a} ve
G=(S)={)da|aeS \eZ} ={0,a,2a,3a,4a,—>} dir. Ozellikle ¢ = 1 alimirsa
S = N olur. 0

Onerme 2.28. (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009) Eger m bir pozitif tamsayt ise acik¢a

goriiliir ki S = {0, m, —} katliligi m olan bir sayisal yarigruptur.

Kamt. S nin iireteglerinin minimal sisteminin {m, m + 1, ..., 2m — 1} oldugunu gérmek

oldukea basittir. Buradan e(.S) = m = m/(.S) oldugu agiktir. O

Onerme 2.29. (Garcia-Sanchez and Assi 2016) (Selmer’in formiilii). S bir sayisal yarig-
rup ve n € S* olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir;
(i) F(S) = max(Ap(S,n)) —n

(ii) 9(S) = (X peapism W) — %5+

Kamt. (i) Acik¢a goriiliir ki max(Ap(S,n)) —n) ¢ S. Eger x > max(Ap(S,n)) —n
ise z +n > max(Ap(S,n)) dir. x +n = gn + i olacak sekilde ¢ € Ny, i € {0,...,n — 1}
yazalim ve ¢ modulo 7 ile uyumlu olan S’nin en kiiciik eleman1 w(i) € Ap(S,n) olsun.
r +n > w(i) oldugundan, x + n = kn + w(i) olacak sekilde £ > 0 var. Buradan
r=(k—1)n+w(i)eSdir

(ii) Her w € Ap(S,n) i¢in w = k;n + i olacak bigimde k; € N vardir. i € {0,...,n — 1}
i¢in;

Ap(S,n) ={0,kyn+1,....k,_in+n — 1}.

z € Nigin varsayalim ki = w(i) mod(n). Biz iddia ediyoruz ki, z € S < w(i) < x.

Aslinda, x = ¢;n + i ise z — w(i) = (¢; — k;)n dir. Buradan;
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wi) <z sk <gqg<ex=(¢—k)n+w) e S. Boylece,z ¢ S <z = gn+1,

q; < k; dir. Sonug olarak;

n—1 n—1
, n—1 1 n—1
9(8) = > ki =~ (S + 1) = o = —(Yw) =
=1 =1 weAp(S,n)
elde edilir. 0

Ornek 4. S = (a, b) bir sayisal yarigrup olsun. Biliyoruz ki;
Ap(S,a) ={0,b,20b, ..., (a — 1)b} dir. Buradan;

DF(S)=(a—1)b—a=ab—a—b

i) g(S) = X(a + 2a++(b—1)a) — 5t = (a_l)z(b_l) = F(g)“_

Onteorem 2.30. (Garcia-Sanchez and Assi 2016) S bir sayisal yarigrup olsun. Bu du-

rumda, g(S) > w dir.

Kamt. s € Nalalim. Eger s € S'ise F'(S) — s ¢ S dir. Boylece g(S) > n(S) dir. Fakat
n(S)+g(S) = F(S)+1. Eger g(S) = n(S) ise 2¢(S) = F(S)+1 olur ve g(5) = £+

2

elde edilir. Eger g(S) > n(S) ise g(S) > % olur. O

2.2.1. Pseudo-Frobenius Sayilar

Bir sayisal yarigrup S olsun. Her s € S\{0} i¢in x + s € S saglayan = ¢ S tamsayisina
pseudo-Frobenius sayist denir. Pseudo-Frobenius sayilart kiimesi PF(.S) ile gosterilir ve
PF(S) nin kardinalitesini (eleman sayisi) ¢(.5) ile gosterecegiz.

Tamsayilar kiimesi iizerinde su iligkiyi tanimlayabiliriz: Eger b—a € S'ise a <g b dir.
S sayisal bir yarigrup oldugundan, bu iligkinin bir siralama bagintis1 (doniislii, gegisli ve
antisimetrik) oldugu kolayca goriiliir. Frobenius sayilarinin tanimindan, bunlarin Z\ S nin

<g ye gore maksimal elemanlar oldugu elde edilir (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009).

Onerme 2.31. S bir sayisal yarigrup ise;
i) PF(S) = Maksimal <g (Z\S),
ii) x € Z\S olmast i¢cin gerek ve yeter kosul uygun f € PF(S) icin f —x € S olmasidur.

9
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Onerme 2.32. (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009) S sayisal yarigrup ve n, € S\{0} olsun.
Bu durumda

PF(S) ={w —n|w € Ap(S,n)}

dir.

Kamt. = € PF(S) alalm. O halde x ¢ S ve  + n € S dir, bir bagka deyisle,

x4+ n € Ap(S,n) dir. x + n <g w olacak sekilde w € Ap(S,n) olsun. Buradan
w—(r+n) =w—n—z € S. Yani,uygun s € Siginw—n = z+ s olmasidir. w—n ¢ S
ve © € PF(S) oldugundan bu s yi sifir olmalidir ve bu da w = = + n demektir. Simdi;
w € Maksimals <g Ap(S,n) alahm. w—n ¢ S dir. Eger s € S\{0} i¢cinw—n+s ¢ S

ise w + s € Ap(S,n) dir ve bu w nin maksimum olmasina aykiridir. O

Ornek 5. S = (5,7,9) = {0,5,7,9,10,12,14 —} alalim. Ap(S,5) = {0,7,9,16, 18}
ve Maksimals <g Ap(S,5) = {16, 18}. Buradan PF(S) = {16—5,18—5} = {11,13}

olur.

2.2.2. Maksimal gomme boyutuna sahip sayisal yarigruplar:

S bir sayisal yarigrup olsun. S' nin gomiiliisiiniin, .S nin kathiliindan kiiciik veya esit
oldugunu biliyoruz. ( e(S) < m(S) ). Bir sayisal yarigrup S i¢in ve e(S) = m(S) ise S

maksimal gomiiliise sahiptir (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009).

Onerme 2.33. S nin lireteclerinin minimal kiimesi n1 < ny < ... < ne olsun. O halde
S maksimal gomiiliise sahip olmast icin gerek ve yeter kosul Ap(S,ny) = {0, ng, ..., ne}

olmasidur.

Kamt. S nin maksimal gomiiliige sahip oldugunu varsayalim. ns,...,n. € Ap(S,n;)
dir. Fakat ny = m(S) = e dir ve buradan Ap(S,ny) = {0,ng,...,n.} olur. Tersine,
S = ((Ap(S,n1)\{0}) U{n1}) = (n1,no,...,n.) dir. Buradan e = e(S) = m(S) gelir. (]

10
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2.2.3. Arf Sayisal Yarigruplar

Sayisal yarigruplar, matematikte bir¢ok alanda yer bulmugtur. Arf sayisal yarigruplar
halkalar, cebirsel geometri uygulamalari, cebirsel hata diizeltme kodlar1 gibi alanlara da
katki saglamistir. Arf sayisal yarigruplarin ortaya cikist; Du Val’'in, 1942’de Istanbul Uni-
versitesi'ne gelerek "Bir cebirsel egrinin bir noktasi civarindaki tekilliklerin 6zelliklerini
belirten teorisinden bahsetmesi {lizerine, dinleyiciler arasinda olan Cahit Arf’in, bu ge-
ometrik argiimanlarin hesaplanisinin cebirsel yollarla hesaplanabilecegini soylemesiyle
olmustur. Bir hafta eve kapanip bu konu iizerine yogunlasan Arf, yaptig1 calisma sonucu
bunun nasil yapilabilece8ini gostermis, ayni ¢alismada ilk kez Arf sayisal yarigruplar-
dan bahsetmistir (Arf 1949). Bu sayede Arf sayisal yarigruplar matematik literatiiriine
girmisgtir.

S bir sayisal yarigrup olmak iizere Vz,y,z € Sigcinz >y > 2z, v +y —z € Sise S
ye Arf sayisal yarigrup denir. Arf sayisal yarigruplar maksimal gomme boyutuna sahiptir
(Rosales ve Garcia-Sanchez 2009).

Sonlu sayida Arf sayisal yarigrup ailesinin kesisiminin yine bir Arf sayisal yarigrubu
oldugunu gozlemlemek kolaydir. Dolayisiyla, Ny bir Arf sayisal yarigrubu oldugu igin,
belirli bir sayisal yarigrubu iceren Arf sayisal yarigrubu diisiiniilebilir. Sayisal bir yarigrup
olan S yi iceren en kiiciik Arf sayisal yarigrubuna, S nin Arf kapanist denir ve bu Ar f(5)
ile gosterilir. Eger S ve T sayisal yarigruplar ve S C T ise Arf(S) C Ar f(T) dir. Sayisal
bir yarigrup S verildiginde Ar f(S) yi asagidaki gibi ifade edilebilir; (Karakas ve Ilhan
2017)

Arf(S)={z+y—z:z,y,2€ Svex >y > 2}

11
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Yanigruplar igindeki Belirtisiz idealler

S yarigrubunun bostan farkli bir altkiimesi olan I kiimesi eger I.S C [ ve SI C I 6zel-
liklerini sagliyorsa I kiimesine S nin ideali denir. Ideal kavramu, bir yarigrubun cebirsel
yapisinin incelenmesinde onemli yere sahiptir. Bu bircok arastirmaci tarafindan sistema-
tik olarak tartisilmis ve Kuroki tarafindan belirtisiz ideale genisletilmistir. Kuroki, basit
yarigruplardan olusan yarikafes seklindeki bir yarigrubu karakterize etmistir.

Bu boliimde, belirtisiz idealler, yarigruplardaki belirtisiz idealler ve belirtisiz idealle-

rin karakterizasyonu hakkinda bazi tanimlar verecegiz.

3.1.1. Yanigruplar icindeki Idealler
S bir yarigrup ve A, B C S olsun. A ve B nin ¢arpimi su sekilde tanimlanir;

AB ={abe S|a € Aveb € B}.

Siral1 bir yarigrup (.5, -, <) kismi sirali kiimedir, ayn1 zamanda (.S, <) bir yarigruptur;
a,b € Sigina < bise xa < zbveaxr < brtirr A C Sigin, (A :={t € S, he A:
t < h} seklinde tanimlayalim.

A, B C Sigin AB :={ab:a € A, b€ B} dir

Tamim 3.1. (Khan and Shabir 2014) Bir yarigrup olan S nin bostan farkli bir altkiimesi
olsun. A> C A ise, A, S nin alt yarigrubu olarak adlandirilir. S nin bostan farkli bir
altkiimesi A icin;

(1) SA C A (sirastyla AS C A)

(2)ac Abe S<aicinb<aisebec Adr

saglamirsa A ya, S nin sol ideali (sirastyla sag ideali) denir.

S nin bostan farkli bir altkiimesi A, S nin hem sag hem de sol ideali ise A ya S nin iki
tarafli ideali denir.

Siral1 bir yarigrup olan S nin bostan farkli bir altkiimesi A igin;
(1) SAS C A,
2)ae A, S>b<aicinb e A.

saglanirsa A ya, S nin bir i¢ ideali denir

12
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Her a € S igin a < axa olacak sekilde € S varsa (.5, -, <) sirali yarigrubu diizenli
olarak adlandirilir.
Denk olarak asagidaki sekilde ifade edilebilir;
(1) AC (ASA], VAC S,
(2) a € (aSal, Ya € S.

Her a € S icin a < xa?y olacak sekilde z,y € S varsa S sirali yarigrubu i¢c-diizenli
olarak adlandirilir.
Denk olarak asagidaki sekilde ifade edilebilir;
(1) A C (SA%S] VACS,
(2)a € (Sa*S] Vae€S.

Siralt yarigrup S nin altkiimeleri olan A ve B i¢in biliyoruz ki A C (A] ve A C Bise
(A] € (Bl, (A|(B] C (AB] ve ((AB]) = (4] di.
(S, -, <) bir sirali yarigrup olsun. S nin bostan farkli bir altkiimesi olan @) i¢in;
(D (@SIN(SQI €@
2Q)aeQQveS>b<aisebe Q.
saglaniyorsa () ya, S nin yart ideali denir.

(S, -, <) bir sirali yarigrup olsun. S nin altyarigrubu olan B i¢in;
(1) BSBCB
2)Egera e B, S>b<aisebe B.
saglaniyorsa B ye S nin ikili ideali denir.

S nin bostan farkli bir altkiimesi olan A i¢in, ASA C A saglanmyorsa A ya S nin
genellestirilmis ikili-ideali denir.
S sirali yarigrubunun bir altkiimesi A igin A = (A?] saglaniyorsa, A ya S nin etkisizi
denir.
a € S tarafindan tretilen S nin sag ideali R(a), sol ideali L(a), iki tarafli ideali /(a), i¢
ideali I(a), yar1 ideali Q(a) ve ikili ideali B(a) ile gosterilir.
R(a) = (aUSal, L(a) = (aUSa], I(a) = (aUSaUaSUSaS], Q(a) = (aU(aSNSa)]
ve B(a) = (aUa* U aSa] dir.

13
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3.1.2. Yarigruplar icindeki Belirtisiz Idealler

Tamim 3.2. (Xie 1999) S bir yarigrup olsun ve “F” belirtisizligi gdstermek iizere, S den
[0, 1] birim araligina tamml f fonksiyonuna S nin belirtisiz kiimesi denir. S icindeki tiim

belirtisiz kiimelerin ailesi F(S) ile gosterilir.

Tanim 3.3. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) € F(S) olsun. t € [0,1] icin f; = {x €
S| f(z) > t} kiimesine f nin diizey kiimesi ya da t-kesmesi denir.

f ve g, S nin iki belirtisiz altkiimesi olsun. f o g carpimi (f o g)(x) : S — [0,1] ;

V {f(y) Ag(2)}, Jy,z € Siginw = yz
T — { T=Y?

0, diger durumlar

"n_rn

seklinde tanimlanir. Bu "o" isleminin birlesmeli oldugu aciktir.

F(S) iizerindeki “=<" siralama bagintist her x € S icin;

f=2ge f(z) Cg(w)

seklinde tanimlanir.

S nin belirtisiz altkiimesi f her a,b € S icin;

flab) = f(a) A f(b)

kosulu saglarsa f ye S nin belirtisiz yarigrubu denir.
Asagidaki kosul;
flab) = f(b)  (f(ab) = f(a))

saglanirsa da f ye S nin belirtisiz sol(sag) ideali denir.
S nin belirtisiz altkiimesi, S nin hem sag hem de sol belirtisiz ideali ise f ye S nin belirtisiz

iki yonlii ideali (ya da belirtisiz ideali) denir.

Bagka bir deyisle asagidaki kosul saglaniyorsa;

f(ab) = max{f(a), f(b)} = f(a) V f (D)

f € F(S), S nin belirtisiz idealidir.
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Tanim 3.4. (Xie 1999) Her v € Sve f,g € F(S)igcin fNgve fUg;

(f Ng) = min((f(z), g(x)) = f(x) A g(z)
(f Ug) = maks((f(x),9(x)) = f(x) V g(z)

seklinde tanimlanir.

Onteorem 3.5. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) Her f,g € F(S) ve S nin belirtisiz

idealleri f ve g ise f N gve f U gde S nin belirtisiz idealleridir.

Kamt. Her Vz,y € S ve Vxy € S icin;

Tanim 3.6. S yarigrubunun f belirtisiz altkiimesi ve her x,y, z € S icin;

flxyz) = f(z) A f(2)

ise f ye S nin belirtisiz ikili-ideali denir.

(S, -, <) sirali yarigrubunun f belirtisiz altkiimesi f o f = f esitligini sagliyorsa S

ye esgiicliidiir denir.
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Tanmm 3.7. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) (S, -, <) bir sirali yarigrup ve A C S
olsun. S nin belirtisiz altkiimesi olan A min Karakteristik fonksiyonu C's (ya da f) asa-

gidaki gibi tamumlanir:

CAIS—>[O71]

1 ,xz€A
0 ,z¢ A

r— Cy(x) :=

Onteorem 3.8. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) S yarigrubunun bostan farkli bir
altkiimesi A olsun.O halde asagidaki ozellikler saglanir:

i) A, S nin altyarigrubudur. <= C'y, S nin belirtisiz altyarigrubudur.

ii) A, S nin sol(sag, iki tarafli) idealidir<= Cs, S nin belirtisiz sol(sag, iki tarafl)
idealidir.

Onteorem 3.9. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) S yarigrubunun bir belirtisiz altkii-
mesi [ olsun. O halde asagidaki ozellikler saglanir:

(1) f, S nin belirtisiz altyarigrubudur <= f o f C f.

(2) f, S nin belirtisiz sol idealidir<= Cs o f C f.

(3) f, S nin belirtisiz sag idealidir<—=> f o Cs C f.

(4) f, S nin belirtisiz iki tarafli idealidir<= Cgo f C fve fo (g C f.

Kamt. Oncelikle (2) 6zelligini kamitlayalim. f , Cs nin belirtisiz sol ideali ve a € Cg
olsun. (Cs o f)(a) = 0ise Cs o f C f oldugu aciktir. Diger durumda o« = zy olacak
sekilde z, y € C vardir. Oyleyse f , C nin belirtisiz sol ideali oldugundan;

(Cso f)la)=\/ (Cs(z) A f(y))

a=xy

<\ (1A f(xy))

a=zy

= V(LA f(a))
= f(a)
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ve boylece Cs o f C f elde edilir. Simdi de tersine, Cs o f C f olsun. a = xy olacak
sekilde z, y € Cg alalim. O halde;

f(xy) = fla) = (Cs 0 f)(a)
= N\ Cs(b) A f(c)

a=bc

> Cs(x) A f(y)
= 1A f(y)
= f(y)

elde edilir ve boylece f , C's nin belirtisiz sol idealidir.

(1) Biliyoruz ki f < Cg.Ohalde fo f C Cgo f C f dir.

(3) Varsayalim ki f, C's nin belirtisiz sag ideali olsun. a € S alalim. (f o Cs)(a) = 0
ise agikca goriilir ki f o Cs C f dir. Aksine o = xy olacak sekilde =, y € Cg alalim.

Oyleyse, Cg nin belirtisiz sag ideali f oldugu icin, biliyoruz ki;

(fo Cs)(a) = \/ (f(x) A Cs(y)

a=zy
<V (fay) A1)
a=zy
=V(f(a) A1)
= f(a)
ve boylece C's o f C f elde edilir.
(4) Benzer sekilde goriiliir. ]

Onteorem 3.10. (Malik - Kuroki ve Mordeson 2003) S bir yarigrup ise asagidaki ézel-
likler saglanir,

(1) f ve g, S nin belirtisiz altyarigruplart olsun. O halde f N g de S nin belirtisiz altya-
rigrubu olur.

(2) f ve g, S nin belirtisiz sol(sag, iki tarafli.) idealleri olsun. O halde f N g de S nin

belirtisiz sol(sag, iki tarafli) ideali olur.
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Kamt. (1) f ve g, S nin belirtisiz altyarigruplari olsun. a, b € .S i¢in;

(f Ng)(ab) = f(ab) A g(ab)
> (f(a) A f(b) A (g(a) A g(b))
= (f(a) Ag(a)) A (f(b) A g(b))

Bu nedenle f N g, S nin belirtisiz altyarigrubudur.

(2) f ve g, S nin belirtisiz sol idealleri olsun. a, b € S i¢in;
(f N g)(ab) = f(ab) A g(ab)

> f(b) A g(b)
=(fng)(d) dir

Bu nedenle f N g, S nin sol idealidir. (Sag ideal de benzer sekilde ispat edilebilir.) 0

Onteorem 3.11. A ve B, S yarigrubunun bostan farkl altkiimeleri olsun. O halde agagi-
daki ozellikler saglanir;

(1) CaNCp = Canp.

(2) CpoCp = Uyp.

Kamt. (1) a € S olsun. a € AN B oldugunu varsayalim. O halde a« € A ve a € B dir.
Buradan;

(C4NCp)(a) = Cala) A Cp(a)
=1NA1=1

= Cans(a)
dir. a ¢ AN B oldugunu varsayalim. O halde @ ¢ A veya a ¢ B dir. Buradan;

(CA N OB)<(I) = CA(CL) A OB(CL) =0
= Canp(a) dir
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Boylece (Ca N Cg)(a) = Canp(a) esitligini elde ederiz.
(2) a € S olsun. a € AB oldugunu varsayalim. Bazix € Avey € Bigina = zy

saglanir. Buradan;

(CaoCp)(a)=\/ {Ca(u) A Cp(v)}

a=uv

> Ca(x) NCp(y)

=1A1=1 dir

Boylece (Cy o C)(a) = 1 elde ederiz.
a € AB oldugundan C'sp(a) = 1 dir. Bu durumda a ¢ AB oldugunda her x € A ve her

y € Bigin a # xy dir. Bazi u,v € S i¢in a = uw olsun. O halde;

(CaoCp)(a) = \/ {Calu) A Cp(v)}
=0=Cyp(a) dr
Yu,v € Sigin a # uv ise;

(CA 9] CB>(CL) =0= CAB(CL)

olur. Boylece her durumda C'y o C'z = C'4p olur. O

Onteorem 3.12. f, S nin belirtisiz sag (sol) ideali olsun. O halde fU(So f) (fU(foS)),

S nin belirtisiz iki tarafli idealidir.

Kanit. S nin bir sag idealinin f oldugunu varsayalim. O halde;

So(fU(Sof) =

Buradan f U (S o f), S i¢in bir sol ideal olur. Ayrica;
(fU(Sof))eS=(foS)U((Sef)oS)
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S)U(So(feS))
S)U(Sof)

=(fo
C(fo
Cfu(Sof)

Oldugundan f U (S o f), S i¢in bir sag idealdir. O
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Belirtisiz Sayisal Yarigruplar

Tanm 4.13. Her [ : Ny — [0, 1] icin asagidaki kosullar saglantyorsa;
i) f(0) =1

ii)Vr,y € No, f(z +y) = f(z) A f(y)

i) N) = {n e Ny : f(n) = 0} icin |N}| < 0.

f fonksiyonu 0 birim elemanini iceren bir belirtisiz sayisal yarigruptur, denir.

Ng icin f in destek kiimesinin tiimleyeni denilebilir. Burada f in destek kiimesi

Suppf = {n: f(n) > 0} ile gosterilir.
Onerme 4.14. S C N, bir sayisal yarigruptur ve S nin karakteristik fonksiyonu;

1, z€8
0, x¢ 8

Cs<x) =

dir. Bu durumda, Cs(x) belirtisiz sayisal yarigruptur.

Kamt.

)0e S = Cs(0) = 1.

Ve,ye S=zecSNnyeS= Cs(x) =1VCs(y) =1

= Cs(z+y) > Cs(x) NCs(y) =1 =2+ y € Ny.

Boylece Cs(z +y) > Cs(x) A Cg(y) oldugu goriiliir.

iii) [No\ S| < oo. O

|Supp(g)| < oo olacak sekilde g € F(Np) alalim. O halde;
Supp(g) = {a1,as,...,a,} C N ve irete¢ kiimesi (Supp(g)) = ({a1,aq,...,a,}) igin-
deki her n icin, z; € N, 1 < ¢ < r olacak sekilde;

n = ri1a1 + raa9 + ... + .0

esitligi yazilabilir.

21



BULGULAR VE TARTISMA A.B. EMRAHOGLU

Onerme 4.15. |Supp(g)| < oo olacak sekilde g € F(Ny) alalim. Her n € (Supp(g))

ve her « € Y (n) = {(z1,29,...,2,) :n = > xa;, a; € Supp(g), z; € No} icin,
i=1
a;), Tj; 0
d(a)(i) = 9(a:) 4 olmak iizere 6 : Y (n) — [0, 1]",
]_, xT; = 0

d(a) = (0(a)(1),8(x)(2),...,0(c)(r)) tamumlayalim. Bu durumda; (g) : Ny — [0, 1]

T

y( (A 6()(@), n e (Supp(g))
0, diger

belirtisiz sayisal yarigruptur.

Kamt. i) Her o = (0,0,...,0) € Y(0) ve 0 € (Supp(g)) i¢in 6(a) = (1,1,...,1) ve

(9)(0) = 1 dir.
ii) m = 0 veyan = 0 ise agikca goriiliir ki (g)(m +n) > (g)(m) A (g)(n) .

m,n € Nicin;
m & (Supp(g)) V n & (Supp(g))
= (g)(m) =0V (g)(n) =0

= (9)(m +n) = (g)(m) A (g)(n) =0

T
ria; A n o= Y ya; icin
1 i=1

dir. Boylece; m € (Supp(g)) An € (Supp(g)) = m =

r

(2
T

m+n =Y (x; +y;)a; olacak sekilde (x1, xo,...,x,) € Y () ve (y1,y2, ..., yr) € Y(y)
i=1
vardir.

Iddial: o € Y(m), B € Y(n); §(a + B)(3) = 6()(i) A 6(B)(4)
a=(r1,29,...,2,), 8= (y1,Y2, ...,y igin,
a+B= (1 +y,v2+ v, .., T +Yp)

Boylece s(a)() = " 70 }w)(i){g(“i)’ ur }

1, er:O 1, ylzo
a;)), ;+vy; #0=—=x; #0yaday; #0
5o+ A)(i) = 9(a;) yi # #Oyaday; # olur

Buradan; §(a + 3) (i) = 6()(i) A 6(8)(i) elde edilir.
lddia2: Y (m +n) =Y (m)+ Y (n)
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yeEY(m+n) = v=(u,us,...,u ZulaZ m-+n

:Z(Uﬁ'% z—m+n:>2vzal+2zzal—m+n

=1 =1

= (vy,..., v.) € Y(m)ve (z1,..., z) € Y(n).

veY(m),zeY(n) = m= Zviai, n = Zzl-ai

i=1
== m+n= Z via; + Z 2i0; = ZT:(% + zi)a;
=1

= (v1 + 21, ..., U+ 2z)=v+zeY(m+n)

elde edilir. Bu nedenle v € Y (m + n);

/\5( )(@) = /\5(U+2)() AB()(E) A 8(0)(D) = (A (B()(0)) A (A (B(0)(D):

i=1 i=1 i=1
Boylece Y=u + v i¢in,

/\5 u+0)(0) = A A AG)6)

elde edilir. v € Y (m + n) i¢in,

/\ 5() (i) = /\ S(a+ B)(i)
= /\ 6(a)(@) A (B)(4)
= [A\S@@I A A B

elde ederiz. Bu nedenle her o € Y (m) ve her § € Y (n) i¢in;

(@) m+n)="\ (Nsm@)

YEY (m+n) =1

2 [/\ (@) (@)] A [/\ 0(8)(1)[{g) (m + n)
Y; /\5 3(8)(2)]

acY (m i=1

olur.

Ymn) > [\ /\5 AV ASBE)] = (g)m) A lg)(n)

a€Y (m) i= BeY (n) i=1
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elde edilir.
iii) (¢)(n), Ny 1n altmonoidi ve Onerme 2.16 ten bilinmektedir ki Ny\ (¢)(n) sonlu kiime-
dir. O

Onerme 4.16. f,g: Ny — [0, 1] belirtisiz sayisal yarigruplarini alalim. O halde f A g

belirtisiz sayisal yarigruptur.

Kamt. 1) (f(0) =1) A (g(0) =1) = (f A g)(0) = f(0) A g(0) =1
Ve,y € fg=z,y€(fAg)
(fAg)(x+y) = flz+y) Aglz+y)
> (f(x) A f(y) A(g(z) Agy))
= (f(@) Ag(@)) A (fy) Agy))
= (fAg)@) A (fAg)(y) dir

iii) [N = N/ UNY| < oc. O

Sonug 4.17. Her sonlu indeks kiimesi J ve belirtisiz sayisal yarigruplar ailesi {f; : j €
J}igin f = ./\J fj sonlu kesigimi belirtisiz bir sayisal yarigruptur.

je
Sonug 4.18. Belirtisiz sayisal yarigruplarin sonlu olmayan aileleri icin, kesisimleri be-
lirtisiz bir sayisal yarigrup olmayabilir.
Her k € Nicin fir(k) = 0ve fi(x) # 0ise x € N\{k} olan belirtisiz sayisal yarigruplar
ailesi f = N\ fr olsun. Her x € N icin f(0) = 1 ve f(z) = 0 dir. N/ = N oldugundan

keN
belirtisiz sayisal yarigrup olmanin 3.kosulu saglanmaz.

( 3\

03, n=3

e 0.5, n=2>9

Ornek 6. n € Ny icin g : Ny — [0, 1] ve g(n) = alalim.
0.4, n="17
0, aksi halde )

r

y (4/_\15;@(@)(2')), n e ({3,5,7}) ={0,3,5,6,7,8,...}
(g)(n) =4 o

0, aksi halde
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DO=0x3+0x5+0x7
S(0)(1) = 1, 6(0)(2) = 1,3(0)(3) = 1 = A 8(0)(3) = 1 = {9)(0) = 1 dir
ii) Yn,m € No = (g)(n +m) = (g)(n) A (g)(m)

iii) INo\(¢9)| = |No\{0,3,5,6,7,8,...}| ={1,2,4}| =3 < 0
(9)(6), (9)(8), (g)(9) ve (g)(10) degerlerini bulalim,

(9)(6) = e\}{(ﬁ) (/j\1 Ok(a)(@))veY(6) ={(2x34+0x5+0x7)}dir
k=T ()]

a1(6) = (2,0,0) icin 6,(6) = (0.3,1, 1) dir. Buradan;

=V /\5k

acY (6) i=1
k=1

= \/ {0k(6)(1) A Gk(6)(2) A 6k(6)(3)}

aEY(G)

= \/{8:(6)(1) A 61(6)(2) A 61(6)(3)} = 0.3

bulunur.
(9)(8) = e\){(g) (Z\1 Ok(a)(@))veY(8) ={(1 x3+1x5+0x7)}dir
k=1,[Y (n)]

a1(8) = (1,1,0) igcin 61(8) = (0.3,0.5, 1) dir. Buradan;

)=V (ARG

aeY(S) i=1

=\ {5k 1) A 0k (8)(2) A 0x(8)(3)}

aEY

= \/{51 ) A81(8)(2) A 61(8)(3)} = 0.3

bulunur.
(9)(9) = \3{(9) (/j\1 Oe(a)(@)veY(9) ={(83x3+1x5+0xT7)}dir
k=1,]Y (n)]

a1(9) = (3,0,0) igcin 6,(9) = (0.3,1, 1) dir. Buradan;
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(9)(9) = \/ {/\ 0r(9

_ Y OWALOE AROE)
aGY 9)

—\/{51 1) A 8,(9)(2) A 81(9)(3)} = 0.3

bulunur. Simdi (g)(10) u bulalim;
A0 = V(A 610)() ve Y(10) = {(0x3+2x5-0xT), (1x3+0x5+1x7)}

Q€Y (10) =1
k=1,]Y'(n)]|

dir.

a1(10) = (0,2,0) i¢in 61(10) = (1,0.5, 1) tken ao(10) = (1,0, 1) icin §5(10) = (0.3,1,0.4)
tiir. Buradan;

3

(9)(10) = \/ (/\6:(10)(¥))
a€Y (10) =1
k=12

= \/ {0:(10)(1) A 6,(10)(2) A 6(10)(3))}

a€Y (10)
= \/{((6:(10)(1) A 61(10)(2) A 61(10)(3)), (52(10)(1) A 62(10)(2) A 62(10)(3))}
=\/{0.5,03} =05

Benzer sekilde n € (Supp(g)) icin (g)(n) bulunabilir.

Tanim 4.19. g : Ny — [0, 1] belirtisiz sayisal yarigrup olsun.

N | = |N\Supp(g)| ye "(g) nin

cinsi" ve maks{N\(g)} ye "(g) nin Frobenius sayis1"” denir.

Nég = N\Supp(g) kiimesine "g nin bogluklar kiimesi",

Ornegin; Ornek 6 teki (g) nin bosluklar kiimesi N(<)9> = {1,2,4}, {(g) nin cinsi |N(<)g>| =
I{1,2,4}| = 3 ve (g) nin Frobenius sayist max{1,2,4} = 4 tiir.
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Ik olarak Zadeh’in teknik bir soruna ¢oziim ararken kesfettigi ve bu sorunun
coziimiiniin klasik yaklagimla degil ancak "belirtisiz" yaklagimla miimkiin olacagini gor-
mesi ile giindeme gelen "Belirtisizlik kurami" matematik diinyasina biiyiik ses getirmis
ve yeni bir bakis acis1 kazandirmigtir. Klasik mantikta bir 6nermenin dogruluk degeri
yalnizca 1 veya 0 olurken; belirtisiz mantikta [0,1] aralifinda sonsuz deger almasi miim-
kiindiir. Tipki siyah ile beyaz arasinda sonsuz ton bulunmasi gibi. Bu belirtisiz yaklagim,
matematigin alt dallarina, mithendislik, tip gibi bir¢cok alana uygulanmis ve bu alanlarda
caligan insanlarin farkli ve daha genis bakis agilariyla konulara yaklagmasini saglamustir.
Matematigin en temel alt dallarindan biri olan Cebir alaninda da belirtisizlik kurami ye-
rini almig, Cebir’in yapitaglarindan grup teorisi belirtisiz yaklagimla incelenmis, Kuroki
tarafindan "yarigruplar icindeki belirtisiz idealler"in tanimlanmasiyla gruplardan sonra
yarigruplarin da belirtisizligi ele alinmistir.

Bu tezde, matematik¢i Ferdinand Frobenius ve James Joseph Sylvester’in lite-
ratiiriimiize kattig1, tinlii Frobenius sorusuyla baglayan sayisal yarigruplar iizerinde belir-
tisizlik kuraminin s6z konusu olup olmadigi, eger s6z konusu ise dogal sayilarin altkiimesi
olan bir sayisal yarigrubun karakteristik fonksiyonunun bu tanim i¢inde yer alip almadig1
arastirilmis, bir yarigrubun karakteristik fonksiyonunun belirtisizligi ele alinmis, "Yarig-
ruplar i¢in gecerli olan belirtisizlik 6zelliklerinin sayisal yarigruplar i¢in gecerliligi var
mi1?" sorusuna cevap aranmisgtir.

Oncelikle, Tanim 4.13 ile belirtisizlik ve sayisal yarigrup olma kosullar1 verile-
rek belirtisiz sayisal yarigrup tanimi elde edilmeye ¢aligilmis, ardindan Onerme 4.14 ile
Ny 1 bir altkiimesi olan S sayisal yarigrubunun karakteristik fonksiyonu C's(z) tanimla-
narak bu karakteristik fonksiyonun verilen sartlar altinda belirtisiz sayisal yarigrup olup
olmadig1 incelenmistir.

Onerme 4.15’de 6zel kosullar altinda tanimlanmus bir iirete¢ fonksiyonunun belirtisiz-
1ig1 incelenmis, belirtisiz sayisal yarigruba da ornek niteliginde olmugtur.

Onerme 4.16da f,g : Ny — [0, 1] belirtisiz sayisal yarigruplari igin f A g
= min{ f, g} ifadesinin de belirtisiz sayisal yarigrup oldugu gerekli kosullar saglatilarak
gosterilmeye calisiimisgtir.

Sonlu olmayan belirtisiz sayisal yarigrup ailelerinin kesisimlerinin belirtisiz sa-

yisal yarigrup olmayabilecegi ters ornekle gosterilmistir. (Bknz: Sonug 4.18) Bu demektir
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ki, her belirtisiz sayisal yarigrup ailesi kesisim altinda belirtisiz sayisal yarigrup olmaya-
bilir.

Daha sonra ise; sayisal yarigruplar i¢in kullanilan "Frobenius sayist”, "bosluklar
kiimesi", "cinsi" ifadelerini belirtisiz sayisal yarigruplar i¢in tantmlanmustir.

Tiim bu bulgulardan elde edilmek istenen; gruplar, yarigruplardan sonra sayisal
yarigruplarin da belirtisizlik yaklasimiyla ele alinip alinamayacagidir. Bu da aslinda be-
lirtisiz yaklasimin uygulanabilecegi daha bir¢ok alan olabileceginin 1s181dir. Klasik yak-
lagimla ele alinmig disiplinlerin belirtisiz yaklasimla incelenmesi ve bu yaklagimin uy-
gulanabiliyor olmasi, bu disiplinleri genisletip gelistirece§inden, siyah ve beyaz yerine
ara tonlarin cesitliligi gibi ¢esitlilik saglayacagindan oldukca onem arz etmektedir. Say1-
sal yarigrup-lar, halen iizerinde ¢alismalara devam edilen matematigin énemli bir dahdir.
Gelistirilmeye acik olmasi sebebiyle tezde bu konu ele alinmstir.

Belirtisizlik kurami, klasik mantiktan daha kapsamli, ucu acgik ve "belirsiz" ol-
dugundan, tanimlar verilirken bu etkenlerin sebep oldugu celiskilerle karsilasilmis ve bu
celigkilerin giderilecegi sekilde tamimlar diizenlenmeye caligilmistir.

Literatiirde yeni bir konu sayilmasi sebebiyle kaynaklar kisitli olmakla beraber, be-
lirtisizlik yaklasimi sayisal yarigruplar iizerinde ilk defa denenmistir. Halihazirda 6rnek
bulunmayip uygun ornekler iiretilerek uygulama yapilmaya caligilmistir.

Sayisal yarigruplara belirtisiz yaklagimla ilgili ileride yapilacak c¢aligmalara te-
mel olusturabilecek bu ¢alisma, iizerinde ¢alisacak kisilere farkli fikirler yeni sonuclar
getirebilir. Gelecek zamanda bu alanda yapilacak caligmalarda, sayisal yarigruplardan
bildigimiz Apery kiime, gdomme boyutu gibi kavramlar belirtisiz sayisal yarigruplar i¢in
aragtirilabilir, Arf sayisal yarigruplarin, Pseudo-Frobenius sayilarinin belirtisizligi incele-

nebilir.
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5. SONUCLAR

Doga, bilim, evren belirsizliklerle doludur. Keskin sinirlar ¢izmek miimkiin degildir.
Klasik kiime kuraminin keskin sinirlar1 olmasi nedeniyle kisith kaldigini ve evrendeki
her seyin bu kadar kesin sinirli olmadigi, belirsiz olabildigini goren matematik¢i Zadeh,
1965 yilinda yayimladigi makale ile literatiiriimiize "belirtisiz kiime" kuramin1 getirmis,
bu kuram zaman igerisinde diger matematikg¢ilerin de onayin1 kazanmistir. Topoloji i¢in
olduk¢a dnemli bir yere sahip olan belirtisizlik yaklagima, literatiire girdikten sonra bir¢ok
disipline uygulanmisg, bu disiplinlerden biri de grup teorisi olmustur.

Bilindigi iizere, grup teorisi Cebir anabilim dali i¢in biiylik 6nem tagimaktadir.
Bir yarigrubun ideali, bu yarigrubun cebirsel yapisinin incelenirken 6nem arz etmektedir.
Bu nedenle Kuroki, yarigruplarin cebirsel yapisin1 daha iyi anlamak i¢in yarigruplarin
belirtisiz yaklagimla da incelenebilecegini sdylemis ve yarigruplar i¢indeki belirtisiz ide-
alleri aragtirmigtir.

Bu tezde Kuroki’nin tanimladig1 yarnigruplar icindeki belirtisiz ideallerden bah-
sedilmis ve bundan esinlenilerek sayisal gruplar, belirtisizlik kuramiyla ele alinmistir.

Bunun i¢in tezin 1. ve 2. boliimiinde 6nhazirlik olmasi amaciyla yarigrup, sayisal
yarigrup, yarigruplar i¢indeki idealler, yarigruplar i¢indeki belirtisiz idealler gibi kavram-
lar ve baz1 6zellikleri verilmistir.

Tezin son boliimiinde ise belirtisiz sayisal yarigruplar tanimlanmusgtir.

S C Ny bir sayisal yarigrup olmak iizere; S nin karakteristik fonksiyonu olan Cs(z)
fonksiyonu tanimlanarak bu fonksiyonunun belirtisiz sayisal yarigrup oldugu ve f, g :
Ny dan [0, 1] e tanimli f ve g belirtisiz sayisal yarigruplar oldugu varsayimyla f A g
ifadesinin de belirtisiz sayisal yarigrup olup olamayacagi gosterilmeye calisilmistir.

Son olarak, bir sayisal yarigrup i¢in tanimlanan "cins", "bosluklar kiimesi", "Fro-

benius sayis1” kavramlari belirtisiz sayisal yarigruplar icin de tanimlanmustir.
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