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bagh kesikli hipersingiiler integral operatorler tanitilmistir. Ardindan, tezin temel amaci
olan LP(R"™) uzaymdan alinan bir f fonksiyonunun piiriizsiizlik derecesiyle bu kesikli
hipersingiiler integral operatorlerin ¢ — 07 i¢in noktasal yakinsama hizlar1 arasinda bazi

bagintilar elde edilmistir.
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In this dissertation, we first introduce the truncated hypersingular integral operators
generatated by modified Poisson semigroup. Then, obtain some relation between the order
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ONSOZ

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin modern teorisinde Sobolev uzaylar ve tii-
revlerine benzer fonksiyon uzaylari belirli bir rol oynamaktadir. Bu baglamda Riesz ve

Bessel potansiyelleri olarak adlandirilan ve formal olarak sirasiyla

(I°f) (z)=lz|* f(z),z e R", 0 <a<n,

—«

(Jf) (@)= (1+]2)) 2 2 €R",0< a < oo,

biciminde tanimlanan integral doniistimler onemli bir yere sahiptir. Daha acik ifadeyle,
LP(R™) uzaylarinin bir alt uzay1 olan L2 (R™) Sobolev uzaymi [* ve J* operatdrlerini
kullanarak tanimlayabiliriz.

Bu operatorlerin ¢ekirdeklerinin sifir noktasinin komsuligunda lokal davraniglar1 ben-
zerdir, fakat sonsuzlukta Riesz potansiyeline ait ¢cekirdegin davranisi Bessel potansiyeline
ait cekirdegin davranist kadar i1yi degildir. Flett potansiyelleri, Flett (1971) kaynaginda,

davraniglar1 Riesz ve Bessel potansiyellerinin ortasinda olan ve Fourier doniisiimii dilinde,

(Tf) (z) = (1+|x\2)_afA(x),x€R",0<a< 00

seklinde tanimlanan potansiyellerdir. Bu tez ¢alismasinda, Flett potansiyellerinin tersle-
rini belirlemek icin tanimlanan, genellesmis Poisson yarigruplart yardimiyla olusturulan
e-parametresinde bagl kesikli hipersingiiler integral ailelerinin, ¢ — 07 i¢in noktasal
yaklagim hizin1 7% potansiyelinin etki ettigi f € LP(R™) fonksiyonunun piiriizsiiz dere-
cesine bagh olarak inceledik.

Bu caligsmanin fonksiyon uzaylarinda ve integral denklemler alaninda ¢alisan uzman-
lar icin bir yardimci kaynak olacagini diisiinmekteyiz.

Calismam boyunca benden desteklerini esirgemeyen degerli danismanim Dog. Dr.
Melih Eryigit’e, tez caligmamin her agamasinda yanimda olan kiymetli dostum Ars. Gor.
Cagla Sekin’e minnetlerimi sunarim. Ayrica, her zaman manevi destegini hissettigim an-

neme, babama ve esime tesekkiirlerimi bir borg¢ bilirim.
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Genellesmis Poisson Yarigrubu Tarafindan
Uretilen Kesikli Hipersingiiler Integrallerin Yakinsama Hizlar1 Uzerine” adli bu calis-
manin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez

calismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagini1 gosterdigimi beyan ederim.
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Cigdem AKAY



Simgeler:

a =» N Z

Lp=Lp(R")
Lipe (R")
C(R")
(Me)(x)
I'(t)

I3

v

f*g

Kisaltmalar:

h.h.h.

SIMGELER VE KISALTMALAR

: Dogal sayilar kiimesi

: Tam sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

R ={z=(2q,---

Ty)ix; ER G =1,2,---}

: R™de olgiilebilir ve p-inci kuvveti integrallenen fonksiyonlar uzay1
: Lokal integrallenebilen fonksiyonlar uzay1

: R™de siirekli ve sinirli fonksiyonlar uzay1

: Hardy-Littlewood Maksimal Operatorii

: Gamma Fonksiyonu

: f fonksiyonunun Fourier doniisiimii

: f fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii

: f ile g fonksiyonlarinin girigimi

: Hemen hemen her

vi



GIRIS C. AKAY

1. GIRIS

Bu tez, bu boliim hari¢ toplam dort ana kistmdan olugsmaktadir. Tezin ikinci kisminda
kaynak taramasi yapilarak, tez boyunca kullanilacak 6nemli kavramlar tanitilmis ve bu
kavramlara ait teoremler, bazilar1 ispatlariyla birlikte ifade edilmistir.

Uciincii boliim, iki alt kistmdan olugmaktadir. Ilk boliimiin, ilk alt baghginda Flett po-
tansiyellerinin terslerini bulmak i¢in kurulan modifiye Poisson yarigrubunun dogurdugu
bir ¢ > 0 parametresine bagl kesikli hipersingiiler integraller ailesi tanitilmig ve bu aile

yardimiyla Flett potansiyelleri i¢in bir ters belirleme formiilii verilmistir.

1
loc

Bu boliimiin ikinci alt baghginda, f € L; .(R™) fonksiyonunun Lebesgue kiimesine
ait olan p-piirtizsiizliik kavrami tanitilmig ve bu piiriissiizliik noktasinin komsulugunda f
fonksiyonunun integralinin biiyiikliigii hakkinda bilgi veren cesitli esitsizlikler kanitlan-
migtir.

Tezin dordiincii boliimiinde, tezin temel sonucu olan, Flett potansiyellerinin terslerini
belirlemek icin kurulan ve € > (0 parametresine bagh hipersingiiler integraller ailesi-
nin, ¢ — 0 i¢in noktasal yaklasim hizi, Flett potansiyelinin etki ettigi fonksiyonun -
piiriizsiizliik derecesine bagl olarak incelenmistir.

Tezin besinci boliimii olan sonug boliimiinde, dordiincii kisimda elde edilen sonuglarin

Harmonik Analizdeki yerinin ne olabilecegi tartisilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu ¢alisma boyunca R" ile © = (21, ,x,), z; € R, i = 1,2,---  n noktalarindan
olusan n-boyutlu 6klid uzayini, x - y ile de bu uzaydaki standart i¢ ¢arpimi gosterecegiz.
Ayrica, R" uzayi tizerinde tamimli Lebesgue Ol¢iilebilir fonksiyonlarin,
1/p
I, = ([ W@ras) 1 <p <ol =essswli@) @)
seklinde tanimlanan normla birlikte olusturdugu Banach uzayimm LP(R") = L? ile goste-

recegiz.

Tanim 2.1 (Gamma Fonksiyonu). Re z > 0 icin Gamma Fonksiyonu,

seklinde tanimlanir.

Onerme 2.2. (Folland G.B. (1999)) Gamma Fonksiyonunun bazi temel ézellikleri asagi-
daki gibidir.

))T(z+1) =2I'(z), Rez > 0,

i)T'(n+1)=nl,neN.

Tamim 2.3 (Hardy-Littlewood Maksimal Operatorii). o, R™ de intergallenebilir bir fonk-
siyon olsun. o fonksiyonunun klasik Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu (operatorii)

1 n
(Me)(z) = U B /B lp(y)|dy, z € R

zeB

seklinde tamimlamir. Burada, m(B), B yuvarimin Lebesgue ol¢iimiidiir.

Teorem 2.4. (Folland G.B. (1999)) ¢ € L}, (R") intergallenebilir bir fonksiyon ise,

i) My olgiilebilirdir.

ii) h.h.h.w € R"™ icin Mp(x) < oo dir.

iii) Mo operatdrii, A = 3" ve ||| 1 gny = Jan |(M ) ()| da olmak iizere, her o > 0
icin,

m({x € R" : (M) (x) > a}) < —[[@]l 1@

SR

kosulunu saglar.
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L' (R) uzay1 iizerinde Fourier dogrusal doniisiimii asagidaki sekilde tamimlanir:
O = [ fla)e ™ de, f € L'(R"), £ €R™ 2.2)
R"

Fourier doniisiimiine ait ters belirleme formiilii de

fr(E)e de, € € R™ (2.3)
Rn
seklindedir.

Teorem 2.5 (Minkowski Esitsizligi). (X, u) ve (Y, v) ol¢iilebilir fonksiyonlar uzayt ve
F(z,y), X XY de u®uw élgiilebilir bir fonksiyon olsun. F'(-,y) € LP(X,u), (1 <p < o0)

hh.hyve [, |F(-y dv(y) = A < oo ise, [, F(x,y)dv(y) hemen hemen her yerde

M
‘/F(az y)du(y
Y

Tanim 2.6. [ € L’(R"), 1 < p < oo fonksiyonunun o > 0 mertebeden Flett potansiyeli,

yvakinsaktir ve,

/ IF @), dv(y)

saglanir.

(F*)a) = (Pax Nla) = | Pulu)fla = )y @4
seklinde tanimlanir. Burada, P, (x) ¢cekirdeginin Fourier doniigiimii,
Phx)=(1+z])™% 2 € R a>0
dir.

Onteorem 2.7 (Flett (1971), syf.447, Samko vd. (1993), syf.542). a) Pu(y) cekirdegi

asagidaki gosterime sahiptir:

Paly) = —— lyl*™" / TS a0 (2.5)

a\Y) = Yy T oy 48 (> .
An(@) o (1452

Burada, \,(a) = D) gy

b) P.(y) fonksiyonunun stfirtn komgulugunda davramsi asagidaki gibidir:

Paly) ~ cula) ly[*",

ve
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Burada,
(o) — D@+ /2T (0 — )2
¥ 2T () (nt1)/2
_ I'((n+1)/2)
" m(n+1)/2
dir.

c) a > 0icin P, (y) fonksiyonunun |y| — oo’da davramsi asagidaki gibidir:

Poly) ~ ac, [y, |y| = oo.
d) Her a > 0 degeri i¢in, P, € L'(R") ve |P,||, = 1'dir.

Sonug 2.8. Flett potansiyeli giiclii (p, p)-tiplidir, yani

LEfIl, < (1]

p,Va>O,1§p§oo (2.6)
dir.

ispat

s, = [ Enwre]” -

< (Minkowski Esitsizligi)
1/p
[ ([ pwrise-prac) " a
n R’I’L

= { IPa(y)ldy] LA, = [[Pally 171, = 1F1, -
R ~——

=1

[ Patwirte = iy

P,dx

IN

Tamm 2.9. (Stein ,E and Weiss, G (1971)) x € R"™ verilsin. Bu durumda,

Uﬂmﬂz(@ﬁ@»=/°m%wf@—yMyt>axeR" @.7)

n

seklinde tanimlanan fonksiyona, | fonksiyonunun Poisson integrali denir. Burada p(y,t)
Poisson ¢ekirdegi asagidaki sekilde tanimlanir:

Cpt . I'((n+1)/2)
(‘y’2+t2)(n+1)/2’ n (n+1)/2

p(y,t) = (2.8)
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Onteorem 2.10 (Rubin (1998), syf.217). f € LP(R"), 1 < p < oo verilsin. Ayrica,
Uy(x,t) fonksiyonu (2.7)’de ve p(y, t) fonksiyonu da (2.8)’de tamimlandig gibi olsun. Bu
durumda,

a) [on p(y,t)dy = 1 ve hert > 0 igin,

(p(-, 1) (y) = e~
dir.
b)
1T, < 111, 2.9)

c)
sup [(Upf)(z)| < ct™™/P 1f]l,, 1 <p < oo, c=c(n,p). (2.10)

d) M f Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu olmak iizere,

sup (Uf) ()] < (M) (x). @.11)

t>0

e) U, f yanigrup ozelligini saglar:

(Ua(Usf))(2) = (Uarsf)(x), (Va > 0,8 > 0 igin). (2.12)
)
lim (U.f)(2) = f (), (2.13)

burada limit LP-normunda, h.h.h.x icin noktasal anlamda gecerlidir. Ayrica, f € Cy(R")

icin limit diizgiin yakinsaktir.

Onteorem 2.11 (Flett (1971), syf. 446). f € LP(R"), (1 < p < o) olsun. O halde, Flett

potansiyeli icin,

(Ff)(x) = ! /OO t* e (U f)(z)dt, a > 0,7 € R" (2.14)

T(a) Jy

esitligi saglantr.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Modifiye Poisson yarigrubu ve bu gruba iliskin kesikli integral operatorler

Bu boliimde, Poisson integralinin bir genellesmesini tanitacagiz. Daha sonra, bu ge-
nellesmis Poisson yarigrubunu kullanarak kesikli hipersingiiler integral doniisiimler kura-

cagiz.

Tanmm 3.12. f € LP(R"), 1 < p < oo ve Uy f Poisson integrali (2.7)’de tamumlandigi
gibi olsun. Bu yarigrup yardimiyla, Poisson integralinin bir genellesmesi olan Modifiye

Poisson yarigrubu asagidaki sekilde tanimlanir:
(Sef)(x) = e (Uf)(@), (> 0,2 € R). 3.1

Not: ¢ = 0 i¢in,
(Sof)(x) = (Uof)(x) = f(x)

dir.

Onerme 3.13. Modifiye Poisson integrali icin
(Sa(Spf)(x) = (Satsf)(z)

yarigrup ozelligi saglanir.

Ispat

(S3£)(@) = e (Usf)(@)
= (SalSa)@) = ¢ (Ua (P (Waf) (@) = ¢+ (UalUaf)@)
L U f) ).

Tamm 3.14. ¢(¢), t € R fonksiyonunun | € N mertebeden 7 € R adimli sonlu fark,

Allglt) =) (—1)*g(t+ kr) (3.2)
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seklinde tamimlanmir. t = 0 ozel degeri,

AL = ]i (—1)g(kr) (33)

dir.
Bu modifiye Poisson yarigrubu S; f ve | € N mertebeden A! sonlu farklar operatoriinii
kullanarak agsagidaki kesikli hipersingiiler integral doniisiimlerini kuracagiz. Bu tanim,

Rubin (1986); Rubin (1987) ve Rubin (1986) kaynaklarinda kullanilan tekniklerden ilham

alarak yapilmistir.

Tanmm 3.15. f € LP(R™), 1 < p < oo,a > 0vel € Ndegeril < « olsun. Bu durumda,

o _ L . dr
(DENE) = / AL ) (@))(0) 57
w LI (1) G po]| 2 6
wal (Xl Jerereene| i e

seklinde tamimlanan operatore c-parametreli kesikli hipersingiiler integraller, veya ki-

saca, kesikli integraller diyecegiz. Buradaki x,(c) normalleyici katsayt
X () = / (1—e Yl t=at (3.5)
0
dir.

Onerme 3.16. D¢ operatorii, 1 < p < oo olmak iizere, her o > 0,e > 0 i¢in gii¢lii

(p, p)-tiplidir.
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fspa
D211, = ;m@>[w_§; Y e [ sotto o] 2 |
- Xiw[w_é 1006 ([ pt0rsto = ) ST+ -
] ( ") e ([ st ) 2
ol (o (o) £
o () (Lo ]
ol (1) o) ]

Son esitlikteki her bir ifadeye Minkowski esitsizligini uygularsak; (Sondaki ifade i¢in

Minkowski esitsizliginin nasil uygulandigini gosterelim):

& 1 It
—7l
c e x — y)dydr
1/5 Tite /R (\y|2+l2(72))("“)/2f( n pidr
_ . /ooe—vli/ 1 Flz — y)dydr
B S (e e e
3 Ooe_TdT/ le
< — J(@—y)| ———dy
AN S N
< e [ [f(z—y)lply,le)dy
R p,dx
< (Minkowski Esitsizligi)
2.8)
< oo [ sty 171, 2 e,
Sonug olarak,
1
IDZfIL, < > e llfll, < cllfll,
k=0
dir. O
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Teorem 3.17. ¢ € LP(R"), (1 < p < o0), 0 < a < o0 ve D? kesikli integral doniisiimii
(3.4)’deki gibi tammlansin. Eger ¢ € LP(R™) fonksiyonunun Flett potansiyeli F'“p ve
Poisson integrali Uy p, (t > 0) ise, o zaman asagidaki esitlik noktasal olarak h.h.h.x € R"

icin saglanir,

(DeFoo)a) = [ KO (Unye) @i, = >0, (3.6)
0

buradaki K (n) fonksiyonu,

N a®, a>0
al =
0, a<0
olmak iizere,
1 !
KO (n) = “Drfn =K%, 1> a (3.7)
o (77) F(l —|-04)K1(Oé) nkz:;( ) (77 )—I—

seklindedir.
Ik olarak bu teoremin ispatinda kullanilacak olan Onteorem’i verelim:

Onteorem 3.18. (1), (0 < t < oo) fonksiyonu icin,

°n)(t) = F(la) /t N : f%)ladr

— 1)/Ooh(r+t>dr,a>0 (3.8)
t

N ri-a

olsun. Bu durumda, her t > 0 ve h.h.h.x € R" icin,

SelF? f](x) = 12[(S.f)(2)](t) (3.9)
esitligi saglanur.
Ispat (3.1)’den,
(FNE) = o [ O

= S[Ff)(x) = / etp(y, ) (F f)(z — y)dy, t > 0

n

= /n 6‘%%0%/% t* e (U f)(x — y)drdy — (3.10)

0
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Simdi, (3.9) esitliginin sag tarafim1 yazalim:

rEHEn 2 s [ E S

T(a)
T(loz / / p(y,r +t) f(z — y)dydr
F(loz / /n “'p(y,r+t) f(x —y)dydr, t >0

1 -r —t
F(—Oé/ 7”+tf)( )
]‘ —t
F<—04/ te e U (U f ) (@) dr
-7 | et [ ol O = drdy
- / P (U ) — y)drdy

n t

O 5, [Fe f)(2).

Onteorem 3.18 verildikten sonra,

o0 |: ( ) k k‘r(S Fo )( )] Tclij:a

‘o 0o l l L * T
@ 1 / lz( <1>] [(S:0)(@)] (b)) o

Teorem 3.16’nin ispati:

MN

(DEFp) ()

xi(a) —o \ k

Bu son ifadede yer alan toplam i¢in,

burada,

( k )0‘—1 { (r —kr)>t, r > krise }
r—kr)i =

0, r < kT ise

(3.11)

(3.12)
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olmak {iizere,

hf<r>=ﬁ; R R G.13)

dir.
Simdi, (3.12) degerini (3.11) esitliginde yerine yazarsak,

1 <1 o
DEFp)(z) = / (/ h-(r)(S, xdr)dT
(P = s | (] (S
o [ s ([T i) d
= o) (T -(r)dr ) dr
xi(a) Jo v e T
(r = en,0<n < oodegisken degistirmesi yapalim)

M N T l l _ 1)k 1 en — k1) tdr
2 @ S (S|t [ mheten—knar | iy

k=0
(3.14)
olur. Bu son (3.14) esitligindeki, ifadesi asagida verilen, integralleri hesaplayalim,
iy = / T % en — k1) M7, (k= 0,1,--- ).
k = 0 igin,
> 1
iO — / 7_—1—04<577)oc—1d7_ — _na—l;
- ae
k=1,2--- licin:
, f;n/k 7717 (en — kT)*Ydr, n > kise
1 —
0, n < k ise
Bu ifadede,
en 1 U
=— — 0<t<-—-1
Tk et k
degisken degistirmesi yaparak, n > k icin
ke il 1
i = — t* tdt = —(n —k)*
€n Jo en
elde ederiz. Sonug olarak,
Lm—k)2, n>kise
=< ( ) (3.15)

0, n < kise

11
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olur.

Simdi, i, icin (3.15)’te buldugumuz degerleri (3.14)’te yerine koyalim,

(DEFp)()

IS S A
— aF(Oz)Xl(Oé)/o (Senw)(l’> Z ( 1) (77 k)+ p

=0 \ K
- / KO (m)e = (Usn) (2)dn
0

olur. Buradaki K (n) fonksiyonu (3.7)’de tanimlandig: gibidir.

Not: Teorem 3.17’in ispatinda kullandigimiz teknik Rubin (1986); Rubin (1987) kay-
naklarinda, Riesz ve Bessel potansiyelleri i¢in kullanilan teknigin Flett potansiyellerine
uyarlanigidir.

Bu boliimii, ilerleyen boliimlerde kritik bir rol oynayan KY cekirdeginin bazi1 6zel-

liklerini vererek bitiriyoruz:

Onteorem 3.19 (Rubin (1996), syf.158], Samko vd. (1993), syf.125). K&l)(n)fonksiyonu
asagidaki ozelliklere sahiptir:

a) Her a > 0vel > o (I € N) i¢in,

KO () € LY(0, 00) ve / KO(n)dn = 1;
0

b)

O(n°=1), —0*

KO () = (™), m
O(n*~"=1), n— o0

3.2. pu-piriizsiizliik noktasi

Bu boliimde bir f € Lj,.(R™) fonksiyonunun Lebesgue kiimesine ait olan y-
piirtizsiizliik noktasini tanimlayacagiz ve bu noktanin komsulugunda f fonksiyonunun

integralinin biiytikliigii hakkinda bilgi veren Lemma’yi ispatlayacagiz.

Tanmm 3.20. p € (0,1) olmak iizere, p(r) fonksiyonu [0, p) aralhiginda siirekli, (0, p]

iizerinde pozitif ve 11(0) = 0 olsun. Eger bir z° € R" noktasinda,

1
M, (2°) = sup

0<r<pT™ (1) /|I|<T w(wo — ) = 90($0)| dx < o0, (3.16)

12
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1

loe(R™) fonksiyonunun bir y-piirtizsiizliik

saglantyorsa, o zaman x2° € R" noktasip € L
noktasi olarak adlandirilir ve ¢ fonksiyonu 2° € R™ noktasinda p-piiriizsiizliik 6zelligine

sahiptir denir.

Uyar1: Bundan sonra bir a > 0 sabiti i¢in p(r) > ar, (0 < r < p) ve u(r) = u(p),
(p < r < 00) oldugunu kabul edecegiz.

Bir fonksiyona ait p-piiriizsiizliik noktasinin basit bir karakterizasyonu yoktur. Fakat
klasik anlamda "piiriizsiiz" fonksiyonlar sinifindan olan fonksiyon p-piirtizsiizliik 6zelli-

gine sahiptir. Ornegin, f fonksiyonu bir z noktasinda Lipschitz o siifindan ise, yani,

|f(x—1t)— f(z)| <clt|*.0<a <1 (3.17)

o zaman bu fonksiyonun bu x noktasinda, p(r) = r* olmak iizere, p-piiriizsiizlik 6zelli-

gine sahip oldugunu gorebiliriz.

Onteorem 3.21 (Aliev ve Eryigit (2013)). ¢ € L} (R™) fonksiyonu bir z° € R™ nokta-

loc

sinda yu-piiriizsiizliik ozelligine sahip olsun.Ayrica, V(r), (0 < r < p) fonksiyonu da [0, p)

araligu iizerinde artan, negatif olmayan siirekli diferansiyellenebilir olsun. O zaman,
[ leta =) = ot (sl
z|<p

p
< M) [ e) + [ -w ) (3.18)
esitsizligi saglanr.

Ispat g(z) = |p(2° — x) — p(2°)| olsun. Bu durumda,

I = / o =) — o] Wl

(x = r0,r = |z| kutupsal koordinatlara gecersek)

_ /O gt ( /6 | g(re)do—(e)> dr,

olur. Ek olarak \(r) ve Q(r) fonksiyonlarini,

veE
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seklinde tanimlayalim. O zaman,

I = /Op\I/(r))\(T)r"_ldr:/Op\ll(r)dQ(r)
= U(r)Qr)ly — OPQ(r)\II’('r’)dr

= U(p)p) + / " Q) (— v (r))dr.

(3.16) kosulu altinda,
Q) = / ANt = / o(z)dz
0 lz|<r

B /||< o(a” — ) — p(a?)] do
< () M),

Boylece,

1= M, (@) [pw)wp) [ T”M(T)(—‘If'(r))dr] ,

ki bu da istedigimiz sonugtur. 0

Onteorem 3.22. p(x; ) Poisson gekirdegi (2.8)’de tamumlandig gibi olsun, yani

an€ n+1
. _ n _ —(n+1)/2r
pl;e) (€2 + |z|*)(n+1)/2° n =7 ( 2 ) '

O zaman oyle bir ¢ > 0 bulunabilir ki,

/Wp |p(2° — 2) — (2)| pla; e)dz < M, (2”) {g + /OOO pu(et) } . (3.19)

142
saglanr.
Ispat (3.18) ifadesindeki ¥ fonksiyonunu s6yle tamimlayalim,

U(|z]) = p(z;e) = ane(e? + |x]?)~ 172,

Bu durumda,

/|< (2" = 7) = p(a?)| p(x; €)da

n AnE L —QpE !
< M) |00 s [ 0 () 620

14
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Basit bir hesaplamayla,

" dnc _ . 1e)
o"ulp) (e2 4 p2) (D)2 < a8, (Cl = an7> (3.21)
ve
/
(n€ er
<_(62 + r2><“+1>/2) RS T, (c2 = an(n +1)). (3.22)

¢ = max{cy, ca} segerek, (3.21) ve (3.22)’yi (3.20)’de yerine koyalim:

/K‘w@mﬂw_@@%WWWMx

grntl
2 4 12)(n+3)/2 “mdr]

< M, (2" :€+/0p(

0 ple g+l
= c/\/lu(x) €—|—/O Wu(ét)dt

< M, (20) :g+ /O e dt}.

1+¢2

Boylece ispat1 bitirmis olduk. U

Sonug 3.23. u(r), (0 < r < p < 1) fonksiyonu [0, p| araliginda siirekli, (0, p| araliginda
pozitif ve 11(0) = 0 olsun. Ayrica, bir a > 0 icin p(t) > at, (0 <t < p)vep <t < ©
icin u(t) = p(p) olsun. Eger,

) < ety ve [0

142

dt < oo, (£ € (0, p), t € (0,00)), (3.23)

olacak sekilde lokal sinrly bir w(t) > 0 fonksiyonu varsa, o zaman ¢ € (0, p) parametre-

sinden bagimsiz oyle A > 0 degeri vardir ki,

/ Pl =)~ ol plai e < A (e 0.0) G2
z|<p
saglanr.

Ispat (3.23) kosullarini (3.19)’te kullanirsak ve 0 < ¢ < p igin p(e) > ae oldugunu

hesaba katarak,

[ et =0 = plaptm e < emya) e+ [Tl

I
S
=

o

burada A > 0 degeri ¢ > 0’dan bagimsizdir. 0J

15



MATERYAL VE METOT C. AKAY

Ornek 3.24. 0 < v < 1 ve

r7, 0<r<p<lise
pu(r) =
pl, T > pise

olsun. Bu durumda, w(t) = t7 olmak iizere, j1(r) fonksiyonu Sonug 3.23’in tiim sartlarim

saglar. Bunu gorelim: 0 < et < p olsun,

plet) = 71, 0<et<p<1

— u(e)u(t). < € (0, p).

et > p olsun,
(p<et)
plet) =p" < 7 = p(e)u(t).

Geriye sadece fooo ﬁ%dt < 00 oldugunu gostermek kald.

> w(t) Rl Lo /OO t
dt = dt = dt ——dt
/0 1+t /0 1+ t2 /0 14 t2 * 1 142

< h 1d
_Cl+l tQ—_,Yt<OO.

ciinkii 2 — v > 1.

16
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Temel sonuclarin formiilizasyonu ve ispatlar:

Bu béliimde, tezimin temel sonucu olan teoremi ifade ve ispat ediyoruz.

Teorem 4.25. u(r), (0 < r < o00) fonksiyonu Sonug¢ 3.23’in tiim kosullarini saglasin,
ayrica p € LP(R™) fonksiyonu 2° € R™ noktasinda p-piiriizsiizliik dzelligine sahip olsun.
Ek olarak, kesikli hipersingiiler integral operatorii D2 (3.4)’de tanimlandigi bigcimde ol-
sun ve | € N parametresi | > o+ 1 kosulunu saglasin, o zaman F®p, (0 < a < 00) Flett

potansiyelleri olmak iizere,
(D2 Fp(a?) — p(2°)] = O(u(e)), € — 07 (4.1)
ispat (3.6) esitligini ve Onteorem 3.19-(a)’y1 kullanarak,

I(D“F“ (%) = 90(1‘0)}

(Ueyo) (@) — / T KO (n)p(a®)d

< /0 KO (0)] |Unyol2®) — ()| di. “2)

Poisson cekirdegi icin fRn p(y,n) =1, (Vn > 0) oldugunu kullanarak,

|Uenp(2°) — o(2)]
/np(y; en) (p(@® —y) — (")) dy’

< / p(yien) [o(a® —y) — o(2%)| dy + / p(yien) |o(x” — y) — ()| dy
ly|<p ly|>p
iy + is. (4.3)

(3.24)’den iy < Ap(e) ve buradan A degeri € ve p parametrelerinden bagimsizdir.

Simdi io’yi tahmin edelim: Holder esitsizliginden, | + - = 1 olmak iizere,

1/p
ip < |p(a?)] plysen)dy + |, (/| (p(y;en)? dy)
yl>p

lyl>p
- ig + i4.

17
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(3.24)’den,

i3 = |90($0)|/ =l
2
wi>p ((m)? + [y[) (072
dy

= 1€ /
wi>p ((em)* + |y‘2)(n+l)/2
(Kutupsal koordinat doniisiimil uygularsak)

. /oo rn—l d
= C2&m r
p ((577)2 +r2)(n+1)/2

oo} rn—l
< 02577/ 7mﬂalr = c3em,
o

dy

burada c3 = c3(p, n) degeri ve € ve i) degerlerine bagh degildir.

Benzer adimlarla,

1/p'
= lellen( [ 2 p
is = |loll,en —
P\ ((em)? + [y

o] n—1 1/
r
= 4€M </ ; 2y GID dr)
e ((Em)* + y[7)P

o dr 4
< e NCEEY < c5€m,
p

burada c; sabiti € ve 1) degerlerine bagh degildir.

Tiim bu tahminleri bir araya getirirsek,

IN

/np(y; en) |p(a® —y) — o(2")| dy

< ce(plen) +en).

’ (Uen@) (I(]) - So(xo) }

Boylece, (4.2) ve (4.4)’1i kullanarak

(DEFp(”) — p(a®)] < e / TIKO ()] (ulen) + en)d

IN

. / TIKO )] (u(e)w(n) + en)d

ag, e € (0, p) kosulu kullanarak)

can(e) / TIKO )| (wln) + en)dn

(u(e)

VvV

IN

elde ederiz.

18
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Onteorem 3.19-(b) ve [/ 1 Jﬁ, dn < oo kosullarindan,

/OOO{KS)(??)W(n)dn _ / KD ()| w(n)dn + /%\Kél)(n)!w(n)dn

> w(n) 2 )
——(1 K d
CQ+/1 1+7]2( +77)‘ a (77)‘ n

IN

« + 1 kosulu ve Onteorem 3.19-(c)’den)

<
= w(n)

< Cg+610/ d’r]ECH<OO.
1 1+

Sonug olarak, bu elde ettigimiz tahminleri (4.5)’te kullanirsak, hedefimiz olan
[(D2Fp(a”) — p(a”)] < eple),e — 0F
esitsizligini elde ederiz. (Buradaki c sabiti € parametresine bagl degildir). U
Sonug 4.26. u(t) = 17,0 < v < 1,t € [0,p) ve 2° € R" noktasinda ¢ € L*(R")
Sfonksiyonu p-piiriizsiizliik ozelligine sahip olsun. O zaman,
[(DEF*p(x )| = e =07

Ispat Ornek 3.24°de ;u(t) = 17,0 < v < 1, € [0, p) fonksiyonunun Sonug 3.23’in tiim

kosullarini sagladigim1 kanitlamistik. Teorem 4.25’den ispat biter. 0

19
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5. SONUCLAR

Harmonik Analizde, potansiyel-tipli integral doniisiimler icin ters belirleme formiille-
rini elde edebilmek biiyiik bir 6neme sahiptir.

Bu baglamda, bu calisma Sobolev Uzaylari ve tiirevleri gibi piiriizsiiz fonksiyonlar
uzaylarinda ¢alisan matematikg¢iler i¢cin yardimci kaynak rolii oynayabilir.

Ayrica, Aliev vd. (2006) calismasinda Flett potansiyelleri i¢in sonlu farklar yerine,
dalgacik tipli 6l¢iim kullanarak, ters belirleme formiilii bulunmustur. Benzer ¢alismanin,

bu ters belirleme formiilii icin de yapilabilecegini diisiinmekteyiz.

20
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