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GENELLEŞMİŞ POISSON YARIGRUBU TARAFINDAN ÜRETİLEN KESİKLİ
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ÖZET

GENELLEŞMİŞ POISSON YARIGRUBU TARAFINDAN ÜRETİLEN KESİKLİ

HİPERSİNGÜLER İNTEGRALLERİN YAKINSAMA HIZLARI ÜZERİNE

Çiğdem AKAY

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Doç.Dr. Melih ERYİĞİT

Ocak 2022; 22 sayfa

Bu çalışmada, ilk olarak genelleşmiş Poisson yarı grupları kullanarak, ε-parametresine

bağlı kesikli hipersingüler integral operatörler tanıtılmıştır. Ardından, tezin temel amacı

olan Lp(Rn) uzayından alınan bir f fonksiyonunun pürüzsüzlük derecesiyle bu kesikli

hipersingüler integral operatörlerin ε → 0+ için noktasal yakınsama hızları arasında bazı

bağıntılar elde edilmiştir.
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In this dissertation, we first introduce the truncated hypersingular integral operators

generatated by modified Poisson semigroup. Then, obtain some relation between the order

of smoothness of a function f ∈ Lp(Rn) and the rate of pointwise convergence of this

truncated hypersingular integrals as ε → 0+ .

KEYWORDS: Flett potentials, generalized Poisson semigroup, truncated hypersingular

integrals, µ-smoothness, rate of convergence

COMMITTEE: Assoc.Prof.Dr. Melih ERYİĞİT
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ÖNSÖZ

Kısmi türevli diferansiyel denklemlerin modern teorisinde Sobolev uzayları ve tü-

revlerine benzer fonksiyon uzayları belirli bir rol oynamaktadır. Bu bağlamda Riesz ve

Bessel potansiyelleri olarak adlandırılan ve formal olarak sırasıyla

(Iαf)ˆ (x) = |x|−α f (x) , x ∈ Rn, 0 < α < n,

(Jαf)ˆ (x) =
(
1 + |x|2

)−α
2 x ∈ Rn, 0 < α < ∞,

biçiminde tanımlanan integral dönüşümler önemli bir yere sahiptir. Daha açık ifadeyle,

Lp(Rn) uzaylarının bir alt uzayı olan Lp
α(Rn) Sobolev uzayını Iα ve Jα operatörlerini

kullanarak tanımlayabiliriz.

Bu operatörlerin çekirdeklerinin sıfır noktasının komşulığunda lokal davranışları ben-

zerdir, fakat sonsuzlukta Riesz potansiyeline ait çekirdeğin davranışı Bessel potansiyeline

ait çekirdeğin davranışı kadar iyi değildir. Flett potansiyelleri, Flett (1971) kaynağında,

davranışları Riesz ve Bessel potansiyellerinin ortasında olan ve Fourier dönüşümü dilinde,

(Tαf) (x) =
(
1 + |x|2

)−α
fˆ (x) , x ∈ Rn, 0 < α < ∞

şeklinde tanımlanan potansiyellerdir. Bu tez çalışmasında, Flett potansiyellerinin tersle-

rini belirlemek için tanımlanan, genelleşmiş Poisson yarıgrupları yardımıyla oluşturulan

ε-parametresinde bağlı kesikli hipersingüler integral ailelerinin, ε → 0+ için noktasal

yaklaşım hızını Tα potansiyelinin etki ettiği f ∈ Lp(Rn) fonksiyonunun pürüzsüz dere-

cesine bağlı olarak inceledik.

Bu çalışmanın fonksiyon uzaylarında ve integral denklemler alanında çalışan uzman-

lar için bir yardımcı kaynak olacağını düşünmekteyiz.

Çalışmam boyunca benden desteklerini esirgemeyen değerli danışmanım Doç. Dr.

Melih Eryiğit’e, tez çalışmamın her aşamasında yanımda olan kıymetli dostum Arş. Gör.

Çağla Sekin’e minnetlerimi sunarım. Ayrıca, her zaman manevi desteğini hissettiğim an-

neme, babama ve eşime teşekkürlerimi bir borç bilirim.
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27/01/2022
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:

N : Doğal sayılar kümesi

Z : Tam sayılar kümesi

R : Reel sayılar kümesi

C : Kompleks sayılar kümesi

Rn : Rn = {x = (x1, · · · , xn) : xj ∈ R, j = 1, 2, · · · }

LP ≡ LP (Rn) : Rn’de ölçülebilir ve p-inci kuvveti integrallenen fonksiyonlar uzayı

L1
loc (Rn) : Lokal integrallenebilen fonksiyonlar uzayı

C (Rn) : Rn’de sürekli ve sınırlı fonksiyonlar uzayı

(Mφ)(x) : Hardy-Littlewood Maksimal Operatörü

Γ(t) : Gamma Fonksiyonu

f∧ : f fonksiyonunun Fourier dönüşümü

f∨ : f fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü

f ∗ g : f ile g fonksiyonlarının girişimi

Kısaltmalar:

h.h.h. : Hemen hemen her
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GİRİŞ Ç. AKAY

1. GİRİŞ

Bu tez, bu bölüm hariç toplam dört ana kısımdan oluşmaktadır. Tezin ikinci kısmında

kaynak taraması yapılarak, tez boyunca kullanılacak önemli kavramlar tanıtılmış ve bu

kavramlara ait teoremler, bazıları ispatlarıyla birlikte ifade edilmiştir.

Üçüncü bölüm, iki alt kısımdan oluşmaktadır. İlk bölümün, ilk alt başlığında Flett po-

tansiyellerinin terslerini bulmak için kurulan modifiye Poisson yarıgrubunun doğurduğu

bir ε > 0 parametresine bağlı kesikli hipersingüler integraller ailesi tanıtılmış ve bu aile

yardımıyla Flett potansiyelleri için bir ters belirleme formülü verilmiştir.

Bu bölümün ikinci alt başlığında, f ∈ L1
loc(Rn) fonksiyonunun Lebesgue kümesine

ait olan µ-pürüzsüzlük kavramı tanıtılmış ve bu pürüssüzlük noktasının komşuluğunda f

fonksiyonunun integralinin büyüklüğü hakkında bilgi veren çeşitli eşitsizlikler kanıtlan-

mıştır.

Tezin dördüncü bölümünde, tezin temel sonucu olan, Flett potansiyellerinin terslerini

belirlemek için kurulan ve ε > 0 parametresine bağlı hipersingüler integraller ailesi-

nin, ε → 0 için noktasal yaklaşım hızı, Flett potansiyelinin etki ettiği fonksiyonun µ-

pürüzsüzlük derecesine bağlı olarak incelenmiştir.

Tezin beşinci bölümü olan sonuç bölümünde, dördüncü kısımda elde edilen sonuçların

Harmonik Analizdeki yerinin ne olabileceği tartışılmıştır.

1



KAYNAK TARAMASI Ç. AKAY

2. KAYNAK TARAMASI

Bu çalışma boyunca Rn ile x = (x1, · · · , xn), xi ∈ R, i = 1, 2, · · · , n noktalarından

oluşan n-boyutlu öklid uzayını, x · y ile de bu uzaydaki standart iç çarpımı göstereceğiz.

Ayrıca, Rn uzayı üzerinde tanımlı Lebesgue ölçülebilir fonksiyonların,

∥f∥p =
(∫

Rn

|f(x)|p dx
)1/p

, 1 ≤ p < ∞; ∥f∥∞ = ess sup
x∈Rn

|f(x)| (2.1)

şeklinde tanımlanan normla birlikte oluşturduğu Banach uzayını Lp(Rn) ≡ Lp ile göste-

receğiz.

Tanım 2.1 (Gamma Fonksiyonu). Re z > 0 için Gamma Fonksiyonu,

Γ(z) =

∫ ∞

0

xz−1e−xdx

şeklinde tanımlanır.

Önerme 2.2. (Folland G.B. (1999)) Gamma Fonksiyonunun bazı temel özellikleri aşağı-

daki gibidir.

i) Γ(z + 1) = zΓ(z), Re z > 0,

ii) Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N.

Tanım 2.3 (Hardy-Littlewood Maksimal Operatörü). φ, Rn’de intergallenebilir bir fonk-

siyon olsun. φ fonksiyonunun klasik Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu (operatörü)

(Mφ)(x) = sup
x∈B

1

m(B)

∫
B

|φ(y)| dy, x ∈ Rn

şeklinde tanımlanır. Burada, m(B), B yuvarının Lebesgue ölçümüdür.

Teorem 2.4. (Folland G.B. (1999)) φ ∈ L1
loc(Rn) intergallenebilir bir fonksiyon ise,

i) Mφ ölçülebilirdir.

ii) h.h.h.x ∈ Rn için Mφ(x) < ∞ dir.

iii) Mφ operatörü, A = 3n ve ∥φ∥L1(Rn) =
∫
Rn |(Mφ) (x)| dx olmak üzere, her α > 0

için,

m ({x ∈ Rn : (Mφ) (x) > α}) ≤ A

α
∥φ∥L1(Rn)

koşulunu sağlar.
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KAYNAK TARAMASI Ç. AKAY

L1(R) uzayı üzerinde Fourier doğrusal dönüşümü aşağıdaki şekilde tanımlanır:

f∧(ξ) =

∫
Rn

f(x)e−ix·ξdx, f ∈ L1(Rn), ξ ∈ Rn. (2.2)

Fourier dönüşümüne ait ters belirleme formülü de

f(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

f∧(ξ)eiξ·xdξ, ξ ∈ Rn (2.3)

şeklindedir.

Teorem 2.5 (Minkowski Eşitsizliği). (X,µ) ve (Y, v) ölçülebilir fonksiyonlar uzayı ve

F (x, y), X×Y ’de µ⊗v ölçülebilir bir fonksiyon olsun. F (·, y) ∈ Lp(X,µ), (1 ≤ p ≤ ∞)

h.h.h.y ve
∫
Y
∥F (·, y)∥p,µ dv(y) = A < ∞ ise,

∫
Y
F (x, y)dv(y) hemen hemen her yerde

yakınsaktır ve, ∥∥∥∥∫
Y

F (x, y)dv(y)

∥∥∥∥
p,µ

≤
∫
Y

∥F (x, y)∥p,µ dv(y)

sağlanır.

Tanım 2.6. f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ fonksiyonunun α > 0 mertebeden Flett potansiyeli,

(Fαf)(x) = (Pα ∗ f)(x) =
∫
Rn

Pα(y)f(x− y)dy (2.4)

şeklinde tanımlanır. Burada, Pα(x) çekirdeğinin Fourier dönüşümü,

P∧
α (x) = (1 + |x|)−α, x ∈ Rn, α > 0

dir.

Önteorem 2.7 (Flett (1971), syf.447, Samko vd. (1993), syf.542). a) Pα(y) çekirdeği

aşağıdaki gösterime sahiptir:

Pα(y) =
1

λn(α)
|y|α−n

∫ ∞

0

sαe−s|y|

(1 + s2)
n+1
2

ds, (α > 0). (2.5)

Burada, λn(α) =
π(n+1)/2Γ(α)

Γ(n+1
2 )

dir.

b) Pα(y) fonksiyonunun sıfırın komşuluğunda davranışı aşağıdaki gibidir:

Pα(y) ∼ cn(α) |y|α−n , |y| → 0, (0 < α < n)

ve

Pα(y) ∼
cn

(n− 1)!
ln

1

|y|
, |y| → 0.

3



KAYNAK TARAMASI Ç. AKAY

Burada,

cn(α) =
Γ((α + 1)/2)Γ((n− α)/2)

2Γ(α)π(n+1)/2

ve

cn =
Γ((n+ 1)/2)

π(n+1)/2

dir.

c) α > 0 için Pα(y) fonksiyonunun |y| → ∞’da davranışı aşağıdaki gibidir:

Pα(y) ∼ αcn |y|−n−1 , |y| → ∞.

d) Her α > 0 değeri için, Pα ∈ L1(Rn) ve ∥Pα∥1 = 1’dir.

Sonuç 2.8. Flett potansiyeli güçlü (p, p)-tiplidir, yani

∥Fαf∥p ≤ ∥f∥p , ∀α > 0, 1 ≤ p ≤ ∞ (2.6)

dır.

İspat

∥Fαf∥p =

[∫
Rn

|(Fαf) (x)|p dx
]1/p

=

∥∥∥∥∫
Rn

Pα(y)f(x− y)dy

∥∥∥∥
P,dx

≤ (Minkowski Eşitsizliği)

≤
∫
Rn

(∫
Rn

|Pα(y)|p |f(x− y)|p dx
)1/p

dy

=

[∫
Rn

|Pα(y)| dy
]
∥f∥p = ∥Pα∥1︸ ︷︷ ︸

=1

∥f∥p = ∥f∥p .

□

Tanım 2.9. (Stein ,E and Weiss, G (1971)) x ∈ Rn verilsin. Bu durumda,

Uf (x, t) ≡ (Utf)(x) =

∫
Rn

p(y, t)f(x− y)dy, t > 0, x ∈ Rn (2.7)

şeklinde tanımlanan fonksiyona, f fonksiyonunun Poisson integrali denir. Burada p(y, t)

Poisson çekirdeği aşağıdaki şekilde tanımlanır:

p(y, t) =
cnt

(|y|2 + t2)(n+1)/2
, cn =

Γ((n+ 1)/2)

π(n+1)/2
. (2.8)

4



KAYNAK TARAMASI Ç. AKAY

Önteorem 2.10 (Rubin (1998), syf.217). f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ verilsin. Ayrıca,

Uf (x, t) fonksiyonu (2.7)’de ve p(y, t) fonksiyonu da (2.8)’de tanımlandığı gibi olsun. Bu

durumda,

a)
∫
Rn p(y, t)dy = 1 ve her t > 0 için,

(p(·, t))∧(y) = e−t|y|

dir.

b)

∥Utf∥p ≤ ∥f∥p . (2.9)

c)

sup
x

|(Utf)(x)| ≤ ct−n/p ∥f∥p , 1 ≤ p < ∞, c = c(n, p). (2.10)

d) Mf Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu olmak üzere,

sup
t>0

|(Utf)(x)| ≤ (Mf) (x). (2.11)

e) Utf yarıgrup özelliğini sağlar:

(Uα(Uβf))(x) = (Uα+βf)(x), (∀α > 0, β > 0 için). (2.12)

f)

lim
t→0+

(Utf)(x) = f(x), (2.13)

burada limit Lp-normunda, h.h.h.x için noktasal anlamda geçerlidir. Ayrıca, f ∈ C0(Rn)

için limit düzgün yakınsaktır.

Önteorem 2.11 (Flett (1971), syf. 446). f ∈ Lp(Rn), (1 ≤ p ≤ ∞) olsun. O halde, Flett

potansiyeli için,

(Fαf)(x) =
1

Γ(α)

∫ ∞

0

tα−1e−t(Utf)(x)dt, α > 0, x ∈ Rn (2.14)

eşitliği sağlanır.

5



MATERYAL VE METOT Ç. AKAY

3. MATERYAL VE METOT

3.1. Modifiye Poisson yarıgrubu ve bu gruba ilişkin kesikli integral operatörler

Bu bölümde, Poisson integralinin bir genelleşmesini tanıtacağız. Daha sonra, bu ge-

nelleşmiş Poisson yarıgrubunu kullanarak kesikli hipersingüler integral dönüşümler kura-

cağız.

Tanım 3.12. f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ ve Utf Poisson integrali (2.7)’de tanımlandığı

gibi olsun. Bu yarıgrup yardımıyla, Poisson integralinin bir genelleşmesi olan Modifiye

Poisson yarıgrubu aşağıdaki şekilde tanımlanır:

(Stf)(x) = e−t(Utf)(x), (t ≥ 0, x ∈ Rn). (3.1)

Not: t = 0 için,

(S0f)(x) = (U0f)(x) = f(x)

dir.

Önerme 3.13. Modifiye Poisson integrali için

(Sα(Sβf)(x)) = (Sα+βf)(x)

yarıgrup özelliği sağlanır.

İspat

(Sβf)(x) = e−β(Uβf)(x)

⇒ (Sα(Sβf)(x)) = e−α
(
Uα

(
e−β(Uβf)(x)

))
= e−α · e−β (Uα(Uβf)(x))

(2.12)
= e−(α+β)(Uα+βf)(x).

□

Tanım 3.14. g(t), t ∈ R fonksiyonunun l ∈ N mertebeden τ ∈ R adımlı sonlu farkı,

∆l
τ [g](t) =

l∑
k=0

 l

k

 (−1)kg(t+ kτ) (3.2)

6



MATERYAL VE METOT Ç. AKAY

şeklinde tanımlanır. t = 0 özel değeri,

∆l
τ [g](0) =

l∑
k=0

 l

k

 (−1)kg(kτ) (3.3)

dir.

Bu modifiye Poisson yarıgrubu Stf ve l ∈ N mertebeden ∆l
τ sonlu farklar operatörünü

kullanarak aşağıdaki kesikli hipersingüler integral dönüşümlerini kuracağız. Bu tanım,

Rubin (1986); Rubin (1987) ve Rubin (1986) kaynaklarında kullanılan tekniklerden ilham

alarak yapılmıştır.

Tanım 3.15. f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞, α > 0 ve l ∈ N değeri l < α olsun. Bu durumda,

(Dα
ε f)(x) =

1

χl(α)

∫ ∞

ε

∆l
τ [(Stf)(x)](0)

dτ

τ 1+α

(3.3)
=

1

χl(α)

∫ ∞

ε

 l∑
k=0

 l

k

 (−1)ke−kτ (Ukτf)(x)

 dτ

τ 1+α
(3.4)

şeklinde tanımlanan operatöre ε-parametreli kesikli hipersingüler integraller, veya kı-

saca, kesikli integraller diyeceğiz. Buradaki χl(α) normalleyici katsayı

χl(α) =

∫ ∞

0

(1− e−t)lt−1−αdt (3.5)

dir.

Önerme 3.16. Dα
ε operatörü, 1 ≤ p < ∞ olmak üzere, her α > 0, ε > 0 için güçlü

(p, p)-tiplidir.

7



MATERYAL VE METOT Ç. AKAY

İspat

∥Dα
ε f∥p =

∥∥∥∥∥∥ 1

χl(α)

∫ ∞

ε

 l∑
k=0

 l

k

 (−1)ke−kτ

∫
Rn

p(y, kτ)f(x− y)dy

 dτ

τ 1+α

∥∥∥∥∥∥
p,dx

=

∥∥∥∥∥∥ 1

χl(α)

∫ ∞

ε

 l

0

 (−1)0e0
(∫

Rn

p(y, 0)f(x− y)dy

)
dτ

τ 1+α
+ · · ·

+
1

χl(α)

∫ ∞

ε

 l

1

 (−1)1e−τ

(∫
Rn

p(y, kτ)f(x− y)dy

)
dτ

τ 1+α
+ · · ·

+
1

χl(α)

∫ ∞

ε

 l

l

 (−1)le−τl

(∫
Rn

p(y, lτ)f(x− y)dy

)
dτ

τ 1+α

∥∥∥∥∥∥
p,dx

≤

∥∥∥∥∥∥ 1

χl(α)

∫ ∞

ε

 l

0

(∫
Rn

p(y, 0)f(x− y)dy

)
dτ

τ 1+α

∥∥∥∥∥∥
p,dx

+ · · ·+

∥∥∥∥∥∥ 1

χl(α)

∫ ∞

ε

 l

l

 e−τl

(∫
Rn

p(y, lτ)f(x− y)dy

)
dτ

τ 1+α

∥∥∥∥∥∥
p,dx

.

Son eşitlikteki her bir ifadeye Minkowski eşitsizliğini uygularsak; (Sondaki ifade için

Minkowski eşitsizliğinin nasıl uygulandığını gösterelim):∥∥∥∥c1 ∫ ∞

ε

e−τl 1

τ 1+α

∫
Rn

lτ

(|y|2 + l2(τ 2))(n+1)/2
f(x− y)dydτ

∥∥∥∥
p,dx

=

∥∥∥∥c2 ∫ ∞

ε

e−τl 1

τα

∫
Rn

1

(|y|2 + l2(τ 2))(n+1)/2
f(x− y)dydτ

∥∥∥∥
p,dx

≤
∥∥∥∥c3lε

∫ ∞

ε

e−τdτ

τα

∫
Rn

|f(x− y)| lε

|y|2 + l2(ε2)
dy

∥∥∥∥
p,dx

≤
∥∥∥∥c4 ∫

Rn

|f(x− y)| p(y, lε)dy
∥∥∥∥
p,dx

≤ (Minkowski Eşitsizliği)

≤ c4

∫
Rn

p(y, lε)dy · ∥f∥p
(2.8)
= c4 ∥f∥p .

Sonuç olarak,

∥Dα
ε f∥p ≤

l∑
k=0

ck ∥f∥p ≤ c ∥f∥p

dir. □
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Teorem 3.17. φ ∈ Lp(Rn), (1 ≤ p < ∞), 0 < α < ∞ ve Dα
ε kesikli integral dönüşümü

(3.4)’deki gibi tanımlansın. Eğer φ ∈ Lp(Rn) fonksiyonunun Flett potansiyeli Fαφ ve

Poisson integrali Utφ, (t > 0) ise, o zaman aşağıdaki eşitlik noktasal olarak h.h.h.x ∈ Rn

için sağlanır,

(Dα
ε F

αφ)(x) =

∫ ∞

0

K(l)
α (η)e−εη(Uεηφ)(x)dη, ε > 0, (3.6)

buradaki K(l)
α (η) fonksiyonu,

aα+ =

 aα, a > 0

0, a ≤ 0


olmak üzere,

K(l)
α (η) =

1

Γ(1 + α)Kl(α) · η

l∑
k=0

(−1)k(η − k)α+, l > α (3.7)

şeklindedir.

İlk olarak bu teoremin ispatında kullanılacak olan Önteorem’i verelim:

Önteorem 3.18. h(t), (0 < t < ∞) fonksiyonu için,

(Iα−h)(t) =
1

Γ(α)

∫ ∞

t

h(r)

(r − t)1−α
dr

=
1

Γ(α)

∫ ∞

t

h(r + t)

r1−α
dr, α > 0 (3.8)

olsun. Bu durumda, her t > 0 ve h.h.h.x ∈ Rn için,

St[F
αf ](x) = Iα−[(S·f)(x)](t) (3.9)

eşitliği sağlanır.

İspat (3.1)’den,

(Fαf)(z) =
1

Γ(α)

∫ ∞

0

tα−1e−t(Utf)(z)dt

⇒ St[F
αf ](x) =

∫
Rn

e−tp(y, t)(Fαf)(x− y)dy, t > 0

=

∫
Rn

e−tp(y, t)
1

Γ(α)

∫ ∞

0

tα−1e−r(Urf)(x− y)drdy (3.10)

9
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Şimdi, (3.9) eşitliğinin sağ tarafını yazalım:

Iα−[(S·f)(x)](t)
(3.8)
=

1

Γ(α)

∫ ∞

t

(Sr+tf)(x)

r1−α
dr, t > 0

=
1

Γ(α)

∫ ∞

t

1

r1−α

∫
Rn

e−r−tp(y, r + t)f(x− y)dydr

=
1

Γ(α)

∫ ∞

t

1

r1−α
e−r

∫
Rn

e−tp(y, r + t)f(x− y)dydr, t > 0

=
1

Γ(α)

∫ ∞

t

rα−1e−re−t(Ur+tf)(x)dr

=
1

Γ(α)

∫ ∞

t

rα−1e−re−tUt(Urf)(x)dr

=
1

Γ(α)

∫ ∞

t

rα−1e−re−t

∫
Rn

p(y, t)(Urf)(x− y)drdy

=

∫
Rn

e−tp(y, t)
1

Γ(α)

∫ ∞

t

rα−1e−r(Urf)(x− y)drdy

(3.10)
= St[F

αf ](x).

□

Önteorem 3.18 verildikten sonra,

Teorem 3.16’nın ispatı:

(Dα
ε F

αφ)(x) =
1

χl(α)

∫ ∞

ε

 l∑
k=0

 l

k

 (−1)kekτ (SkτF
αφ)(x)

 dτ

τ 1+α

(3.9)
=

1

χl(α)

∫ ∞

ε

 l∑
k=0

 l

k

 (−1)k

α

[[(S·φ)(x)] (kτ)]
dτ

τ 1+α
. (3.11)

Bu son ifadede yer alan toplam için,

l∑
k=0

 l

k

 (−1)kIα− [(S·φ)(x)] (kτ)

(3.8)
=

l∑
k=0

 l

k

 (−1)k
1

Γ(α)

∫ ∞

kτ

(r − kτ)α−1(Srφ)(x)dr

=

∫ ∞

0

hτ (r)(Srφ)(x)dr, (3.12)

burada,

(r − kτ)α−1
+ =

 (r − kτ)α−1, r > kτ ise

0, r ≤ kτ ise


10
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olmak üzere,

hτ (r) =
1

Γ(α)

l∑
k=0

 l

k

 (−1)k(r − kτ)α−1
+ (3.13)

dir.

Şimdi, (3.12) değerini (3.11) eşitliğinde yerine yazarsak,

(Dα
ε F

αφ)(x) =
1

χl(α)

∫ ∞

ε

1

τ 1+α

(∫ ∞

0

hτ (r)(Srφ)(x)dr

)
dτ

=
1

χl(α)

∫ ∞

0

(Srφ)(x)

(∫ ∞

ε

1

τ 1+α
hτ (r)dτ

)
dr

(r = εη, 0 < η < ∞ değişken değiştirmesi yapalım)

=
ε

χl(α)

∫ ∞

0

(Sεηφ)(x)

(∫ ∞

ε

1

τ 1+α
hτ (εη)dτ

)
dη

(3.12)
=

ε

Γ(α)χl(α)

∫ ∞

0

(Sεηφ)(x)

 l∑
k=0

 l

k

 (−1)k
∫ ∞

ε

1

τ 1+α
hτ (εη − kτ)α−1

+ dτ

 dη

(3.14)

olur. Bu son (3.14) eşitliğindeki, ifadesi aşağıda verilen, integralleri hesaplayalım,

ik =

∫ ∞

ε

τ−1−α(εη − kτ)α−1dτ , (k = 0, 1, · · · , l).

k = 0 için,

i0 =

∫ ∞

ε

τ−1−α(εη)α−1dτ =
1

αε
ηα−1;

k = 1, 2, · · · , l için:

ik =


∫ εη/k

ε
τ−1−α(εη − kτ)α−1dτ , n > k ise

0, n ≤ k ise


Bu ifadede,

τ =
εη

k
· 1

t+ 1
, 0 < t <

η

k
− 1

değişken değiştirmesi yaparak, n ≥ k için

ik =
kα

εη

∫ η
k
−1

0

tα−1dt =
1

εη
(η − k)α

elde ederiz. Sonuç olarak,

ik =

 1
εη
(η − k)α, n > k ise

0, n ≤ k ise

 (3.15)

11
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olur.

Şimdi, ik için (3.15)’te bulduğumuz değerleri (3.14)’te yerine koyalım,

(Dα
ε F

αφ)(x)

=
1

αΓ(α)χl(α)

∫ ∞

0

(Sεηφ)(x)

 l∑
k=0

 l

k

 (−1)k(η − k)α+

 dη

η

=

∫ ∞

0

K(l)
α (η)e−εη(Uεηφ)(x)dη

olur. Buradaki K(l)
α (η) fonksiyonu (3.7)’de tanımlandığı gibidir.

Not: Teorem 3.17’in ispatında kullandığımız teknik Rubin (1986); Rubin (1987) kay-

naklarında, Riesz ve Bessel potansiyelleri için kullanılan tekniğin Flett potansiyellerine

uyarlanışıdır.

Bu bölümü, ilerleyen bölümlerde kritik bir rol oynayan K
(l)
α çekirdeğinin bazı özel-

liklerini vererek bitiriyoruz:

Önteorem 3.19 (Rubin (1996), syf.158], Samko vd. (1993), syf.125). K(l)
α (η) fonksiyonu

aşağıdaki özelliklere sahiptir:

a) Her α > 0 ve l > α (l ∈ N) için,

K(l)
α (η) ∈ L1(0,∞) ve

∫ ∞

0

K(l)
α (η)dη = 1;

b)

K(l)
α (η) =

 O(ηα−1), η → 0+

O(ηα−l−1), η → ∞

 .

3.2. µ-pürüzsüzlük noktası

Bu bölümde bir f ∈ L1
loc(Rn) fonksiyonunun Lebesgue kümesine ait olan µ-

pürüzsüzlük noktasını tanımlayacağız ve bu noktanın komşuluğunda f fonksiyonunun

integralinin büyüklüğü hakkında bilgi veren Lemma’yı ispatlayacağız.

Tanım 3.20. ρ ∈ (0, 1) olmak üzere, µ(r) fonksiyonu [0, ρ) aralığında sürekli, (0, ρ]

üzerinde pozitif ve µ(0) = 0 olsun. Eğer bir x0 ∈ Rn noktasında,

Mµ(x
0) ≡ sup

0<r≤ρ

1

rnµ(r)

∫
|x|≤r

∣∣φ(x0 − x)− φ(x0)
∣∣ dx < ∞, (3.16)

12
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sağlanıyorsa, o zaman x0 ∈ Rn noktasıφ ∈ L1
loc(Rn) fonksiyonunun bir µ-pürüzsüzlük

noktası olarak adlandırılır ve φ fonksiyonu x0 ∈ Rn noktasında µ-pürüzsüzlük özelliğine

sahiptir denir.

Uyarı: Bundan sonra bir a > 0 sabiti için µ(r) ≥ ar, (0 ≤ r ≤ ρ) ve µ(r) = µ(ρ),

(ρ ≤ r < ∞) olduğunu kabul edeceğiz.

Bir fonksiyona ait µ-pürüzsüzlük noktasının basit bir karakterizasyonu yoktur. Fakat

klasik anlamda "pürüzsüz" fonksiyonlar sınıfından olan fonksiyon µ-pürüzsüzlük özelli-

ğine sahiptir. Örneğin, f fonksiyonu bir x noktasında Lipschitz α sınıfından ise, yani,

|f(x− t)− f(x)| ≤ c |t|α , 0 < α ≤ 1 (3.17)

o zaman bu fonksiyonun bu x noktasında, µ(r) = rα olmak üzere, µ-pürüzsüzlük özelli-

ğine sahip olduğunu görebiliriz.

Önteorem 3.21 (Aliev ve Eryiğit (2013)). φ ∈ L1
loc(Rn) fonksiyonu bir x0 ∈ Rn nokta-

sında µ-pürüzsüzlük özelliğine sahip olsun.Ayrıca, Ψ(r), (0 ≤ r ≤ ρ) fonksiyonu da [0, ρ]

aralığı üzerinde artan, negatif olmayan sürekli diferansiyellenebilir olsun. O zaman,∫
|x|≤ρ

∣∣φ(x0 − x)− φ(x0)
∣∣Ψ(|x|)dx

≤ Mµ(x
0)

[
ρnµ(ρ)Ψ(ρ) +

∫ ρ

0

rnµ(r)(−Ψ′(r))dr

]
(3.18)

eşitsizliği sağlanır.

İspat g(x) = |φ(x0 − x)− φ(x0)| olsun. Bu durumda,

I ≡
∫
|x|<ρ

∣∣φ(x0 − x)− φ(x0)
∣∣Ψ(|x|)dx

(x = rθ, r = |x| kutupsal koordinatlara geçersek)

=

∫ ρ

0

rn−1Ψ(r)

(∫
|θ|
g(rθ)dσ(θ)

)
dr,

olur. Ek olarak λ(r) ve Ω(r) fonksiyonlarını,

λ(r) =

∫
|θ|=1

g(rθ)dσ(θ)

ve

Ω(r) =

∫ r

0

λ(t)tn−1dt

13



MATERYAL VE METOT Ç. AKAY

şeklinde tanımlayalım. O zaman,

I =

∫ ρ

0

Ψ(r)λ(r)rn−1dr =

∫ ρ

0

Ψ(r)dΩ(r)

= Ψ(r)Ω(r)|ρ0 −
∫ ρ

0

Ω(r)Ψ′(r)dr

= Ψ(ρ)Ω(ρ) +

∫ ρ

0

Ω(r)(−Ψ′(r))dr.

(3.16) koşulu altında,

Ω(r) =

∫ r

0

λ(t)tn−1dt =

∫
|x|≤r

g(x)dx

=

∫
|x|<r

∣∣φ(x0 − x)− φ(x0)
∣∣ dx

≤ rnµ(r)Mµ(x
0).

Böylece,

I = Mµ(x
0)

[
ρnµ(ρ)Ψ(ρ) +

∫ ρ

0

rnµ(r)(−Ψ′(r))dr

]
,

ki bu da istediğimiz sonuçtur. □

Önteorem 3.22. p(x; ε) Poisson çekirdeği (2.8)’de tanımlandığı gibi olsun, yani

p(x; ε) =
anε

(ε2 + |x|2)(n+1)/2
, an = π−(n+1)/2Γ

(
n+ 1

2

)
.

O zaman öyle bir c > 0 bulunabilir ki,∫
|x|<ρ

∣∣φ(x0 − x)− φ(x0)
∣∣ p(x; ε)dx ≤ cMµ(x

0)

[
ε+

∫ ∞

0

µ(εt)
dt

1 + t2

]
, (3.19)

sağlanır.

İspat (3.18) ifadesindeki Ψ fonksiyonunu şöyle tanımlayalım,

Ψ(|x|) = p(x; ε) = anε(ε
2 + |x|2)−(n+1)/2.

Bu durumda,∫
|x|≤ρ

∣∣φ(x0 − x)− φ(x0)
∣∣ p(x; ε)dx

≤ Mµ(x
0)

[
ρnµ(ρ)

anε

(ε2 + ρ2)(n+1)/2
+

∫ ρ

0

rnµ(r)

(
−anε

(ε2 + r2)(n+1)/2

)′

dr

]
.(3.20)

14
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Basit bir hesaplamayla,

ρnµ(ρ)
anε

(ε2 + ρ2)(n+1)/2
≤ c1ε,

(
c1 = an

µ(ρ)

ρ

)
(3.21)

ve (
− anε

(ε2 + r2)(n+1)/2

)′

= c2
εr

(ε2 + r2)(n+3)/2
, (c2 = an(n+ 1)). (3.22)

c = max{c1, c2} seçerek, (3.21) ve (3.22)’yi (3.20)’de yerine koyalım:∫
|x|≤ρ

∣∣φ(x0 − x)− φ(x0)
∣∣ p(x; ε)dx

≤ cMµ(x
0)

[
ε+

∫ ρ

0

εrn+1

(ε2 + r2)(n+3)/2
µ(r)dr

]
= cMµ(x

0)

[
ε+

∫ ρ/ε

0

tn+1

(1 + t2)(n+3)/2
µ(εt)dt

]

≤ cMµ(x
0)

[
ε+

∫ ∞

0

µ(εt)

1 + t2
dt

]
.

Böylece ispatı bitirmiş olduk. □

Sonuç 3.23. µ(r), (0 ≤ r ≤ ρ < 1) fonksiyonu [0, ρ] aralığında sürekli, (0, ρ] aralığında

pozitif ve µ(0) = 0 olsun. Ayrıca, bir a > 0 için µ(t) > at, (0 ≤ t ≤ ρ) ve ρ ≤ t < ∞

için µ(t) = µ(ρ) olsun. Eğer,

µ(εt) ≤ µ(ε)w(t) ve
∫ ∞

0

w(t)

1 + t2
dt < ∞, (ε ∈ (0, ρ), t ∈ (0,∞)), (3.23)

olacak şekilde lokal sınırlı bir w(t) > 0 fonksiyonu varsa, o zaman ε ∈ (0, ρ) parametre-

sinden bağımsız öyle A > 0 değeri vardır ki,∫
|x|≤ρ

∣∣φ(x0 − x)− φ(x0)
∣∣ p(x; ε)dx ≤ Aµ(ε), (∀ε ∈ (0, ρ)) (3.24)

sağlanır.

İspat (3.23) koşullarını (3.19)’te kullanırsak ve 0 ≤ ε ≤ ρ için µ(ε) ≥ aε olduğunu

hesaba katarak,∫
|x|≤ρ

∣∣φ(x0 − x)− φ(x0)
∣∣ p(x; ε)dx ≤ cMµ(x

0)

[
ε+

∫ ∞

0

w(t)

1 + t2
dt

]
≤ Aµ(ε),

burada A > 0 değeri ε > 0’dan bağımsızdır. □

15
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Örnek 3.24. 0 < γ < 1 ve

µ(r) =

 rγ, 0 ≤ r ≤ ρ < 1 ise

ργ, r ≥ ρ ise


olsun. Bu durumda, w(t) = tγ olmak üzere, µ(r) fonksiyonu Sonuç 3.23’in tüm şartlarını

sağlar. Bunu görelim: 0 ≤ εt ≤ ρ olsun,

µ(εt) = εγ · tγ , 0 ≤ εt ≤ ρ < 1

= µ(ε)w(t), ε ∈ (0, ρ).

εt ≥ ρ olsun,

µ(εt) = ργ
(ρ≤εt)

≤ εγtγ = µ(ε)µ(t).

Geriye sadece
∫∞
0

w(t)
1+t2

dt < ∞ olduğunu göstermek kaldı.∫ ∞

0

w(t)

1 + t2
dt =

∫ ∞

0

tγ

1 + t2
dt =

∫ 1

0

tγ

1 + t2
dt+

∫ ∞

1

tγ

1 + t2
dt

≤ c1 +

∫ ∞

1

1

t2−γ
dt < ∞.

çünkü 2− γ > 1.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

4.1. Temel sonuçların formülizasyonu ve ispatları

Bu bölümde, tezimin temel sonucu olan teoremi ifade ve ispat ediyoruz.

Teorem 4.25. µ(r), (0 < r < ∞) fonksiyonu Sonuç 3.23’in tüm koşullarını sağlasın,

ayrıca φ ∈ Lp(Rn) fonksiyonu x0 ∈ Rn noktasında µ-pürüzsüzlük özelliğine sahip olsun.

Ek olarak, kesikli hipersingüler integral operatörü Dα
ε (3.4)’de tanımlandığı biçimde ol-

sun ve l ∈ N parametresi l > α+1 koşulunu sağlasın, o zaman Fαφ, (0 < α < ∞) Flett

potansiyelleri olmak üzere,

∣∣(Dα
ε F

αφ(x0)− φ(x0)
∣∣ = O(µ(ε)), ε → 0+. (4.1)

İspat (3.6) eşitliğini ve Önteorem 3.19-(a)’yı kullanarak,

∣∣(Dα
ε F

αφ(x0)− φ(x0)
∣∣

=

∣∣∣∣∫ ∞

0

K(l)
α (η)(Uεηφ)(x

0)dη −
∫ ∞

0

K(l)
α (η)φ(x0)dη

∣∣∣∣
≤
∫ ∞

0

∣∣K(l)
α (η)

∣∣ ∣∣Uεηφ(x
0)− φ(x0)

∣∣ dη. (4.2)

Poisson çekirdeği için
∫
Rn p(y, η) = 1, (∀η > 0) olduğunu kullanarak,

∣∣Uεηφ(x
0)− φ(x0)

∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn

p(y; εη)
(
φ(x0 − y)− φ(x0)

)
dy

∣∣∣∣
≤

∫
|y|≤ρ

p(y; εη)
∣∣φ(x0 − y)− φ(x0)

∣∣ dy + ∫
|y|≥ρ

p(y; εη)
∣∣φ(x0 − y)− φ(x0)

∣∣ dy
≡ i1 + i2. (4.3)

(3.24)’den i1 ≤ Aµ(ε) ve buradan A değeri ε ve µ parametrelerinden bağımsızdır.

Şimdi i2’yi tahmin edelim: Hölder eşitsizliğinden, 1
p
+ 1

p′
= 1 olmak üzere,

i2 ≤
∣∣φ(x0)

∣∣ ∫
|y|>ρ

ρ(y; εη)dy + ∥φ∥p
(∫

|y|>ρ

(ρ(y; εη)p
′
dy

)1/p′

= i3 + i4.
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(3.24)’den,

i3 =
∣∣φ(x0)

∣∣ ∫
|y|>ρ

anεη

((εη)2 + |y|2)(n+1)/2
dy

= c1εη

∫
|y|>ρ

dy

((εη)2 + |y|2)(n+1)/2

(Kutupsal koordinat dönüşümü uygularsak)

= c2εη

∫ ∞

ρ

rn−1

((εη)2 + r2)(n+1)/2
dr

≤ c2εη

∫ ∞

ρ

rn−1

rn+1
dr = c3εη,

burada c3 ≡ c3(ρ, n) değeri ve ε ve η değerlerine bağlı değildir.

Benzer adımlarla,

i4 = ∥φ∥p εη

(∫
|y|>ρ

dy

((εη)2 + |y|2)p′·
(n+1)

2

)1/p′

= c4εη

(∫ ∞

ρ

rn−1

((εη)2 + |y|2)p′·
(n+1)

2

dr

)1/p′

≤ c4εη

(∫ ∞

ρ

dr

r(n+1)p′−n+1

)1/p′

≤ c5εη,

burada c5 sabiti ε ve η değerlerine bağlı değildir.

Tüm bu tahminleri bir araya getirirsek,

∣∣(Uεηφ)(x
0)− φ(x0)

∣∣ ≤
∫
Rn

p(y; εη)
∣∣φ(x0 − y)− φ(x0)

∣∣ dy
≤ c6(µ(εη) + εη). (4.4)

Böylece, (4.2) ve (4.4)’ü kullanarak

∣∣(Dα
ε F

αφ(x0)− φ(x0)
∣∣ ≤ c7

∫ ∞

0

∣∣K(l)
α (η)

∣∣ (µ(εη) + εη)dη

≤ c7

∫ ∞

0

∣∣K(l)
α (η)

∣∣ (µ(ε)w(η) + εη)dη

(µ(ε) ≥ aε, ε ∈ (0, ρ) koşulu kullanarak)

≤ c8µ(ε)

∫ ∞

0

∣∣K(l)
α (η)

∣∣ (w(η) + εη)dη (4.5)

elde ederiz.

18
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Önteorem 3.19-(b) ve
∫∞
0

w(η)
1+η2

dη < ∞ koşullarından,∫ ∞

0

∣∣K(l)
α (η)

∣∣w(η)dη =

∫ 1

0

∣∣K(l)
α (η)

∣∣w(η)dη + ∫ ∞

1

∣∣K(l)
α (η)

∣∣w(η)dη
≤ c9 +

∫ ∞

1

w(η)

1 + η2
(1 + η2)

∣∣K(l)
α (η)

∣∣ dη
(l < α+ 1 koşulu ve Önteorem 3.19-(c)’den)

≤ c9 + c10

∫ ∞

1

w(η)

1 + η2
dη ≡ c11 < ∞.

Sonuç olarak, bu elde ettiğimiz tahminleri (4.5)’te kullanırsak, hedefimiz olan

∣∣(Dα
ε F

αφ(x0)− φ(x0)
∣∣ ≤ cµ(ε), ε → 0+

eşitsizliğini elde ederiz. (Buradaki c sabiti ε parametresine bağlı değildir). □

Sonuç 4.26. µ(t) = tγ , 0 < γ < 1, t ∈ [0, ρ) ve x0 ∈ Rn noktasında φ ∈ Lp(Rn)

fonksiyonu µ-pürüzsüzlük özelliğine sahip olsun. O zaman,

∣∣(Dα
ε F

αφ(x0)− φ(x0)
∣∣ = O(εγ), ε → 0+.

İspat Örnek 3.24’de µ(t) = tγ , 0 < γ < 1, t ∈ [0, ρ) fonksiyonunun Sonuç 3.23’in tüm

koşullarını sağladığını kanıtlamıştık. Teorem 4.25’den ispat biter. □
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5. SONUÇLAR

Harmonik Analizde, potansiyel-tipli integral dönüşümler için ters belirleme formülle-

rini elde edebilmek büyük bir öneme sahiptir.

Bu bağlamda, bu çalışma Sobolev Uzayları ve türevleri gibi pürüzsüz fonksiyonlar

uzaylarında çalışan matematikçiler için yardımcı kaynak rolü oynayabilir.

Ayrıca, Aliev vd. (2006) çalışmasında Flett potansiyelleri için sonlu farklar yerine,

dalgacık tipli ölçüm kullanarak, ters belirleme formülü bulunmuştur. Benzer çalışmanın,

bu ters belirleme formülü için de yapılabileceğini düşünmekteyiz.
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