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ILISKILER

Deniz KAYA

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Danmisman: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK

Subat 2022; 29 sayfa

Bu tezde, Leibnitz sayilar1 ve Leibnitz tipli sayilar ile fonksiyonlarin baz1 6zel top-
lamlar arasindaki iliskiler ¢calisilmistir. Ureteg fonksiyonlari ve bu fonksiyonlarmn fonksi-
yonel denklemleri yardimiyla Leibnitz tipli sayilarin ve polinomlarin bazi 6zellikleri ve-
rilmistir. Benzer sekilde, iirete¢ fonksiyonlar: teknikleri kullanilarak, Bernstein polinom-
lar1, Stirling sayilari, Catalan sayilari, Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Euler sayilar1 ve
polinomlari, Genocchi sayilart ve polinomlari arasindaki bagintilar incelenmistir. Ayrica,
tirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla, Leibnitz tipli sayilar ve polinomlar ile baz1 6zel toplam-
lar, bagmtilar ve formiiller verilmistir. Bu tezde elde edilen sonuglar hem matematik hem

de diger bilim dallarinda kullanilabilir niteliktedirler.
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In this thesis, the relations among the Leibnitz numbers and Leibnitz type numbers
and some of their special sums are studied. With the help of generating functions and
their functional equations, some properties of Leibnitz type numbers and polynomials
are given. Similarly, relations among the Bernstein polynomials, the Stirling numbers,
the Catalan numbers, the Bernoulli numbers and polynomials, the Euler numbers and
polynomials, the Genocchi numbers and polynomials are investigated using generating
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numbers and polynomials and some special sums, relations and formulas are given. The
results obtained in this thesis may be used both in mathematics and in other branches of

science.

KEYWORDS: Bernoulli numbers and polynomials, Bernstein polynomials, Beta func-
tions, Catalan numbers, Euler numbers and polynomials, Genocchi numbers and polyno-

mials, Leibnitz numbers and polynomials, Stirling numbers.
COMMITTEE: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK

Prof. Dr. Mustafa ALKAN
Asst. Prof. Dr. Neslihan KILAR

il



ONSOZ

Bu tezde Leibnitz tipli sayilar ve baz1 6zel toplamlar arasindaki iligkiler incelenmis-
tir. Bu iliskileri daha iyi anlamak i¢in her 6zel say1 ve polinom ailelerine detayl sekilde
yer verilmistir. Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Bernstein say1 ve polinomlari, Stirling
sayilar1 gibi daha bir¢ok 6zel say1 ve polinom ailelerinin temel 6zellikleri verilmis ve bir-
birleriyle olan iligkileri incelenmistir. Leibnitz tipli sayilarin temel 6zellikleri ele alinmig
ve kat sayilar1 Leibnitz sayilar1 olan Leibnitz polinomlar1 verilmistir. Bernstein baz fonk-
siyonlart ve Bernoulli sayilar1 kullanilarak genellestirilmis Leibnitz sayilar1 verilmistir.
Bunlara ek olarak Leibnitz sayilari icin rekiirans bagintilar1 ve baz1 6zel sonuclar elde
edilmistir.

Ureteg fonksiyonlari, son dénemlerde matematik, matematiksel fizik, olasilik ve is-
tatistik gibi bir¢ok alanda uygulama alanlanina sahiptir. Bu tezde, Leibnitz tipli say1 ve
polinom aileleri, iirete¢ fonksiyonlari, baz1 6zel say1 ve polinom ailelerini igeren tanimlar,
teoremler, ornekler verilmistir. Bu tezdeki sonuglar asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

Bu tez, bes boliimde olusmaktadir. Bunlar sirasiyla Giris, Kaynak Taramasi, Mater-
yal ve Metot, Bulgular ve Tartisma, Sonuglar boliimii ile bitmektedir. Boliimiin sonunda
kaynak listesi ve ayrica kisa 6zge¢misim bulunmaktadir.

Girig boliimiinde, Leibnitz tipli sayilar ve bu sayilarla ilgili olan bazi say1 ve polinom-
lar ve Gottfried Wilhelm hakkinda baz1 bilgiler verilmistir.

Kaynak taramasi boliimiinde, Beta fonksiyonlari, Bernoulli say1 ve polinomlari, Euler
say1 ve polinomlari, Genocchi sayilar1 ve polinomlari, birinci tiir Stirling sayilari, ikinci
tir Stirling sayilari, Catalan sayilari, Leibnitz sayilar1 ve polinomlari, Bernstein baz fonk-
siyonlari, iki degiskenli Leibnitz polinomlar1 gibi 6nemli olan say1 ve polinom ailelerinin
tanimu, 6zellikleri ve ilgili teoeremleri verilmistir.

Materyal ve Metot boliimde, Leibnitz tipli say1 ve polinomlarin bazi temel 6zellikleri,
bazi1 say1 ve polinom aileleri yardimiyla, genellestirlmis Leibnitz tipli sayilar ve bunlarin
baz1 temel ozellikleri, Leibnitz tipli sayilarin iligkili oldugu sonlu toplamlar ve binom
katsayilarini iceren bazi sonlu toplamlar verilmistir.

Bulgular ve Tartigma boliimiinde, bazi 6zel say1 ailelerinin lirete¢ fonksiyonlarr ve
baz1 temel 6zellikleri kullanilarak, Catalan sayilari, Bernoulli sayilari, Euler sayilari, Ge-

nocchi sayilari, birinci tiir Stirling sayilari, ikinci tiir Stirling sayilar1 ve Leibnitz sayilari

il



arasindaki iligkiler ve Leibnitz sayilar1 icin rekiirans bagintisi verilmistir.

Bu tez ¢alismas siiresince bilgisi ile bana her zaman lider olan ve yol gosteren sa-
yin danismanim Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK’e tesekkiir ederim ve saygilarimi sunarim.
Calisma siirecimde destegini esirgemeyen Dr. Ogr. Uyesi Neslihan KILARa saygi1 ve te-
sekkiirlerimi borg bilirim. Her zaman yanimda olan annem Raziye KAYA’ ya ve kardesim

Ezgi KAYA’ ya tesekkiir ederim.

I\



ICINDEKILER

OZET . . . . . e i
ABSTRACT . . . . o e 11
ONSOZ . . . . 11l
AKADEMIK BEYAN . . . . ... vi
SIMGELER . . . . . ... vii
CIZELGELERDIZINI . . . .. ... ... ... .. ... .. ... .. ..... viii
1. GIRIS . . . . ., 1
2. KAYNAKTARAMASI . . . . . . e 2
3. MATERYALVEMETOT . . . . . . ... .. . 14

3.1. Leibnitz Sayilarinin Temel Ozellikleri . . . .. .. ... ... ..... 14

3.2. Genellestirilmis Leibnitz Tipli Sayilarin Temel Ozellikleri . . . . . . . . 18
4. BULGULAR VETARTISMA . . .. . ... . ... .. 21
5. SONUCLAR . . . . . 25
6. KAYNAKLAR . . . . . . . e 26
OZGECMIS



AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Leibnitz Tipli Sayilar Ile Baz1 Ozel Toplamlar
Arasindaki Iligkiler” adl1 bu galismanin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun ola-

rak bulundugunu belirtir, bu tez ¢alismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagimi -

gosterdigimi beyan ederim.

21/02/2022
Deniz KAYA

vi



SIMGELER

Simgeler:
A : Tam sayilar kiimesi
N : Pozitif tam sayilar kiimesi
Ny :NuU{0}
R : Reel sayilar kiimesi
C : Kompleks sayilar kiimesi
B(a, B) : Beta fonksiyonlari
B, : Bernoulli sayilari
B(x) : Bernoulli polinomlari
E, : Euler sayilari
E,(x) : Euler polinomlari
G, : Genocchi sayilart
Gn(x) : Genocchi polinomlari
Si(n, k) : Birinci tiir Stirling say1lar1
Sa(n, k) : Ikinci tiir Stirling say1lart
Cn : Catalan sayilar1
l(n,k) : Leibnitz sayilar
L,(t) : Leibnitz polinomlari
Bj(z;a,b)  :Bernstein baz fonksiyonlari

L(n,k;a,b) :Iki degiskenli Leibnitz polinomlar

vii



CIZELGELER DIiZiNI

Cizelge 2.1 B, icin bazisayisal degerler ................. ... ... iiiuin.
Cizelge 2.2 F, icin bazisayisaldegerler ................. ... ... .. ... ...
Cizelge 2.3 G, icin bazi sayisal degerler ............ ... . ... . ... .. ...

Cizelge 2.4 S| (n,k)iginbazidegerler ..................coiiiiiiiiinaa.,

Cizelge
Cizelge

Cizelge

2.5 Sy (n, k) igin baz1 sayisal degerler
2.6 C, i¢in bazi sayisal degerler ....

3.7 L (n, k) i¢cin baz1 sayisal degerler

viii



GIRIS D. KAYA

1. GIRIS

Gottfried Wilhelm (von) Leibnitz 1646-1716 tarihleri arasinda yasamis yalnizca ma-
tematikci degil aynm1 zamanda filozof, bilim adami1 ve diplomat olarak bilinen bir Alman
bilim adamidir. Bazi kaynaklarda Leibniz olarak da yazilmaktadir. Leibnitz felsefe bi-
limine ve matematik teorisine 6nemli katkilar saglamigtir. Bunun yaninda teoloji, etik,
siyaset, hukuk, tarih ve filoloji iizerine eserleri mevcuttur. Ayrica olasilik teorisi, biyoloji,
tip, jeoloji, psikoloji, dilbilim, bilgisayar bilimleri, fizik bilimi ve miihendislige de biiyiik
katkilarda bulunmustur. Leibnitz’in bir matematikg¢i olarak en biiyiik basarisi, Isaac Ne-
wton’un bulmus oldugu diferansiyel ve integral teorisinin ana fikirlerini bagimsiz olarak
da gelistirmesiydi (Ball 1960). Giiniimiizde Leibnitz sayilar1 olarak adlandirilan sayilar
Charalambides’in (2002) kitabinda verilmistir. Bu sayilarin iirete¢ fonksiyonlar1 ve bun-
larmn iligkili oldugu hesaplamali formiil ise bu kitabin sayfa 127 de problem 16 da ve sayfa
275 de problem 40 da verilmistir. 2021 yilinda Simsek tarafindan bu problemin Bernstein
polinomlarinin integrali ve iirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla ¢6ziimii verilmistir. Bu sayilar
ve bunlarin iirete¢ fonksiyonlar1 analitik sayilar teorisinin 6nde gelen konular1 arasina gir-
digi bilinmektedir. Simdiye kadar nadiren ele alinan bu sayilar, Simsek (2021) tarafindan
hem iirete¢ fonksiyonu ve bu fonksiyonlarin fonksiyonel denklemleri ve teknikleri hem

de Volkenborn integral yontemi kullanilarak temel 6zellikleri incelenmistir.

Bu tez ¢alismasinda Leibnitz tipli sayilar ile bu sayilarla iligkili olan baz1 6zel say1
ve polinom ailelerinin temel 6zellikleri verilmis ve aralarindaki iligkiler incelenmistir.
Leibnitz sayilariyla baglantili olan Beta fonksiyonlari, Catalan sayilari, Bernoulli sayilari
ve polinomlari, Genocchi sayilart ve polinomlar1 verilmig ve birbileri arasindaki iligki
incelenmis, bu say1 ve polinom ailelerine ait sonlu toplamlar elde edilmistir. Ayrica bu
0zel say1 ve polinom ailelerinin 6zellikleri ve iirete¢ fonksiyonlar1 verilmigtir. Birinci tiir
Stirling sayilar1 ve ikicinct tiir Stirling sayilarinin, Bernoulli sayilar ile iligkisi incelenmig
ve bu iliskiden dogan rekiirans bagintilar1 verilmistir. Bu tezin ana karakteri olan Leibnitz
sayilar1 detayl ele alinmistir. Leibnitz polinomlari, genelellestirilmis Leibnitz sayilar1 ve

polinomlarinin degerleri hesaplanmustir.

Bu tez calismasinda kullanilan ve elde edilen sonuglarin matematik, fizik, matematik-

sel fizik, olasilik ve istatistik teorisi gibi bircok alanda kullanilma potansiyeli vardir.

1



KAYNAK TARAMASI D. KAYA

2. KAYNAK TARAMASI

Bu béliimde, tez calismasi boyunca kullanilacak olan bazi 6zel say1 ve polinom aile-
lerinin iirete¢ fonksiyonlar1 verilecektir. Ayrica, bu say1 ve polinom ailelerinin bazi temel
ozellikleri incelenecektir.

n, k € Ny olmak iizere,

<") ) e n2 k>0

dir. Ayrica, bu tez ¢alismasi boyunca

1, n=0
0" =
0, neN
ve
1
— =00
0

olarak ele alinacaktir.
Tamm 2.1. B(«, f3) ile gosterilen Beta fonksiyonlari asagidaki gekilde tanimlanir:
Bla, B) = /1 11— 1) dt = B(B,a) @0
0
(Rainville 1960; Srivastava ve Choi 2012). Burada Re(«) > 0 ve Im(5) > 0 dir:

Ayrica, B(«, () ile gosterilen Beta fonksiyonlari,

Bla, ) — / ) (b o) da 2.2)
= (b—a)* ' B(a,B)

integral formiilii yardimiyla da tanimlanir (Srivastava ve Choi 2001).

Tamim 2.2. = € [a,b]ve k = 0,1,2,-- - n olmak iizere, B}}(x; a,b) ile gisterilen Bernstein

baz fonksiyonlart a < b igin,

n r—a\* [b—2z\"
e - () (52)'(1=2) -

dir (Goldman 2002; Simsek 2014a, 2014b, 2014c, 2015a, 2015D).




KAYNAK TARAMASI D. KAYA

Tanmm 2.3. ¢ € Rve |t| < 27 olsun. B, Bernoulli sayilart asagidaki iirete¢ fonksiyonu

ile tamimlanir:

t "
Fpa(t,z) = => B (2.4)
n=0 ’

et —1
(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974, Srivastava ve Manocha 1984, Srivastava ve
Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005, Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

Tanmm 2.4. t € R ve |t| < 27 olsun. B, (x), Bernoulli polinomlar: asagidaki iirete¢

fonksiyonu ile tamimlanir:

t . t"
Fiy(t,2) = —— 1exf = ZBH(:);)E (2.5)
n=0 ’

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974, Srivastava ve Choi 2012).

(2.5) bagintisinda 6zel olarak x = 0 alinirsa,

elde edilir.
(2.4) bagintisinda verilen iiretec fonksiyonu kullanmilarak, By = 1 ve n > 1 olmak
tizere, Bernoulli sayilar1 asagidaki rekiirans bagintisi ile hesaplanir:
" /n
B,=)_ ( _)Bj (2.6)
Jj=0 J
(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Srivastava ve Choi 2012).
(2.4) ve (2.5) bagintilar1 kullanilarak, Bernoulli sayilarini1 ve Bernoulli polinomlarini

iceren asagidaki sonlu toplam elde edilir:

J

J

By(z) = (") ¥ B, 2.7)
=0

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Srivastava ve Choi 2012).
(2.6) denkleminde verilen rekiirans bagintist kullanilarak, Bernoulli sayilarinin aldigi

baz1 degerler asagidaki Cizelge 2.1 ile sunulmustur:

Cizelge 2.1. B, i¢in baz1 sayisal degerler

N | +—=
D=
w
[«
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Burada, n > 1 olmak iizere,

B2n+1 =0

olarak bulunur.
(2.7) de verilen formiil yardimiyla, Bernoulli polinomlarinin aldig1 bazi degerler asa-

g1daki gibi verilmistir:

Bo(.flf) = 1,
1
By (z) = x—§,
1
By (x) = IQ—x—i-a,
322z
By(z) = 20— 22 4%
3 () T 5 5
1
B — A 9.3 2 L
1 () x 'tz 20’
5xt bl x
B S T
5 () 2 T3 T §
Y e |

98 21z° 3z

By(z) = a°— 2% 4647 — 2% — 2L

o(¢) = 27— 546 T
10 9 s 6 4 25
B = 5 7 5 —_—+ —.
10 () x x” + x” + 5x 5 T 56

2 - "
Fp (t) = —— =Y Eu(x) (2.8)
(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974, Srivastava ve Choi 2012).

Tanim 2.6. ¢t € R ve |t| < 7 olsun. E,(z), Euler polinomlar: agsagidaki iirete¢ fonksiyonu

ile tamimlanur:

2 a4 e "
Frp(t,2) = ¢ =Y En(w)— (2.9)
n=0 '

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Milne-Thomson 1933; Norlund 1924, Srivas-
tava ve Manocha 1984; Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava

2011; Srivastava ve Choi 2012).
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(2.9) bagintisinda 6zel olarak x = 0 alinirsa,

elde edilir.

(2.4) ve (2.8) bagintilarinda verilen iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak,

2t e A
a1 = 2B 2 B
n=0 n=0
elde edilir. Buradan,
20" s, e 1T
DB =D B ) B
n=0 n=0 n=0
bulunur. O halde,
2B, — = |B:E,_i—

elde edilir. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilastirilirsa, Bernoulli sayilar: ve
Euler sayilar1 arasindaki iyi bilinen iligki asagidaki sekilde verilir:
Cane
B, =2 ZO (j)BjEn_j (2.10)
Ji
(Srivastava ve Choi 2012).

(2.8) bagintisinda verilen iirete¢c fonksiyonu kullanmilarak, £y = 1 ve n > 1 olmak

izere, Euler sayilar agagidaki rekiirans bagintisi ile hesaplanir:

E,=-Y <”> E; Q2.11)

(Erdelyi 1953; Srivastava ve Choi 2012).
(2.8) ve (2.9) bagintilar1 kullanilarak, Euler sayilarin1 ve Euler polinomlarini iceren
asagidaki sonlu toplam elde edilir:

Eo(z) = (?) W E,_ (2.12)
=0

J
(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Srivastava ve Choi 2012).
(2.11) denkleminde verilen rekiirans bagintis1 kullanilarak, Euler sayilarinin aldigi

baz1 degerler asagidaki Cizelge 2.2 ile sunulmustur:
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Cizelge 2.2. F, icin baz1 sayisal degerler

n (01 213

E, 1| -

D=
=

N[ =

Burada, n > 1 olmak iizere,

olarak bulunur.

EQnZO

(2.12) bagintis1 kullanilarak, Euler polinomlarinin aldigi bazi degerler asagidaki gibi

verilmisgtir:

S

o \T

&

T

!

2\

&

T

&

xT

()
()
()
()
()
()
()
()
()
()
()

&

T

s

s

7\T

T

s

S

9 \T

E10 X

L,
1
x—ﬁ,
2 —x,
RNy
2 4’

y T Ty
2% — 32° + 52° — 3z,
. 728 35xt 2122 17

S S 7 Ty
28— 4x" + 1425 — 2823 + 17z,
928 15322 31

2 2’
20 — 522 + 3027 — 1262° + 2552° — 1552.

20— - +212% — 632* +

Tanmm 2.7. t € Rve |t| < 7 olsun. G,,, Genocchi sayilart agsagidaki iirete¢ fonksiyonu

ile tamimlanir:

2 > tn
e HZ:O G”E (2.13)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974, Srivastava ve Choi 2012).

Tanmm 2.8. ¢t € R ve |t| < 7 olsun. G,, (x), Genocchi polinomlart asagidaki iirete¢

fonksiyonu ile tamimlanir:

2t . o~ tn
—¢ _§Gn(gc)H (2.14)

et

6
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(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Horadam. 1991; Milne-Thomson 1933; Nor-
lund 1924; Srivastava ve Choi 2012; Zou 2017).

(2.14) bagintisinda 6zel olarak = = 0 alinirsa,

elde edilir.
(2.8) ve (2.13) bagintilarinda verilen iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak, n > 1 icin,

Euler sayilar1 ve Genocchi sayilar arasindaki 1yi bilinen iligski agagidaki gibi verilir:
1
E,,=-G, (2.15)
n

(Srivastava ve Choi 2012).
(2.13) bagintisinda verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak, Go = 0, G; = 1ven > 1

olmak iizere, Genocchi sayilar1 asagidaki rekiirans bagintisi ile hesaplanir:

Go=—-> (n) G, (2.16)

(Srivastava ve Choi 2012).
(2.13) ve (2.14) bagintilar1 kullanilarak, Genocchi sayilarim1 ve Genocchi polinomla-

rin1 iceren asagidaki sonlu toplam elde edilir:

Gu(a)=Y" (Z) G2 (2.17)
=0

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Horadam 1991; Srivastava ve Choi 2012;
Zou 2017).
(2.16) denkleminde verilen rekiirans bagintis1 kullanilarak, Genocchi sayilarinin al-

dig1 baz1 degerler asagidaki Cizelge 2.3 ile sunulmustur:

Cizelge 2.3. (G, i¢in bazi1 sayisal degerler

n |0|1]2 314|516 718 9110
G,|0]1|-1]0]1]|0|=3]0]|17]0]| —155

Burada, n > 1 olmak iizere,

Gopi1 =0
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olarak bulunur.
(2.17) bagintis1 kullanilarak, Genocchi polinomlarinin aldig1 baz1 degerler asagidaki

gibi verilmisgtir:

Go(z) = 0,

Gi(z) = 1,

Gy (z) = 2x—1,

Gs(r) = 32° — 3u,

Gy(r) = 42° —62% +1,

Gs(z) = 5a* —102% + 5z,

Go(z) = 62° — 152" + 1527 — 3,

Gr(z) = 72%—21a% + 352° — 21z,

Gg(z) = 8z7 — 2825 + 702" — 842217,

Go(z) = 92% — 362" 4 1262° — 2522 + 153z,
Gio(z) = 102° — 452® 4+ 2102° — 6302* + 76522 — 155.

Tanim 2.9. n, k € Ny olmak iizere, Sy (n, k), birinci tiir Stirling sayilar: agsagidaki iirete¢

fonksiyonu ile tamimlanir:
1 1
{ogl+4)) § j51 n,k) = (2.18)

(Riordan 1958; Graham vd. 1994, Srivastava ve Choi 2012).

S1(0,0) = 1, n > 0i¢in Sy (n,0) = 0 ve k& > nicin Sy (n, k) = 0 olmak iizere,

birinci tiir Stirling sayilar1 i¢in asagidaki rekiirans bagintisi ile hesaplanir:
Si(n+1,k) =51 (n,k—1) —nS; (n, k) (2.19)
(Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

(2.4) bagntisinda ¢ yerine log(1 + ¢) alinirsa,

log(1 + 1) _ i B (log(1+1))"
t et " n!

elde edilir. Buradan (2.18) bagintis1 kullanilirsa

log1+t iB Zslmn
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bulunur. O halde n > m i¢in S} (m,n) = 0 oldugundan

1 1 [o.¢] m m
M =5 B.S: (m,n) 7% (2.20)
m=0 n=0 ’

olur. Ayrica,

0 tn+1
log(1+1t) = —1)" 221
og(1 +1) ;()"+1 (221)
acilimi kullanilirsa
o t o m
B L — B,S; (m,n) —
D T

bagintist elde edilir. Yukaridaki denklemde ¢™’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa, Bernoulli

sayilar1 ve birinci tiir Stirling sayilari arasindaki 1yi bilinen iligki asagidaki sekilde verilir:
(=)™ &
m (D)7 3" B,Si (m,n)
n=0

m+1
(Charalambides 2005; Srivastava ve Choi 2012; Kim ve Kim 2013; Simsek 2021).
(2.19) denkleminde verilen rekiirans bagintis1 kullanilarak, birinci tiir Stirling sayila-

rinin aldig1 baz1 degerler asagidaki Cizelge 2.4 ile sunulmustur:

Cizelge 2.4. S; (n, k) igin baz1 degerler

n\k| O 1 2 3 4 ) 6 7
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0
2 0 -1 1 0 0 0 0 0
3 0 2 -3 1 0 0 0 0
4 0 —6 11 —6 1 0 0 0
2 0 24 —50 35 —10 1 0 0
6 0 | =120 | 274 | =225 | 8 | —-15| 1 0
7 0 720 | —1764 | 1624 | =735 | 175 | =21 | 1

Tanim 2.10. n, k € Ny olmak iizere, Sy (n, k), ikinci tiir Stirling sayilart asagidaki iirete¢

fonksiyonu ile tanimlanir:
(el =1 & tn
a@m:—ﬁ—za&m@a (2.22)
(Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

9
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(2.22) bagintisinda verilen tireteg fonksiyonu kullanilarak, ikinci tiir Stirling sayilari

icin asagidaki bagint1 elde edilir:

k
1
Sg(n,k;):HZ

(Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

@ (=17 m (2.23)

S2(0,0) =1,n > 0igin S5 (n,0) = 0 ve k > ni¢in Sy (n, k) = 0 olmak iizere, ikinci

tir Stirling sayilar1 i¢in asagidaki rekiirans bagintisi ile hesaplanir:
Sg(n,]{?) :k’SQ(TL— 1,k5)+52(71—1,k’— 1)

(Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

(2.4) ve (2.22) bagintilarinda verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak,

t log(14 (' —1))
et —1 et —1

elde edilir. (2.21) denklemi ve yukaridaki esitlik yardimiyla,

- e—l)
Z n+1

n=0

bulunur. Buradan (2.4) ve (2.22) bagintilar1 kullanilirsa, asagidaki bagint1 elde edilir:

e} tm
> B =

m=0 ’ n=

[e.e]

Y tm
(1) e > Sy (m,n) ok
0 m=0
O halde n > m i¢in Sy (m, n) = 0 oldugundan

LB ES D IE)

m=0 m=0 n=0

m

Sg (m,n) o

bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilastirilirsa, Bernoulli sayilari ile
ikinci tiir Stirling sayilari arasindaki cok iyi bilinen iligki asagidaki sekilde verilir:

m

=2 (-1

n=0

Sg (m,n) (2.24)

(Boyadzhiev 2012; Charalambides 2002; Srivastava ve Choi 2012).

10
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(2.23) bagntis1 kullanilarak, ikinci tiir Stirling sayilarinin aldig1 bazi degerler asagi-

daki Cizelge 2.5 ile sunulmugtur:

Cizelge 2.5. S, (n, k) i¢in baz1 sayisal degerler

n\k| 0| 1|2 ]3]|4|5]6]|7
o | 1|loflolo]o]o0o|o]o
1 o[ 1lo]o]|o|o]0]o0
2 o | 1] 1]0|lo0o|o0]o0]o0
3 o133, 1]0]0|o0]o0
4 ol 1|76 1]0|0]0
5 | 0| 1152 |10|1]0]0
6 | 0| 1|3 /9651510
7 | 0 | 1 |63[301|350 140 21 | 1

Tanmm 2.11. 0 < || < i ve Cy = 1 olmak iizere, Catalan sayilart asagidaki iirete¢

fonksiyonu ile tanimlanir:

1—V/1—4t &
SV TN o 2.25
TS (225)

(Koshy 2009; Simsek 2015b).

(2.25) bagintisinda verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak, n > 0 olmak iizere, Cata-

lan sayilar1 asagidaki bagint1 ile hesaplanir:

o = 1! (2”> (2.26)

(Koshy 2009; Simsek 2015b).

Ayrica, n > 1 ve Cy = 1 olmak iizere, Catalan sayilar1 agagidaki baginti yardimiyla

o= () - (1)

(Koshy 2009; Simsek 2015b).
n > 0 ve Cy = 1 olmak iizere, Catalan sayilar1 asagidaki rekiirans bagintisi ile hesap-

da hesaplanir:

lanir:
4 2
n + C

Cn = n
i n+2

11
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(Koshy 2009; Simsek 2015b).
(2.26) denkleminde verilen bagint1 kullanilarak, Catalan sayilarinin aldig1 bazi deger-

ler asagidaki Cizelge 2.6 ile sunulmustur:

Cizelge 2.6. (), icin baz1 sayisal degerler

Co | 1125|1442 | 132|429 | 1430 | 4862 | 16796

Tanim 2.12. [ (n, k) ile gosterilen Leibnitz sayilart agsagidaki sekilde tanimlanir:

1

l(n, k)= —x (2.27)
1
(n+1) (k‘)
(Charalambides 2002).
k=0,1,...,nven € Ny olmak lizere, Leibnitz sayilari
k
(_l)kfv k
l(n, k)= -t 2.28
(n. k) ;n_UH ) (2.28)

sonlu toplam yardimiyla da tanimlanir (Charalambides 2002).
(2.27) bagintis1 kullanilarak, Leibnitz sayilar1 asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanim-

lanir

= — log(1 — u) + log(1 — ut)
Fi(t,u) = l(n, k) thu™ = (2.29)
;;_0 (1—u)(l—tu)—1
(Charalambides 2002).

Tanmm 2.13. L(t) ile gosterilen Leibnitz polinomlart asagidaki § ekilde tanimlanir:
Lo(t) =) L(nk)t" (2.30)
k=0

(Simsek 2021). Yani L,,(t) polinomlarimin katsayilari, derecesi n olan Leibnitz sayilaridur.

Ayrica, (2.29) denklemi yardimiyla, L, () polinomlar1 agagidaki iirete¢ fonksiyonu

ile tanimlanir:

Fy(t,u) = Ly(tju" (2.31)
n=0
(Simsek 2021).

12
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Ozel olarak, (2.30) bagintisinda ¢t = 0 ve t = 1 alinirsa,

La(1) =) 1(n k) (2.32)
k=0
ve
1
Ln(0) =1(n,0) = — (2.33)

elde edilir (Simsek 2021).

13
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, iirete¢ fonksiyonlart ile bunlarin bazi fonksiyonel denklemleri kullanila-
rak, Leibnitz tipli say1 ve polinomlarin bazi temel 6zellikleri incelenecektir. Bu sayilar ve
polinomlari ile Bernoulli sayilari, Euler sayilari, Stirling sayilar1 ve 6zel sonlu toplamlar

arasindaki iligkileri iceren bazi formiiller verilecektir

3.1. Leibnitz Sayilarinin Temel Ozellikleri

Charalambides’in kitabinda [p. 127, Exercise 16] yer alan problem asagidaki sekilde
verilmistir:
k=0,1,...,nven € N olsun.

1
n+1

I(n,0) =

olmak iizere, Leibnitz sayilar1 icin rekiirans bagintist agsagidaki sekilde verilir:

k
n+1

l(n k)= I(ln—1,k—1). (3.1)

Bu rekiirans bagintis1 Charalambides (2002) tarafindan verilmistir. Bu rekiirans bagintisi-

nin ispat1 i¢in (2.28) bagintis1 kullanilirsa,

In—1k-1) = _lﬁﬁ_l)

e

n—v v

o

RS )
) i)

-

—1 1
E—1)+ ——
n—k( )+n—k+1

eld edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1
n+1

l(n,0) =

olmak tizere
n+1

k

Lin,k)=1ln—1,k—1)

14
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olarak bulunur. O halde elde edilen bu son bagintidan, istenilen rekiirans bagintis1 bulunur.
(3.1) ya da (2.27) bagntis1 kullanilarak, I (n, k), Leibnitz sayilarinin aldigi bazi de-

gerler asagidaki Cizelge 3.7 ile sunulmustur:

Cizelge 3.7. 1l (n, k) i¢in baz1 sayisal degerler

n\k|0]| 1 2 3| 4

0 1| oo |00 | oo |
1| 1

1 5| 5 | 00|00 |00
1| 1 1

2 5| 5 3 | 00| o0
1| 1 1 1

3 11l |31 ]|>®

/N S U IR S U I
5|12 | 30 | 20 | 5

(2.30) ve (2.27) bagmtis1 kullanilarak, L,, (¢) polinomlarmnin aldigi baz1 degerler asa-

Sidaki gibi verilmigtir:

Lo(t) = 1,
1t
Ll(t) = §+§7
1 ¢t t?
Lg(t) = §+6+§,
1t 12 3
Li(t) = — 4+ — 4+
3 (1) TRECRETEIE
1t AR S
Li(t) = =4 — 4+ — 4+ 41—
1(1) 5720 300 s
Ly (t) = 1+t+t2+t3+t4+t5
VW 6730760 60 30 6’
Le(t) = 1+t+t2+t3+t4+t5+t6
6 T o7 742 7105 T 140 T 105 42 7
L (t) = 1+t+t2+t3+t4+t5
’ T 8 ' 56 ' 168 ' 280 ' 280 ' 168
o 47
Ty
L(t)—1+t+t2+t3+t4+t5+t6
8 T 9 72 "252 " 504 ' 630 ' 504 @ 252
T 48
tos g

15
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ve
Lo(t) = 1+t+t2+t3+ v + r +t6
? 10 ' 90 ' 360 ' 840 ' 1260 ' 1260 ' 840
7 t8 t9
360 To0 T 100
Lig(t) = 1+t+t2+t3+t4+t5+t6
10 T 11 110 ' 495 | 1320 ' 2310 ' 2772 ' 2310

g 48 9 410
—i-@ + 195 + 110 + e
Not 3.14. Ln(t) polinomlar: icin verilen yukaridaki listede yer alan polinomlardan da
goriilebilecegi gibi t = 0 alindiginda

1
Cn+1

Ly (0) (3.2)

olarak bulunur. Diger yandan; yukaridaki listede yer alan polinomlarin katsayilarinin
paydalarinda yer alan sayilar ile herhangi bir ozel say: dizisi arasinda iligki var nudir?
sorusu akla gelmektedir. Ornegin; Ly (t) polinomunun katsaylarimin paydalarinda yer
alan

{11,110, 495, 1320, 2310, 2772, 2310, 1320, 495,110, 11} (3.3)

sayilart herhangi bir ozel say: dizisi ile iliskili midir? Bu problem, bu tez kapsaminda

arastirtlmanugstir ancak ileride calisilmast planlanmaktadur.

Teorem 3.15. n € Ny olmak iizere,

" 1 < 1 t\"
l(n, k)th = 1+ ¢kl 3.4
> Lnk) t+1zn—k+1<t+1> (1+ ) 4)
k=0 k=0
dir (Simsek 2021 ).

Ispat (2.21) ve (2.29) bagimtilar1 kullanilirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

oo n . 1 oo n 1 ¢ k o .
22 Lkt :H—lnz%;n—k+1(t+1) (L)

n=0 k=0

elde edilir. Yukaridaki denklemde ™’ nin katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen sonug elde

edilir ve ispat tamamlanir (Simsek 2021). O]

Ozel olarak (3.4) denkleminde ¢t = 1 alinirsa,

n

. 1
gl(n,k)zzm

k=0

elde edilir. Bu sonug¢ Leibnitz sayilari i¢in bir sonlu toplamdir (Simsek 2021).
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Teorem 3.16. n € Ng olmak iizere,

nJ

n ) n—j n+1
S ()t = (1) j“ ) Bs (o) (3.5)
k=0 0

‘(1 + t>nfj+1

‘7:0 V=

dir (Simsek 2021).

Ispat (2.29) bagintisinda verilen iirete¢ fonksiyonu asagidaki sekilde yazilir:

B 1 log(1 —u) = tlog(l — ut)
Fi(t,u) = 1+t —ut ( — " —ut ) ' (36)

O halde (2.20), (2.29) ve (3.6) bagintilar1 yardimiyla,
izn:l(n AT ;izﬂ:<_1)nBS (n,v)u"
’ 1+t—ut pl oA

n=0 k=0
n BuSt (n,v)u™
* 1+t—utzz n! ! 3-7)

n=0 v=0

elde edilir. Buradan,

=l+ao+2°+---2" |z| <1
l1—x

geometrik serisi ve (3.7) kullanilarak,

ZZl(n,k)tku” = Z U”Z B,S; (n,v) u"
n ‘ v 9
n=0 k=0 1+tn 0 1+t n=0v=0 '
f o= 1" = n ByS1 (n,v) u™
n _1 J tn
elde edilir. Yukaridaki bagintida Cauchy ¢arpimi yapilirsa
© 1 S (=)
ZZl(n,k)tku” = —ZZZ . = BuS1 (J,v)u”
n=0 k=0 1 i n=0 j=0 v=0 ‘7' (1 + t) !
SRS LU BS G,
1+tn:0j:0v0(1+t)n] n!

bulunur. Yukaridaki denklemde " nin katsayilar1 karsilastirilirsa ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
B w91 ( ] V) (in—j
L(n, k)t (T ).
>ty =33 B s
olarak bulunur. Bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur (Simsek 2021). U
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Onerme 3.17. n € N, olmak iizere,

n

Y orm e e () a8
—~ (n+1)(}) L+t j+1 \1+t

dir (Simsek 2021).

ispat (2.27) bagintisinda verilen

n

th 1 1 t\" N
2 (n> a t-l—lzn—k—l—l(t—l—l) (1+#77)

k=0

o <(1+t”*1)+t(1+t")+_,_+< t )"(Ht))

t+1\ n+1 n(t+1) t+1

elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa,
(n) 1t < j+1 \1+t

k=0 (n + 1) f =

bulunur. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur (Simsek 2021). U

Ozel olarak (3.8) denkleminde ¢ = 1 alinirsa,

n

1
Z(nH)(g) Ty

k=0

(3.9
sonlu toplami elde edilir (Simsek 2021).

3.2. Genellestirilmis Leibnitz Tipli Sayilarin Temel Ozellikleri

Bu boliimde, gama ve beta fonksiyonlari, integral formiilleri, Stirling sayilari, Ber-
noulli sayilari, Euler sayilari, Genocchi sayilart ve Bernstein polinomlart yardimiyla, ge-
nellestirlmis Leibnitz tipli sayilarin ve bunlarin bazi temel 6zellikleri verilecektir. Leib-
nitz tipli sayilarin iliskili oldugu sonlu toplamlar ve binom katsayilarini iceren bazi ilging

sonlu toplamlar da elde edilmistir.
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(2.2) ve (2.3) bagintilar1 kullanilarak, asagidaki bagint1 elde edilmistir:

b k nk —

n—k ak*jbn+]*k‘+1 _ anvarlbv
By (z;a,b)d yri=y
/”a =2 > @( v )( ntj—k-v+l )

a =0 v

(Simsek 2014).
Bu bagint1 yardimiyla genellestirilmis Leibnitz tipli sayilar asagidaki sekilde tanimla-

nir:

Tanim 3.18. a ve b negatif olmayan reel parametreler ve a < b olsun. L(n, k;a,b) ile

gosterilen genellestirilmis Leibnitz sayiari asagidaki gibi tanimlanir:

k n—k ) .
i k n—=k ak—]bn+g—k+1 _ &n_v'Hb”
E(n,k;a,b)zz (=)™ <j)( ) ) e 10
0 0

j: v=

(Simsek 2021).

Ozel olarak (3.10) denkleminde ¢ = 0 ve b = 1 alinirsa (2.28) denkleminde verilen
bagintiya indirgenir. Yani,

L(n,k;0,1) =1 (n, k)

elde edilir. Ayrica, yukarida elde edilen bu bagint1 ile (2.27) bagintis1 birlestirilirse

1 =k 1

V=

bulunur (Simsek 2021).

= 1ven = 1,2,3,4 sayilar i¢in £ (n, k; a, b) genellestirilmis Leibnitz sayilarinin
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aldig1 baz1 degerler agagidaki gibi verilmigtir:

L£(0,1;a,b) = 0,

L£(1,1;a,b) = az—ab+%(—a2+b2),

L£(2,1;a,b) = a’b—ab*+ % (—d’ + ab?)

+% (a® =) + % (—a®b+ %),

L£(3,1;a,b) = —a’b+a’h® + % (a* — ab®) + ! (—a*+b")
—g (—=a’b+b") + % (—a®v* + "),
L£(4,1a,b) = a'b+a’d+a’b’ —2ab* — b + i (—a® + ab?)

W

+= (—a®b2 + ab?) + é (a® = b°) + % (—a'b+b°)

+ (—a2b3 + b5) )

N — Do W

k=2ven = 1,2,3,4 sayilari i¢in L (n, k; a, b) genellestirilmis Leibnitz sayilarinin

aldig1 baz1 degerler asagidaki gibi verilmigtir:
L£(0,2;a,b) = 0,
L£(1,2;a,b) = 0,
1
L£(2,2;a,b) = a*b— ab®+ 3 (—a3 + bg) ,
1 2
L£(3,2;a,b) = a*b* —ab® + 2 (a4 + a2b2) + 3 (—a4 + ab3)

hll (%) + 5 (~a®+ 1)

3
L(4,2;a,b) = a*b—ab*+ % (—a5 + a2bg) + % (a5 — ab4)
+§ (—a*b+ ab*) + % (a’d—b°) + % (—a®+b°)
+é (—a’b* +0°) .

20



BULGULAR VE TARTISMA D. KAYA

4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boéliimde, iyi bilinen bazi 6zel say1 ailelerinin iirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi temel
ozellikleri kullanilarak, Catalan sayilari, Bernoulli sayilari, Euler sayilari, Genocchi sayi-
lar1, birinci tiir Stirling sayilari, ikinci tiir Stirling sayilar1 ve Leibnitz sayilar arasindaki

iligkiler verilecektir. Ayrica, Leibnitz sayilari i¢in rekiirans bagintis1 verilecektir.

Teorem 4.19. n € Ng olmak iizere,

n n J v _ i
) 2= (¢n—=j tn+1
S U, k)t = 0 () o BEAS G @)
k=0 j=0 v=0 s=0 s/ jta+n™

dir.

Ispat (2.10) denkleminde verilen

bagintisi ve (3.5) denklemi kullanilarak,

U A :
Zl (n, k)1 ZZZ() 1+(t>n ) BB, 5 (o)

7=0 v=0 s=0

elde edilir. Buradan verilen teoremin sonucu elde edilir. O

Ozel olarak (4.1) bagintisinda t = 1 alinirsa, Leibnitz sayilarini iceren asagidaki sonlu

toplam elde edilir:

Teorem 4.20. n € Nq olmak iizere,

n n

PBUOEDIHY U (Z)LB Eu—sSi (j,v) (4.2)
dir.

(4.2) ve (2.15) bagintilar1 kullanilarak, Leibnitz sayilarini iceren sonlu toplam ile Ber-
noulli sayilari, Genocchi sayilari ve birinci tiir Stirling sayilar1 arasindaki iliski asagidaki

teorem ile verilir:

Teorem 4.21. n € Ny olmak iizere,

g%l(”’f Sy Y (1) o Bt (0

7=0 v=0 s=0
dir.
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Teorem 4.22. n € Ny olmak iizere,

m (77 ) ml ,
Zlnk’ ) S NS e s 0m) 51 o) 4

7=0 v=0 m=0

dir.
Ispat (2.24) bagintis1 (3.5) denkleminde yerine yazilirsa,

n . —]_'_tn—l—l)
;“nvk’)tk ZZZ D W

7=0 v=0 m=0

m)!
Xm—i—lSQ(U m) St (4, v)

elde edilir. Buradan verilen teoremin sonucu elde edilir. O

Teorem 4.3 bagintis1 (2.30) denklemi ile birlestirilirse, asagidaki sekilde de ifade edi-
lebilir:

j+m 7j + thrl) m' .
ZZZ 1+t>n j+1(m+1)52(7),m)51(j,1)).

7=0 v=0 m=0
Ozel olarak (4.3) bagmtisinda ¢ = 1 alinirsa, Leibnitz sayilariin iceren asagidaki sonlu

toplam elde edilir:

Onerme 4.23. n € No olmak iizere,

n n J v

> Lnk) = ' (—1)7™™

k=0 j=0 v=0 m=0

21 "m)

mSQ (U, m) Sl (], U) (44)

dir.
Ayrica, (4.4) ve (2.27) bagintilar1 yardimiyla, asagidaki sonlu toplam elde edilir:

Onerme 4.24. n € N, olmak iizere,

n |

2 T B D) A m—nfl)b‘ (0,m)Si(;v) @45

k=0 7=0 v=0 m=0

dir.

Teorem 4.25. n € N olmak iizere,

n—1
1 1
Ejl (n, k) §k§zojl(n—1,k)=n+1 (4.6)

dir (Simsek 2021 ).
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Ispat (2.29) bagintisinda verilen iirete¢ fonksiyonunda ¢ = 1 alinirsa, asagidaki bagint:

elde edilir:
1 log(1 —
F(Lu) = _ (og( U))

—U

Bu fonksiyonel denklem yardimiyla,
_ log(1 —u)
1— —) L(n,k)u —_—

olarak yazilir. Yukaridaki bagintinin sag tarafinda (2.21) denklemi kullanilirsa,

n

(D ) MRS pe

n=0 k=0 n=0
bulunur. Buradan,
EOO nlnku—ggoo 5" l(nk;)u"zgC>O o
2 ’ n+1
n=0 k=0 n=0 k=0 n=0

elde edilir. Yukaridaki denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

,_.

n— o0 n

ZZl(n,k)un—%Z l(n—l,k)u”:;nil

n=1 k=0 n=1 0

il

bulunur. Elde edilen bu denklemin »" nin katsayilar1 karsilagtirilirsa, n > 1 icin,

n n—1

1
E l(n,k)—ég lin—1k)=
k=0 k=0

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmaisg olur. U

Teorem 4.26. n € Ng olmak iizere,

1

{2n,n) = 2n+ D(n+1)C,

4.7)
dir.
Ispat (2.27) bagintisinda n = 2n ve k = n alinirsa,

1

(2n+1) (27:”)
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olur. Elde edilen bu son denklem ile (2.26) bagintis1 birlestirilirse, Leibnitz sayilar1 ve

Catalan sayilar arasindaki iligki agsagidaki sekilde verilir:

1

H2n,m) = Cn+1)(n+1)Cy’

Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 4.27. n € Ny olmak iizere,

1 u e Ch
Cn+Dn+1) 21 (v) M — v+ 1

v=0

dir (Simsek 2018c).

Ispat (3.11) bagintisinda n = 2n ve k = n alinirsa,

e -5 (e

v=0

(4.8)

elde edilir. Yukaridaki denklem ile (2.26) bagintis1 birlestirilirse, Catalan sayilarini iceren

ve 1yi bilinen sonlu toplam asagidaki sekilde verilir:

1 & e Cn
2n+1)(n+1) :Z(_l) (v) 2n—v+1

v=0

Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, Leibnitz tipli sayilar ve polinomlar ile bunlarin iligkili oldugu
baz1 6zel sonlu toplamlar calisilmistir. Leibnitz tipli sayilarin ve polinomlarin iirete¢
fonksiyonlar1 ve bunlarin bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica, Catalan sayilari,
Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Euler sayilart ve polinomlari, Genocchi sayilari ve poli-
nomlari, birinci tiir Stirling sayilari, ikinci tiir Stirling sayilari, Bernstein polinomlari gibi
baz1 0zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlar1 ve bunlarin sagladigi fonsiyonel
denklemlerin temel 6zellikleri verilmistir. Bunlara ek olarak, Leibnitz tipli sayilar, Ber-
noulli sayilari, Euler sayilari, Genocchi sayilari, birinci ve ikinci tiir Stirling sayilarini ve

baz1 6zel toplamlar1 iceren yeni formiiller, bagintilar 6zdeslikler verilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglarin bazilar asagidaki gibi 6zetlenmistir:
Leibnitz tipli sayilar, Bernoulli sayilari, Euler sayilar1 ve birinci tiir Stirling sayilarini

iceren bagintilar Teorem 4.19 ve Teorem 4.20 ile ifade edilmistir.

Leibnitz tipli sayilar, Bernoulli sayilari, Genocchi sayilari ve birinci tiir Stirling sayi-

larini iceren bagint1 Teorem 4.21 ile ifade edilmistir.

Leibnitz tipli sayilar, birinci tiir Stirling sayilar1 ve ikinci tiir Stirling sayilarini iceren

bagint1 Teorem 4.22 ile ifade edilmistir.

Leibnitz tipli sayilar ve Catalan sayilarim igeren bagintilar Teorem 4.26 ve Teorem

4.27 ile ifade edilmistir.

Sonug olarak, bu tez calismasinda elde edilen sonuclar analiz ve fonksiyonlar teorisi,

sayilar teorisi, istatistik ve olasilik teorisi gibi bircok alanda kullanilabilir.
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