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OZET

ELIPTIK IC CARPIM UZAYLARINDA GEOMETRI
Mert EROL

Yuksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof.Dr. Mustafa ®ZDEMIR

Haziran 2022; 89 sayfa

Genellestirilmis i¢ carpim uzaylarindaki geometrik problemler afin dénustimler kul-
lanilarak ¢ozilebilir. Bunun icin, verilen bir genellestirilmis skaler carpim uzayindaki
elipsoidi (elipsi), birim kireye (cembere) dondsturen afin dontsum ve bu donlstimiin
tersinden yararlanilabilir. Bu tezde, afin doniisimlere gerek duymadan, Oklid uzayinda
bilinen bagintilarin genellestirilmis i¢ carpim uzaylari icin verilmesi amaclanmistir. Buna
gore, herhangi bir elips veya elipsoid zerindeki hareket, bu elipsi veya elipsoidi kure
kabul eden i¢ carpim yardimiyla, dogrusal cebirin bilinen Cayley, Householder ve Ro-
drigues formulleri kullanilarak incelenmistir. Bunun icin, a,b,c € R* olmak (zere,
e : ax} + br3 + cxj = 1 elipsoidini, kiire olarak kabul eden, ve R? , . ile gosterilen eliptik
ic carpim uzay! tanimlanmis ve Oklid uzayindaki bir ok analitik geometri formiilii bu
uzayda afin dontisumler kullanilmadan verilmistir. Ayrica, kuaterniyonlara benzer sek-
ilde eliptik kuaterniyon kavrami da verilmis ve literatiirde bu konuda yapilan calismalar

derlenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Eliptik I¢ Carpim, Eliptik Vektérel Carpim, Eliptik Norm,
Eliptik Rodriges Formulu, Eliptik Cayley Donlisumi, Eliptik Householder Dontgumdi,
Eliptik Kuaterniyonlar.
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ABSTRACT
GEOMETRY IN ELLIPTICAL INNER PRODUCT SPACES
Mert EROL

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR

June 2022; 89 pages

Geometric problems in generalized inner product spaces can be solved using affine
transformations. For this, the affine transformation that maps the ellipsoid (ellipse) in a
given generalized scalar product space to the unit sphere (circle) and the inverse of this
transformation can be used.In this thesis, it is aimed to give the known relations in Euclid-
ean space for generalized inner product spaces without the need for affine transformations.
Accordingly, the motion on any ellipse or ellipsoid is studied using the well-known Cay-
ley, Householder and Rodrigues formulas of linear algebra, with the help of the inner
product that accepts this ellipse or ellipsoid as a sphere. For this, the inner product space,
which accepts the ellipsoid az® + by* + c2* = 1 as a sphere and denoted by R? , ., has
been defined and many analytical geometry formulas and methods in Euclidean space are

given without using affine transformations in R?, | where a,b,c € R*. In addition, the

a,b,c!

concept of elliptic quaternions, similar to quaternions, is given and studies on this subject

in the literature are compiled.

KEYWORDS: Elliptical Inner Product, Elliptical Vektor Product, Elliptical Norm, Ellip-
tical Rodriges Formula, Elliptical Cayley Transformation, Elliptical Householder Trans-

formation, Elliptical Quaternion.
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ONSOz

Bu tezde, eliptik i¢c carpim uzaylari ile ilgili temel calismalar derlenerek verilmistir.
Oklid uzayindaki temel formdiller, eliptik uzayda da elde edilmistir. Ayrica, Ozdemir
(2016) tarafindan verilen eliptik ddnme matrislerinin nasil bulunacagi detayli olarak ince-
lenmistir.

Tez konumun belirlenmesinde ve hazirlanmasinda, her tirlii yardim ve fedakarhigi
esirgemeyen, bilgisi, tecriibesi ve destekleri ile calismalarimda bana yol gdésteren degerli
danisman hocam Sayin Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR’e en icten duygularla tesekkiirle-
rimi bir borg bilirim.

Bu calismami, rahmetli babam Hayrettin EROL’a ithaf ederim. Hayatim boyunca beni
destekleyerek cesaretlendiren, maddi ve manevi destegini esirgemeyen annem Gulseren

EROL’a ve ablam Merve EROL SUZEN’e tesekkir ederim.
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GIRIS M. EROL

1. GIRIS

Bu tezde temel analitik geometri formullerinin genellestirilmis i¢ ¢carpim uzaylarina
uyarlamasi yapilarak, Oklid uzay! ile aradaki kictik farklarin gériilmesi ve afin déntistim-
lere gerek duymadan, bu uzayin kiireleri Gizerindeki hareketlerin, Oklid uzayindaki yon-
temlerle nasil incelenebilecedi gosterilmis ve literatiirde bu konuda yapilan calismalar
derlenmistir. Tezde, ngm ile gosterilen eliptik i¢ carpim uzay! ile, W = (uy, ug, us),

V' = (v1,v2,v3) € R Ve ay, as, a3 € R olmak tizere,
B(W, V) = ajuiv1 + axusvy + asusvs
ic carpimiyla donatilmis R? uzayi kastedilmektedir. Aciktir ki bu uzayin birim kiresi
€123 + agws + azrs =1

bicimindedir ve bilinen elipsoiddir. Kisaca, eliptik i¢ carpim uzayi, Oklid i¢ carpim uza-
yinin genellestirilmis halidir. Ozel olarak a; = 1,a; = 1,a3 = 1 alinirsa, e-elipsoidi
olarak 6klid uzayindaki birim kiire, G¢ boyutlu eliptik i¢ garpim uzay! olarak da ti¢ boyutlu
Oklid i¢ carpim uzay! elde edilir. Bu calismadaki genel amag ise eliptik uzayda, yapist iyi
bilinen Oklid uzayinin yéntemlerini afin donusimlere ihtiyac duymadan kullanabilmek-
tir. Bu amagcla eliptik uzaydaki formiilleri, Oklid uzayindaki formiller yardimiyla ifade
edebilmek 6nemlidir. Bu anlasiimasi zor olan eliptik uzayin, yapisi ¢ok iyi bilinen 6klid
uzayi sayesinde algilanmasini saglar. Eliptik donme, bir vektor etrafinda bir agi boyunca
elips Uzerindeki bir noktanin hareketidir. Eliptik donme matrisi olusturmak icin dncelikle
ilgili i¢ carpim kullanilarak, eliptik ortogonal matris ve eliptik ters-simetrik matris tanim-
lanmistir. Ardindan, eliptik donme matrisi olusturmak icin Gnli Rodrigues, Cayley ve
Householder yontemlerinin eliptik versiyonlari kullanilmisitir. Son olarak eliptik kuater-
niyonlar tanimlanmis ve bu kuaterniyonlar kullanarak eliptik bir ddnme matrisi olusturul-
mustur. Her yontem kanitlanmistir ve birkag sayisal 6rnekle birlikte verilmistir.

Donme, aralarindaki mesafeleri degistirmeden noktalari hareket ettiren bir donlisim
olan bir izometri érnegidir. Ug boyutlu donme, kati bir cismin, bir eksen etrafindaki
hareketini tanimlayan ve donme matrisi olarak adlandirilan ortonormal matrisle ifade
edilebilen dogrusal bir donusumdur. 3 x 3 donme matrisleri, SO(3) ile belirtilen ozel

bir abelian olmayan ortogonal grup olusturur. 3 x 3 dénme matrisleri grubu, 3 boyutlu

1



GIRIS M. EROL

bir uzayda donme grubuna izomorfiktir. Bu, dénme matrislerinin ¢carpiminin, déntslerin
bilesimine karsilik geldigi anlamina gelir. D6nme matrisleri geometri, kinematik, fizik,
bilgisayar grafikleri, animasyonlar ve kati cisim donistmlerinin tahminini iceren opti-
mizasyon sorunlarinin hesaplanmasi igin yaygin olarak kullanihir. Bu nedenle, bir donme
matrisinin Uretilmesi matematikte 6nemli bir problem olarak kabul edilir.

Iki boyutlu Oklid uzayinda, temel dogrusal cebir veya karmasik sayilar kullanilarak
kolayca bir donme matrisi olusturulabilir. Benzer sekilde, Lorentz dizleminde, hiperbolik
sayilarla bir donme matrisi olusturulabilir. Daha ylksek boyutlu uzaylarda, bir donme
matrisinin her siitunu ve satiri sirasiyla diger tim sttunlara ve satirlara dik bir birim vektor
olmasi gerektiginden, i¢ carpim kullanarak bir ddnme matrisi elde etmek pratik degildir.
Bu kisitlamalar, i¢ carpim kullanarak bir donme matrisi olusturmay!i zorlastirir. Bunun
yerine daha yiksek boyutlu uzaylarda, birim kuaterniyonlar, Rodrigues formili, Cayley
formili ve Householder dénusumi gibi cesitli yontemler kullanilarak donme matrisleri
olusturulabilir.

Asagida bahsedilen bu yontemlerin kisa bir incelemesini yapilip daha sonra bu yon-

temlerin eliptik versiyonlari elde edilmistir.

1. Birim Kuaterniyon: Her birim kuaterniyon, Oklid 3-uzayinda bir dénme temsil
eder. Bir donme matrisi olusturmak igin yalnizca dort sayi yeterlidir, tek kisit-
lama kuaterniyon normunun 1’e esit olmasidir. Ayrica bu yéntemde donme acisi ve
donme ekseni kolayca belirlenebilir. Ancak, bu yontem yalnizca ti¢ boyutlu uzayda
gecerlidir (Schmidt ve Nieman 2001; Vicci 2001). Lorentzian uzayinda, siradan ku-
aterniyonlar yerine timelike split kuaterniyonlar kullanilir (Ozdemir ve Ergin 2006;
Ozdemir vd. 2013).

2. Rodrigues Formiilii: 7T ters simetrik matris ve dénus acist 6 oldugu, e tistel matrisi
kullanilarak bir ortonormal matris elde edilebilir. Bu yontemde, Oklid 3-uzayinda
bir donme matrisi olusturmak icin yalnizca (¢ say1 gerekir (Bracket 1984; Murray
1994; Politi 2001; Kula vd. 2005). Bu g sayiyla ayarlanan vektdr donme eksenini
verir. Bu yontem n boyutlu Oklid ve Lorentzian uzaylarina genisletilebilir (Gallier
ve Xu 2000; Eberly 2007; Mebius 2007; Gallier 2014; Ozdemir ve Erdogdu 2014).

3. Cayley Formuli: T ters simetrik bir matris olmak tizere, C = (I + T)(I — T)™!

2
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formili bir ddnme matrisi verir. Dénme matrisleri, trigonometrik islevler kullan-
madan Cayley formiilii tarafindan verilebilir (Cayley 1889; Selig 2007; Ozkaldi ve
Guindogan 2010; Erdogdu ve Ozdemir 2015; Norris 2018).

4. Householder Donusumi: Householder donusimi bize bir yansima matrisi verir.
Iki Householder déntistimii kullanarak bir dénme matrisi elde edilebilir. Bu ydntem
zarif bir yontemdir ancak uzun ve sikici olabilir. Bu yontemde, dénme agisi ayrica
hesaplanmalidir. Bu dontsum birkag skaler ¢arpim uzayinda kullanilabilir (Uhlig
2001; Mackey vd. 2004; Aragén-Gonzalez vd. 2006; Fuller 2011; Rodriguez-
Andrade vd. 2011).

Bu yontemleri kullanarak, 6zellikle Oklid ve Lorentz uzaylarinda donme matrisleri
uretmeye iliskin ayrintilar, bazilari referans bélumunde verilen cesitli makalelerde bu-
lunabilir. Bu yazarlar ¢cogunlukla iliskili matrisleri diag(41, ...,41) olan pozitif belirli
skaler carpim uzayindaki donme matrislerini incelemis ve sonuclari geometrik olarak yo-
rumlamigtir. Ornegin, iligkili matrislerin sirasiyla diag(1,1,1) ve diag(—1,1,1) oldugu
iic boyutlu Oklid ve Lorentz uzaylarinda dénme matrisleri olusturmak icin kuaterniyonlar
ve timelike split kuaterniyonlar kullanilmistir. Bu uzaylarda, 22 + y? + 2% = r? kiresi
veya -z + y% + 22 = £r hiperboloidleri tizerinde donmeler meydana gelir. Yani Oklid
ve Lorentz donme matrisleri kiresel ve hiperbolik donugleri anlamamiza yardimci olur.
Oklid uzayinda, bir dénme matrisi bir noktay! veya kati bir cismi bir eksen etrafinda
dairesel bir agiyla dondurur. Yani hareket bir daire tzerinde gergeklesir. Benzer sek-
ilde, Lorentzian uzayinda, bir ddnme matrisi, ddnme ekseninin sirasiyla timelike veya
spacelike olmasina bagli olarak bir noktay1 bir eksen etrafinda dairesel veya hiperbolik

bir aciyla donddirdr.
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2. KAYNAK TARAMASI

Tezin bu kisminda ilerleyen bolimlerde gerekli olacak bazi temel tanim ve teoremler ifade
edilmektedir. Ayrintili bilgi icin Ozdemir (2016, 2019) kaynaklarina bakilabilir.

Tanim 2.1. V, R reel sayilar cismi lizerinde bir vektor uzayi olmak Uzere
B:VxV =R, (U,¥V)— B(1U,V)
doniistimi, her a,b,¢,d € Rve W, vV, w € Vigin,

BT +bV, W) = aB(W,W)+bB(V,W)
— - — - =
\%\% u., Vv u.w

) = cB(u,V)+dB(u,w)

esitliklerini saghyorsa, B ’ye V vektor uzayi tizerinde bir bilineer form denir (Ozdemir
2019).

Ornek 2.2. R3 uzayindaki @ = (uy, ug, us) Ve ¥V = (vy, vy, v3) vektorleri igin
B:R*xR* >R

— =
B( u, V) = 2U1U1 - 5U1U2 — UoV1 + 4U2U3

seklinde tanimlanan donusim bir bilineer formdur.

Tanim 2.3. V bir vektor uzayi ve S = {'€1,€>,...,e,} kiimesi bu uzayin bir taban

olmak lizere, her vV € V vektord,

V=ke€i+k€s+...+ ke,

olacak sekilde, S tabaninin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Buradaki k1, ks, . . ., ky,

sayilarl ile olusturulan

ki

[7}5 - -

Ky,

n x 1 tipindeki matrise, ¥ vektoriiniin S tabanindaki koordinati denir (Ozdemir 2019).
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Tanim 2.4. V vektor uzayinin bir tabani S = {€,€5,...,e,} ve a;=B(e;, €;) ol-
mak Uzere Qs = [a;;] . matrisi tanimlnasin. W ve v vektrlerinin S tabanina gore
koordinatlari sirasiyla
Uy U1
— . U9 N . V2
[u]g = ve [V]g=
Up, Un

ij=1
biciminde yazilabilir. Buradaki
| B(€., 1) B(€1,€2) - B(Ene) |
8(32531) 8(327?2) B(E)Q;e_'r:)
Qg =
| B(e—:LJ?l) B(e—>n7€>2) B(e—TL>7e—>n) |

matrisine, B bilineer formunun S tabaniyla iligkilendirilmis matrisi denir. Ag = +/|det Qg
sayisina da B bilineer formunun S tabanina gore sabiti denir. V vektor uzayi olarak R™
uzayi alindiginda S tabani yerine standart taban alinirsa, 25 matrisine kisaca 3 bilineer
formuyla iliskilendirilmis matris veya B ’nin temel matrisi ve Ag sayisina da B bilineer

formunun sabiti denir (Ozdemir 2019).

Ornek 2.5. R? uzayindaki W = (uy, us, us) Ve ¥V = (vy, v, vs) vektorleri igin, B bilineer
formu

- —
B( u, V) = U1V — 7U1U2 — 3U2U1 + 4U2U3 — U3V3

seklinde tanimlansin. R? uzayinin standart tabani S = { €, €, €3} ve a;; =B(e;, €;)

olmak Uzere, B bilineer formu
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[ B(€,,®,) B(E,. %) B(€1,€3) | | m
= lw w ou || B(%2T)) B(@2Fa) B(€eTy) | | v
| B(€4, 1) B(€5,¢2) B(€s, <) | | vs
1 7 0
Z[ul Us U3i| -3 0 |:
|0

biciminde yazilabilir. B bilineer formuyla iligkilendirilmis matris
1 =7 0
Qs=1| -3 0 4
0o 0 -1

olarak bulunur. B bilineer formunun sabiti ise

s — |deth] =
dir.
Bu calismanin kalan boliminde notasyon sadeligini saglamak adina g yerine €2
ve Ag yerine ise A yazilacaktir. S ’nin standart veya standart olmayan taban olup-
olmadigina bakilmaksizin, bilineer formun S tabani ile iliskilendirilmis matris ifadesi

yerine yalnizca bilineer form ile iliskilendirilmis matris denilecektir. Ayrica [ﬁ]s no-

tasyonu yalnizca u seklinde yazilacaktir.

Tanim 2.6. B, V vektor uzayi iizerinde tanimlanan bir bilineer form olmak lizere, W', vV €
Vigin

B(UW,¥v)=0
ise U ve v vektorlerine, V uzayinda B bilineer formuna gére ortogonal vektorler veya

kisaca B-ortogonal vektorler denir (Ozdemir 2019).
Ornek 2.7. R? uzayindaki @ = (uy, ug, us) Ve ¥V = (vy, va, v3) vektorleri igin, B bilineer
formu

B(W, V) = 2uiv; + 4ugvy — usvs
seklinde tanimlansin. @ = (1,0,3) ve vV = (3,4,2) € R? vektorleri B(u, V) = 0
esitligini sagladigindan dolayi, R3 uzayinda B bilineer formuna gore ortogonal vektor-

lerdir.
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Tanim 2.8. B bir bilineer form olmak tizere, her W, ¥V € V igin
B(UW,¥V)=B(V,u)
ise B ’ye simetrik bilineer form,
B(W,V)=-B(V,W)

ise B ’ye ters simetrik bilineer form denir. Buna bagh olarak bilineer form ile ilisk-
ilendirilmis €2 matrisi de simetrik veya ters simetrik olacaktir. Diger yandan, bir bilineer
form ile iligkilendirilmis matris tersinir ise, bu bilineer forma nondejenere bilineer form

aksi halde degenere bilineer form denir. O halde
det Q #£ 0
ise, BB bilineer formuna nondejeneredir denir. Bu ise
her W # 0 € Vigin B(W, V) #0
olacak sekilde bir ¥ € V vektériiniin oldugu anlamina gelir. Bagka bir ifadeyle
her W € Vigin B(u, V) =0

esitliji sadece ¥ = 0 iken saglaniyorsa, B *ye nondegenere(bozulmamis) bilineer form
denir. Aksi halde, dejenere(bozuk) bilineer form denir. Kisaca, bir nondegenere bili-
neer formda, tuim vektdrlere ortogonal olan tek vektortin sifir vektori( 0 ) olmasi gerekir

(Ozdemir 2019).
Ornek 2.9. R? uzayindaki W = (uy, us, us) Ve ¥V = (vy, v, vs) vektorleri igin;

B(W, V) = uyvy — Tuyvy — Tugvy + ugvy + dusvs + dusvy — usvs
seklinde tanimlanan B bilineer formu simetrik ve nondejenere,

B(ﬁ), 7) = U V] — TUV9 + TUgVy + Ug¥y + dUusvs — dUusVy — UsV3
seklinde tanimlanan B bilineer formu ters simetrik,

B(W, V) = wvy + 2uvs — 3ugv;

seklinde tanimlanan B bilineer formu ise dejeneredir.

7
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Tanim 2.10. B bir bilineer form olmak (izere, her W € V igin

ise ve

olmasi yalnizca W = 0 iken mimkiin ise, B bilineer formuna pozitif tanimlidir denir.

Eger

B(W,u)>0
kosulu saglaniyorsa, W = 0 iken

B(W,u)=0
esitligi saglaniyor ancak

B(W,u)=0

iken, W, 0 vektorinden baska bir vektor de olabiliyorsa, B, yari pozitif tanimlidir denir
(Ozdemir 2019).

Ornek 2.11. R? uzayindaki W = (uy, ug, u3) Ve vV = (v1, va, v3) vektorleri igin
B(ﬁ), 7) = 2u30; + U Vg + UsVy

seklinde tanimlanan B bilineer formu pozitif tanimli,
B(W, V) = 2u1v; — u1vs + usvy

seklinde tanimlanan B bilineer formu ise yari pozitif tanimlidir.

Tanim 2.12. 'V bir vektor uzayi olmak tzere, B : V x V — IR bi¢iminde tanimlanan
dondsim,

-Bilineer

-Simetrik

-Nondejenere(Bozulmamis)
ise, B donlsimine V uzayi Uzerinde bir skaler ¢arpim, V vektor uzayina da R reel

sayilar cismi Uzerinde bir skaler ¢carpim uzayi denir ve bu uzay (V, B) seklinde gosterilir
(Ozdemir 2019).
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Literatiirde, bazen skaler carpim uzayina, i¢ carpim uzayi da denilmektedir. Fakat,
bu calismada i¢ carpim uzayi denilince, pozitif tanimli, simetrik, bilineer form anlasila-
caktir. Skaler carpim uzayi taniminda gérildiigi gibi, pozitif tanimlilik kosulu yoktur. I¢
carpimda ise bu kosul aranacaktir. Ornek (2.13)’iin ardindan i¢ carpim uzayinin tanimi

verilmistir.
Ornek 2.13. R? uzayindaki W = (uy, uy, u3) Ve V' = (v1, va, v3) vektorleri igin
B:R*xR*—R
B(W, V) = —uyv; + ugvy + usvs

seklinde tanimlanan dontstim bir skaler ¢arpimdir. Bu garpima Lorentz skaler ¢arpimi
denir. Literatlrde, Lorentz i¢ carpimi seklinde de kullanihr. Fakat, pozitif tanimli ol-
madi@! icin, asagida verilen Tanim (2.14)’teki sekliyle bir i¢ ¢carpim degildir. Lorentz
skaler carpimiyla birlikte, R? uzayina Lorentz uzay! denilir ve R? | | ; seklinde gosterilir.

R3 uzayinin standart tabani S = {€', €5, €3} ve a;;=B(u, V') olmak (izere, B skaler

carpimi,
3
B(ﬁ,?) = E)TQV): Zaijuivj
ij=1
B(?l,?1> 6(31,32) B(?l,gg) U1
= [U1 Uz U3} B(?%?l) 3(32,?2) 5(32,?3) V2
B(E}s,?l) 5(33,?2) 5(33,?3) U3
-1 0 0 U1
= |:U1 U2 U3i| 0 10 V9
0 01 U3

bigiminde yazilabilir. B skaler ¢carpimiyla iligkilendirilmis matris,

-1 0 0
Q=10 10
0 01

olarak bulunur. B skaler ¢carpiminin sabiti ise,

A=+/|detQ] =1

"dir.
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Tanim 2.14. 'V bir vektor uzayr olmak tzere, B : V x V — R bigiminde tanimlanan
donisiim, her W, v, w € V ve her a,b € R icin asagidaki kosullari saflarsa, B
dontstimine V Gzerinde bir i¢ carpim, V vektor uzayina da R reel sayilar cismi tGzerinde
bir i¢ carpim uzayi denir ve bu uzay (V, B) seklinde gosterilir. W ve V' vektorlerinin ic
carpimi, B(u, V) ile gosterilir.

11. (Bilineerlik Ozelligi)

B(aW + bV,

N~—r
I
S
=
—~

B(W,aV

_|_
S

12. (Simetri)

13. (Pozitif Tanimlilik-1)
Her W € Vigin, B(W, W) >0
14. (Pozitif Tanimlilik-2)
BU,W)=0&u=0
(Ozdemir 2019).

Tanim (2.14)’te 11, 12 ve 13 sartlari ile birlikte, 14 sartindan sadece yeter sart saglanirsa

yani,

kosulu saglanirsa, B doniisiimiine, V tizerinde bir pseudo (yart) i¢ carpim denir (Ozdemir
2019).

Tanim 2.15. 0 = (uy, ug, ..., u,) V€ ¥V = (v, 09, ..., v,) € R™ olmak lizere
B:R"xR"— R
B(W, V) = wyvy + usvy + -+ - + tpvy

seklinde tanimlanan dontisiim bir i¢ carpimdir. Bu i¢c carpima Oklid i¢ carpimi, Oklid
ic carpimiyla birlikte R™ uzayina ise n-boyutlu OKklid i¢ carpim uzayi veya kisaca Ok-

lid uzayi denir. Oklid i¢ carpimi B sembolii yerine (,) sembolU ile gosterilecektir. R"

10
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uzayinin standart tabani S = {€, €,...e,} Ve a;=(e;, e;) olmak uzere, Oklid i¢

carpimi,
n
<ﬁ>,7}> = E)TQVZZCLUU@"U]‘
ij=1
(€1, €1) (€1,€s) - (ene)) | | w
[ } <?2,?1> <?2>?2> : (?z,e_,Q U2
= Uy Uz Unp, .
| (en, €1) (e, @) (€ en) | | v |
10 0 (%1
0 1 0 (%)
= [Ul Ug Unp,
0 0 1 Up,

10 - 0
01 0
0=
00 - 1
- 4 nXn

olarak bulunur. Bu matris n x n tipindeki birim matristir. Oklid i¢ carpiminin sabiti ise

A =+/|det ] =1
"dir (Ozdemir 2019).

Ozel bir durum olarak, n = 3 igin R? uzayindaki W = (u1, ug, us) Ve V = (vy, va, v3)
vektorlerinin oklid i¢ carpimi (0, V') = wyv; + ugvy + usvs seklindedir. R? uzayinin
— —
e;, ej

standart tabani S = {€1, €, €3} Ve a;;=( ) olmak tizere, Oklid i¢ carpimi,

3
— — —T A=
(W, V) =urav = E @ U;v;
ij=1

11
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i <?17?1> (317?2> (31,?3) U1

= [U1 U2 U3} <€>2,?1> (327?2> <€>27€>3> L)

<€>3,?1> <€>3,?2> (33,??) U3
_1 0 0 U1
:|:U1U2U3i|010 Uy
0 0 1 U3

biciminde yazilabilir. Oklid i¢ carpimiyla iliskilendirilmis matris,

1 00
Q=101 0
0 01

3x3

olarak bulunur. Oklid i¢ carpiminin sabiti ise A = /|det Q| = 1°dir.

Ornek 2.16. R3 6klid i¢ carpim uzayindaki u = (7,5,2) ve ¥ = (1, 3,5) vektorlerinin

oklid i¢ carpimi (W, V') = 32 olarak bulunur,

Tanim 2.17. 'V kimesi, R reel sayilar cismi tzerinde n boyutlu bir vektor uzayi ve B :
V x V — R bir skaler carpim olsun. S = {€,,€5,...,e,} kimesi V uzaymin bir

ortogonal tabani olsun. Yani

olmak Uzere

Bij - O,Z-#jise,
Bij 7§ O,i:jise,

kosullari saglansin. S tabanina gore, B skaler ¢arpimiyla iliskilendirilmis matris,
Q = diag(BH, 822, Ce >Bnn)

ve

12
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sayisl, BB skaler carpiminin S tabanina gore sabiti olsun. (V, ) uzayindaki n — 1 tane
Uy, Uy,..., W,y vektori ile olusturulan (n — 1) x n tiiriindeki matrisin % *inci kolo-
nunun silinmesiyle elde edilen (n—1) x (n— 1) matrisin determinantini A, ile gosterelim.
Buna gore, V uzayindaki

n _1 1+k—)
AN (CD e

V(ﬁl,ﬁg,...,ﬁ)n_l):ﬁl XBH)Q XB"'XBﬁ)n_lz Ak
By,
k=1
vektoriine, 'y, W, ..., U, vektorlerinin, (V, B) uzayindaki vektorel carpimi denir (Ozdemir
2019).

Bu vektorel carpim tanimi biraz daha agik yazilabilir. (V, B) uzayinda verilen (n — 1)

tane Wy, Wo,..., w,_; vektorlerinin vektorel carpimi A = /|det Q| i¢ carpim sabiti

olmak (zere
V:VxVx---xV—-YV
— = — — = — — — —
(U, Uy, .., up 1) = V(U Uyg,..., Uy q) = Uy Xg U Xp-- Xp Uy
S| P co. o en
B(€1i,€1) B(€a,€2) B(en,en)
U1 U2 Uin
— — —
Ui Xp Ug X -+ Xp un—le U921 U992 Uon
Un—-1)1 U(n—1)2 0 Up—1)n
biciminde tanimlanir. Elde edilen vektor Wy, Ws, ..., u,_; vektorlerinin tamamina
ortogonal bir vektordiir. Yani, B(0; xg WaXg - X Up_1, Ug) =0,k =1,2,..., (n—
1) esitligi saglanir. Buradai = 1,2,...,n — 1igin w; = (w1, wia, - . . , Uip,) dir.
Tanm2.18.i=1,2,...,n—licin W = (us, o, ..., un) ER"VeS ={€1,€s,....€,}

kiimesi R™ uzayinin standart tabani olsun. Oklid i¢ carpim uzayinda verilen (n — 1) tane

U4, Us,..., U, vektorlerinin vektorel carpimi,
S| € co. e
(€1,€1) (€2,€2) (en,en)
U1 U2 ce Uin
— — —
U] X g X -+ X un,le Uo7 Ug9 U,
Un-1)1  Un-1)2 U(n—1)n
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esitligiyle tanimlanir ve Uy x Wy X -+ X W,_1 vektorine, Uy, U, ..., 0,1 vektor-

lerinin 6klid vektorel carpimi denir. R™ uzayinda Oklid i¢ carpimi
(W, V) = wvy +uvy + - - - + upvy

ve oklid i¢ carpim sabiti A = /|det )] = 1 oldugundan,, R™ i¢ ¢arpim uzayinda

U4, Us,..., U, vektorlerinin Oklid vektorel carpimi,

V:RPxR"%x-.- x R"=R"

— = — — — — — — —
(Uy, Uy,..., Upq) = V(U Ug,..., Upq) = Uy X Wy X -0 X Uy
— — —
€1 €2 “ .. €n
(€1,€¢1) (€2,€2) (en,en)
U1l U2 Uin
— — — A
U X Ug X+ X Up1 = Uo1 U9 Uap,
Un-1)1 Um-1)2 - Un-1)n
— — —
€ €2 €n
Uil U2 Uin
= U21 U2 Uan,
Un-1)1 Un-1)2 *°° Un-1)n
bigiminde tanimlanir. Elde edilen u'; x us x .-+ x u,_1 vektord, uy, u,,..., U,

vektorlerinin tamamina ortogonal bir vektordir. Yani, (W, x Wa X -+ - X W,_1, W) = 0,
k=1,2,...,(n— 1) esitligi saglanir (Ozdemir 2019).

Ozel bir durum olarak, R? uzayinin baz vektorleri TT? olmak uizere, R? Oklid
ic carpim uzayinda W = (uy,us, us) Ve V.= (v1,vs,vs) vektorlerinin Oklid vektorel
carpimi,

V:R*xR* - R3

(T, V) = VW, V) =T x ¥

T i X e
A = 1 J k
(i,i) (j,i) (k.,k)
— =
uxv=A U Us Us = | u; uy us (2.1)
0 V2 U3 U1 V2 Vs

14
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olarak tanimlanir. Burada A = /|det Q| = 1 dir. Elde edilen W x ¥ vektérl, o
ve Vv vektorlerinin her ikisine de ortogonal bir vektordiir. Yani (W x ¥, @) = 0 ve

(U x ¥V, V) = 0 esitlikleri saglanr.

Ornek 2.19. R? ¢klid i¢ carpim uzayinda, W = (7,5,2) ve vV = (1,3,5) vektorlerinin

oklid vektorel carpimi, (2.1) formilinden

_>
i
U xV = (19, -33,16)

W ot e
SR

=17
1

olarak bulunur.

Tanim 2.20. V, R reel sayilar cismi Gzerinde bir vektor uzayi olsun. V Uzerinde tanim-

lanan ||.|| : V — R* fonksiyonu, her W, ¥ vektorii ve \ skaleri igin, asagidaki kosullari
saglarsa ||.|| fonksiyonuna norm, V uzayina da normlu uzay denir.

N1.(Pozitif Tanimlihk-1)

][>0
N2.(Pozitif Tanimlilik-2)
|d||=0su = 0
N3.(Skalerin Digar1 Cikmast)
I} = Il

N4.(Uggen Esitsizligi)

e+ ¥ < [+ 1]

(Ozdemir 2019).

Tanim (2.20)’da N1, N3 ve N4 sartlari ile birlikte, N2 sartindan sadece yeter sart

saglanirsa, yani
_)
U =0

=[] =0

kosulu saglanirsa, bu durumda ||.|| fonksiyonuna pseudo (yari) norm denir (Ozdemir
2019).

15
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Teorem 2.21. V bir i¢ garpim uzayi ise n : V — R+ n(W) = /B(u, w) fonksiyonu V

ustiinde bir normdur (Ozdemir 2019).

Teorem (2.21)’ye gore her i¢ carpim uzayi, normlu uzaydir. Fakat tersi dogru degildir.

Yani bir normlu uzay, i¢ carpim uzayi olmak zorunda degildir.

Tanim 2.22. 'V bir vektor uzayi olsun. B : V x V — R fonksiyonu, V uzayi tzerinde bir

i¢ carpim olmak Uzere

sV — RY, @ — |[T]|, = /B(W, )

seklinde tanimlanan fonksiyona V uzerindeki B i¢ ¢carpimina karsilik gelen norm fonksiy-

onu denir. || ||, € RT sayisinaise u € V vektoriinin normu denir (Ozdemir 2019).

Tanim 2.23. V uzayinda u ve v vektorleri B-ortogonal olsunlar. Ek olarak |||,
—)

<l <l

ve || V|| ; normlari 1 ise, W ve v vektorlerine B bilineer formuna gére ortanormal

vektorler veya kisaca B-ortanormal vektorler denir (Ozdemir 2019).
Teorem 2.24. R} ., uzayinin B-orthonormal bir tabani {W,,d,,...,u,}ise
det(ﬁl, ﬁ)Q, Ce ,1?71) = Ail

saglanir (Ozdemir 2016).

Tanim 2.25. R™ oklid i¢ carpim uzayinda verilen bir W = (uy, us, . . ., u,) vektorinin

HE)H:\/ﬁ:\/u%+u%++u%

esitligiyle tanimlanir ve || || sayisina u vektorniin oklid i¢ carpim uzayindaki uzun-

normu,

lugu veya 6klid normu denir (Ozdemir 2019).

Teorem 2.26. R™ 6klid i¢ carpim uzayinda u’ ve Vv vektorleri arasindaki 6 agisi,

(a,Vv)
cos ) = =t 2.2
G| @2

esitligiyle belirlenir (Ozdemir 2019).

16
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Ornek 2.27. R? ¢klid i¢ carpim uzayinda W = (7,5,2) ve vV = (1,3,5) vektorleri
arasindaki aginin kosintst, (2.2) formiliinden, (u, v') = 32, ||u|| = V78 ve | V|| =

/35 oldugu icin
162730

cost = — 355

olarak bulunur.

Tanim 2.28. V ve W vektor uzaylari olmak tizere, L : V — W doniisimi, her v, vV € V
ve c € Rigin
L(UW+cV) = L(@)+cL(V)

kosulunu saglyorsa, L ’ye V uzayindan W uzayina bir lineer donusiim denir (Ozdemir
2019).

Tanim 2.29. L : V. — W bir lineer donusim, Sy={ay, as, ..., an} Ve Sw={51,Ba - -+, Bm}
kiimeleri de sirasiyla V ve W uzaylarinin tabanlari olsun. L(«;), L(as), . .., L(a,) vek-

torleri W uzayinin vektorleridir ve bu vektorler W tabanina gore,

L(an) = anfb;+anfy+ ...+ amif,

L(Oég) = CL1261 + a22/62 4+ ...+ amgﬁm

L(an) = alnﬁl + a?nﬁQ + ...+ amnﬁm

seklinde yazilabilir. 1 < i < nvel < j < m olmak Uzere a;; katsayilari, «; ve
B, sayilarina baghdir. Gortlecegi Uzere aj; sayilari n x m tipinde bir [a;], ., matrisi

belirtir. Bu matrisin transpozuna L lineer dontsiminin Sy ve Sy tabanlarina gore

temsil matrisi denir. Bu matris

a1 a12 e QA1n
T Q21 Q22 ... QA2p
(il nm] = (@i n =
Am1 Am2 ... Qmp
mXxXn
seklindedir ve £ ile gosterilir. Her W = (ug,ug, ..., u,) € R™igin
L(uy,ug, ..., uy) = (v1,09,...,0)

17
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olacak sekilde bir v = (vy, v, ..., v,) € R™vardir. L(W) = (V) esitligi, £ matrisi ve
Tanim (2.3) yardimiyla
L[ulg, = [V]

Sy Syy

seklinde yazilabilir (Ozdemir 2019).

Tanim (2.29)’da V ve W uzaylari yerine sirasiyla R™ ve R™ uzaylari ve bu uzaylara
karsilik gelen Sk~ ile Sg~ tabanlari yerine de ilgili uzaylarin standart tabanlari alinsin.
Her W = (u1,ug, ..., u,) € R* Ve V = (v1,0s,...,0,) € R™icin, L lineer déniisiimii,
L(W) = (V) esitligini saglasin. Bu esitlik £ matrisi ve W ile ¥ vektorlerinin matris

temsilleri yardimiyla

(%1 aix Q2 - Qip Uy
V2 Q21 Q22 -+  Q2p Uz
Um am1 Am2 - Amn Unp,
mx1 mxn nxl1

seklinde yazilabilir. Buradaki

a1 ai2 Q1n
921 29 ... QA9p
Am1 Am2 ... AOmn

mxXn

matrisine, L lineer dontsimune karsilik gelen standart matris denir ve Tanim (2.29) daki
gibi £ ile gosterilir. £ matrisi, uzayin standart tabanina gore yazildigi igin, standart ma-
tris denir. R™ ve R™ uzaylarinin farkli tabanlari secilirse, bu m x n tlriinden matris farkl
sekilde bulunur (Ozdemir 2019).

Tanim 2.30. L : R"— R" lineer dondstimu verilsin. L dénusimine, det £ > 0 ise
yonlendirmeyi koruyan donusum, det £ < 0 ise ters yonlendirmeli dontsim denir
(Ozdemir 2019).

Tanim 2.31. I¢ carpimi koruyan lineer donuisiime ortogonal déntisiim denir. Dolayisiyla
da bu donisumler uzakh@i koruyan donustmlerdir. Yani, L : R"— R" lineer dénusim

olmak tizere, her W, ¥ € R" icin

B(LUW,LV) = B(u, V)
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esitligi saglaniyorsa, L ’ye B i¢ carpimina gore ortogonal dontisiim denir. Ortogonal

dondstmlerin kiimesi bir gruptur. Bu grup
Op(n) = {L|BLW,LV)=B(d,v),vd,v eR"}

ile gosterilir. L, B i¢ carpimina gore ortogonal bir donistim ise L’ye karsilik gelen ma-
trise, B i¢ carpimina gore ortogonal matris veya kisaca B-ortogonal matris denir. L or-
togonal donustim bir lineer dontistim oldugu ve her lineer dontistime bir matris karsilik
geldigi icin, her ortogonal dénisiime bir matris karsilik gelir. Ortogonal dénistime
karsilik gelen matrise ortogonal matris denir. L lineer dontsumine karsilik gelen ma-

tris £ olmak lzere, Tanim (2.4) g6z 6niline alinirsa
BLUW,LV) = (LW)TQLV = uTLTOLY
ve
B(UW,v)=1uTov
esitliklerinden bir L donistimiine karsilik gelen matrisin ortogonal olmasi igin gerek ve

yeter kosulun
LTOL =0

oldugu gorulir. Ortogonal dontstimler uzakligr koruyan dénustimler oldugu igin, ortogo-
nal matrisler vektorlerin normunu korur. Ortogonal bir matrisin determinantinin +1 veya
—1 oldugu kolayca gosterilebilir. Her ortogonal doniisime bir ortogonal matris karsilik

geldigi icin, ortogonal dontstmlerin kiimesi
Op(n) = {L£ e R™" | LTOL =Q ,det £ = +1}
seklinde ortogonal matrislerin kiimesi olarak da ifade edilebilir (Ozdemir 2019).

Ortogonal bir matriste tum satirlar (veya sttunlar) birbirine B-ortogonaldir. Og(n),
Gli(n) nin bir alt grubudur. Og(n) kiimesi, R™*" uzayinin dogrusal bir alt uzayi olma-

masina ragmen bir Lie grubudur (Ozdemir 2016).

Tanim 2.32. Determinanti 1 olan, yani yonlendirmeyi koruyan ortogonal dontsumlere
doénme donusimu denir. Donme dénlgtimlerinin kimesi bir gruptur ve SOgz(n) ile gos-

terilir.
SOz(n) = {L:R*=R" |det £ =1,B(LW,LV)=B(u,Vv),vu,v eR"}
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Donme dondstmlerine karsilik gelen matrislere donme matrisleri denir ve donme dontsum-
lerinin kiimesi
SOg(n) = {L eR™ |det L =1, LTQL =Q}

seklinde dénme matrislerinin kiimesi olarak da gosterilebilir (Ozdemir 2019).
SO(n), Op(n) "nin bir alt grubudur (Ozdemir 2016).

Tanim 2.33. Determinanti —1 olan, yani ters yénlendirmeli ortogonal dénusumlere yan-

sima donugumu denir. Yansima déntigimlerinin kimesi Y(n) ile gosterilir.
Ys(n) = {L:R*>R"|det £ = —1, B(LW,LV) =B(W,V),Vu,v eR"}

Bu kiime kapalilik 6zelligini saglamadigindan grup degildir. 1ki yansima déniisimiintin
bileskesi bir dénme donistimudur. Yansima dontsumlerine karsilik gelen matrislere yan-

sima matrisleri denir ve yansima donistmlerinin kiimesi
Ys(n)={LeR™ : det L =-1, £racL =0}
seklinde yansima matrislerinin kiimesi olarak da gosterilebilir (Ozdemir 2019).

Tanim 2.34. B bir bilineer form ve L bir lineer déniisiim olmak iizere her w, v € R
icin B(LU, V) = B(u,LV) ise L ’ye B bilineer formuna gére simetrik doniisiim veya
kisaca B-simetrik donugum denir. Simetrik donustmlerin kiimesi bir Jordan cebiridir.

Bu cebir
J={L:R">R*|B(LU,v)=B(u,LV),Vvu,v eR"}

ile gosterilir. L, B bilineer formuna gore simetrik bir dontsiim ise L "ye karsilik gelen
matrise B bilineer formuna gore simetrik matris veya kisaca 5-simetrik matris denir.

Tanim (2.4) g6z 6niine alinirsa

ve

esitliklerinden bir L donusiimiine karsilik gelen matrisin, simetrik olmasi igin gerek ve
yeter kosulun
LT =QL
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oldugu gorulur. Her simetrik dontstime bir simetrik matris karsilik geldigi icin, simetrik
dondstmlerin kiimesi
J={LeR" :LTQ=QL}

seklinde simetrik matrislerin kiimesi olarak da ifade edilebilir (Ozdemir 2019).

n(n+1)/2 boyutlu J cebiri, nxn reel matris vektor uzayinin bir alt uzayidir. Ry

eliptik i¢ carpim uzayindaki herhangi bir B-simetrik matris, a;; = a;; ve a;; € R olmak

Uzere

= [A%’ } (2.3)

a;

olarak tanimlanabilir (Ozdemir 2016).

Tanim 2.35. B bir bilineer form ve L bir lineer déniigiim olmak iizere her W, ¥ € R™ icin
B(LW,V) = —B(W,LV) ise L "ye B bilineer formuna gore ters simetrik déntisiim
veya kisaca B-ters simetrik donistim denir. Ters simetrik dontastimlerin kiimesi bir Lie

cebiridir. Bu cebir

ile gosterilir. L, B bilineer formuna gore ters simetrik bir donusim ise L ’ye karsilik
gelen matrise B bilineer formuna gore ters simetrik matris veya kisaca B-ters simetrik

matris denir. Tanim (2.4) goz 6nline alinirsa
BLW, V)= (£Lu)TQVv = uTLTQV
ve
B(W,LV)=uTQLV
esitliklerinden bir L dontgtimine karsilik gelen matrisin, ters simetrik olmasi igin gerek

ve yeter kosulun
LTO=-Qcr

oldugu goralur. Her ters simetrik dontstume bir ters simetrik matris karsilik geldigi icin,

ters simetrik donugtimlerin kiimesi
L={LeR™ :LTQ=-QL}
seklinde ters simetrik matrislerin kiimesi olarak da ifade edilebilir (Ozdemir 2019).
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n(n+1)/2 boyutlu L cebiri, nan reel matris vektor uzayinin bir alt uzayidir. R},

a1,a2;..., an

eliptik i¢ carpim uzayindaki herhangi bir B-ters simetrik matris, a;; = a;; ve a;; € R ol-

mak Uzere
Aaij .
0>
T = [tlj]na:n ve tij = —Aa_ij 1< ] (24)
0,1=17

olarak tanimlanabilir (Ozdemir 2016).

Ornek 2.36. R%,272,1 eliptik i¢ carpim uzayinda, (2.3) ve (2.4) formlleri ile elde edilen

-2 2 8 10 0 -6 -2 —14

1 0 3 4 2 0 5 -3
S = veT =

4 3 -3 —6 1 -5 0 =2

10 8 —12 14 14 6 4 0

matrisleri, sirasiyla birer simetrik ve ters simetrik matristir.
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3. MATERYAL VE METOT

Tezin bu bolumunde eliptik i¢ carpim uzayinin tanimi ile bu uzaydaki vektorel carpim,
norm ve agl gibi kavramlar ornekleriyle birlikte verilecektir. Detaylar icin Ozdemir (2016)

kaynagina bakilabilir.

3.1. Eliptik I¢ Carpim Uzayi
Tanim 3.37. aq,as, ... ,a, € RT olmak lizere R" uzayinda,

2 2 2
€rax] + agry + - +apr, =1

hiperelipsoidini hiperkiire olarak kabul eden i¢ carpim, W = (uy, us, ..., u,) V& V. =

(v1,v9,...,v,) € R™ olmak lzere
B:R"xR" =R

— —
B(U, V) = ajujvy + agugvy + -+ - + apiy vy,

seklinde tanimlanir. Bu i¢ carpima eliptik i¢c carpim, eliptik i¢ carpimla birlikte R™ uza-

yina eliptik i¢ carpim uzayi veya kisaca eliptik uzay denir ve R} . ile gosterilir. R”

uzayinin standart tabani S = { €, €5, ...,e,} ve a;;=B(e;, e;) olmak uzere, eliptik i¢
carpim,

n
— — —T = Z
B(u, V) = uTQv = ;5 U;V;

ij=1
B<€>1, ?1) B(?b €>2) B(?be_ﬁ U1
B(?z, ?1) B(?Q, €>2) 3(32,57;) (%
= [U1 U2 Un} . .
B<e—n)7€>1) B(e—>n;?2> B(e—;“e—n)) Unp,
a1 0 s 0 U1
0 050 0 (%)
= | U1 U2 Up, :|
0 0 - am Up,
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biciminde yazilabilir. Eliptik i¢ carpim iliskilendirilmis matris,

0

a2

0

aq 0
0 a9

0 O

0
0

an

e}

an

nxn

(%1

V2

olarak bulunur. Eliptik i¢ carpiminin sabiti ise,

A =+/|det Q| = /ajas -+ ay,
"dir (Ozdemir 2016).

Ozel bir durum olarak, n = 3 igin R? uzayindaki W = (u1, ug, us) Ve ¥V = (vy, va, v3)
vektorlerinin eliptik i¢ carpimi B(W, V') = ayuyv; + asuqvs + asusvs seklindedir. Eliptik

ic carpimla birlikte R3 uzayina eliptik i¢ carpim uzayi denir ve R3 ile gosterilir. R3

a1,a2,a3

uzayinin standart tabani S = {€;, €5, €3} ve a;;=B(e;, e;) olmak tzere, eliptik i¢

carpim,

3
- — — —
B(U,V)ZUTQV: E Qi UV;5
1,j=1

B(€1, @) B(¥1, €2 B(E1,Ts) | | v
—|w w o || B(@: @) B(€:e) B(€2es) | | w
| B(€,,€1) B(€:.€:) B(€s€s) | | v
-au 0 0 U1
Z[ul Us u3] 0 agp O Vo
0 0 ass U3
_al 0 O U1
Z[ul Ug Ug] 0 ay O Uy
I 0 0 as U3
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biciminde yazilabilir. Eliptik i¢ carpimla iliskilendirilmis matris,

aq 0 0
Q= 0 as 0
0 0 as

3x3

birim matris olarak bulunur. Eliptik i¢ ¢carpim sabiti ise

A = 4/|det Q| = y/ajaza3

"dir (Ozdemir 2016).

Eliptik i¢c carpim uzayl, ay, as, . . ., a, € R™ olmak Uzere

2 2 2
€rax] + agry + - +apr, =1

elipsoidini, kure olarak kabul eden i¢ carpim uzayidir. Yani, eliptik i¢ carpim herhangi bir
elipsoidi, eliptik i¢ carpim uzayinda kiire olarak kabul eder. Eliptik uzaydaki bu kiireye
eliptik kiire denir. Ozel olarak a; = 1,a, = 1,...,a, = 1 alinirsa, -elipsoidi olarak
oklid kire, n-boyutlu eliptik i¢ carpim uzayi olarak da n-boyutlu Oklid uzay! elde edilir.
Goriilecegi tzere eliptik i¢ carpim uzayi, Oklid i¢ carpim uzayinin genellestirilmis halidir.
Ozel olarak n = 1 igin R} uzayina, eliptik dogdru; n = 2 icin R2 . uzayina, eliptik

duzlem; n = 3 igin R? uzayina, eliptik uzay denir. Ayrican > 4 icin R”

a1,a2,a3 a1,a2,...,an

uzayina, hipereliptik uzay denir.
Ornek 3.38. R? uzayindaki W = (uy, ug, u3) Ve vV = (v1, va, vs) vektorleri igin
g1:20% 22+ 22 =1 ve &9:922 +3y2 +2:2 =18

elipsoidlerini kiire olarak kabul eden i¢ carpimlar sirasiyla

81(37 7) = 2uiv + 2ugvy + usvs,
1 1
BQ(H), V) = §U1U1 + EUQUQ + §U3U3

seklinde tanimlanir. R? uzayindaki B; ve B, i¢ carpimlarina eliptik i¢ carpim, B; veya B,
eliptik ic carpimlariyla birlikte R? uzayina ise eliptik ic carpim uzayi denir ve bu uzaylar

ile gosterilir. R3,, ve R}

111
269

siraslyla R3, , ve R3 eliptik ic carpim uzaylarinin,
= 2

©|=

1
'8
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eliptik i¢ carpim sabitleri de sirasiyla, A, =2ve A, = *1/—85 dir. Burada 0 = (7,5,2) ve

—

v = (1,3,5) € R? olarak segilirse

64
Bl(ﬁ, 7) =54 ve BQ(E), 7) = g
olarak bulunur.
Tanm3.39. i = 1,2,...,n—licin W = (w1, U, ..., un) ER"VeS ={€1,€,....€,}
kiimesi R™ uzayinin standart tabani olsun. Ry ., eliptik i¢ carpim uzayinda verilen
(n — 1) tane Wy, Uy,..., W,_; vektorlerinin vektorel carpimi,
! € R
B(e1,€1) B(ez€2) B(en,en)
U1 U2 T Uin
— — —
U Xp Uy Xp+++ Xp un—le U921 U992 Uon (35)
U(n—1)1 Umn-1)2 *°° Un-1)n
esitligiyle tanimlanir ve Wy xg Us Xpg-- - X5 W,_1 Vektorine, Wy, Wo, ..., W, g Vek-

torlerinin eliptik vektorel carpimi denir (Ozdemir 2016).

Tanim (3.39) daha acik olarak su sekilde ifade edilebilir : R™ uzayinin baz vektorleri

€, €y,...,epvei=1,2...,n—1licinu; = (w1, Ui, ..., un) € R™ olmak lizere

2 2 2
erapxy +agry + - +apz, =1

elipsoidini, kirre olarak kabul eden i¢ ¢arpim,
B(ﬁ), 7}) = AQ1ULV] + AUV + -+ + ApUnUp

seklindedir. Bu uzay R” _ ile gosterilir ve i¢ carpim sabiti A = /|det Q| =

a1,a2,...,a

Jaiaz - a, dir. R™ _eliptik ic garpim uzayinda verilen Wy, W, ..., W,_1 Vek-

a1,02,...,0

torlerinin eliptik vektorel carpimi,

. n n . n n
V: Rahaz,---ﬂn x Ral,az,---,an x x Ral,a27---,an_)Rahaz,---,an
— — — - = — = — —
(Uy, Uy, .., Upq) = V(U Uyg,..., Uy q) = Uy Xg U Xp-- Xp Uy
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€ P -+ S
B(€1,€1) B(€z,€2) B(en,en)
U1 U2 T Uin
— — —
U Xp Uz X+ X Up-1 = A U921 U992 Uon,
U(n—-1)1 U(n—1)2 o Um—1)n
CS! €, en
al az an
U11 U2 T Uin
= A U21 U2 T Uan,
Un-1)1 Un-1)2 - Un-1)n
biciminde tanimlanir. Elde edilen W1 Xz WaXp- - - X5 U ,_1 VEKOrl, Wy, Wa, ..., Up 1
vektorlerinin tamamina eliptik olarak ortogonal bir vektordir. Yani, £k = 1,2,...,(n—1)
icin B(W, Xz Wy Xp -+ Xp Un_y, Uy) = 0 esitligi saglanir.
ai,as,...,a, € RT olmak Uzere, ayz3 + axx3 + -+ - + a,x2 = 1 elipsoidi bu uzay
icin birim kiredir. W'y, W5, ..., W, vektorleri, R? . uzayinda birim vektorlerse,

U1 Xp UWa Xg -+ Xg Wn_q Vektori de birim vektérdir. Oklid vektor carpimi, eliptik
vektor carpiminin 6zel bir halidir. Yani, a; = as = --- = a,, = 1 alinirsa, 6klid uzayinda
standart Oklid carpimi ve standart ortogonallik elde edilir.

Ozel bir durum olarak, R? uzayinin baz vektorleri €1, €5, €3ve U = (uy, us, us), v .=

(v1,v9,v3) € R? olmak Uzere
£ a123 + agws + azri =1
elipsoidini, kire olarak kabul eden i¢ ¢arpim,

— —
B(d, V) = ajuyvy + aguavs + aszugvs

seklindedir. Bu uzay ngm ile gosterilir ve i¢ carpim sabiti ise A = |/ajazaz tir.
R ., 4, eliptik i carpim uzayinda, W = (u1,uz,us) Ve V' = (v1, v, v3) vektorlerinin

eliptik vektorel carpimi,
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— — — — —
€1 €2 €3 €1 €2 €3
B(e1,€1) B(€2,€2) B(es€3) a1 az  ag
— —
u Xp v = A U U9 Usg =A Uq Uo Us (36)
U1 V2 U3 V1 V2 U3

olarak tanimlanir. ay, as, a3 € R* olmak Uzere, a;2? + axx3 + azzi = 1 elipsoidi bu
uzay icin birim kiredir. R3 uzayindaki herhangi bir vektoriin son noktasi elipsoid

ai,a2,as3

tzerine dusger.

Ornek 3.40. R}, ve R}

sabitleri sirasiyla; A, = 2 ve A, = Y2 olmak iizere W = (7,5,2) ve ¥V = (1,3,5)

eliptik i¢ carpim uzaylari verilsin. Bu iki uzayin i¢ carpim

Ol

1
6’

vektorlerinin eliptik vektorel carpimlari, (3.6) formilunden sirasiyla

Uxg v=27 5 2 |=(19,-33,32)
1 3 5
ve
3 2 6 9 3
ﬁ’x&v’:\/—_ - 5 o :\/—_(19,—99,72)
18 9
1 3 5
olarak bulunur.
Tanim 3.41. Ry ., eliptik i¢ carpim uzayinda verilen bir U = (uy, Ua, . .., Uy) Vek-

tordnun normu,

% = /B, W) = y/arsd + asud + - + au2
esitligiyle tanimlanir ve || u’||, sayisina ' vektorinin eliptik i¢ carpim uzayindaki
uzunlugu veya kisaca eliptik normu denir (Ozdemir 2016).
Ornek 3.42. R3, , eliptik i¢ carpim uzayinda u = (7,5,2) vektdrinin eliptik normu

| 0| 5, = 2V/38 olarak bulunur.

Teorem 3.43. R} ., eliptik i¢ carpim uzayinda U ve V vektorleri arasindaki 6
eliptik agisi,
— —
coslp = E( i i) (3.7)
1]l 171l

esitligiyle belirlidir. Burada 05, ¢ : a;2? + as2% + -+ + a,z2 = 1 elipsoidin acisal

parametrik denklemlerinin parametreleriyle uyumludur (Ozdemir 2016).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda esas amag eliptik i¢, vektorel ve karma garpimin geometrik uygula-
malarini arastirmak, eliptik i¢ carpim uzayinda dogru ve dizlemi analitik olarak incele-
mek ve eliptik dénmenin olusturulup, eliptik i¢c carpim ile eliptik vektorel carpim kul-
lanilarak elipsoit tGzerindeki bir noktanin hareketini yorumlamaktir. Bu boélimdeki bazi

teoremlerin ispatlari, Oklid uzayindaki ile benzer oldugundan verilmemistir.

4.1. Eliptik I¢ Carpimin Geometrik Uygulamalari

R™ 6klid uzayinda u ve V' vektorleri arasindaki agl 6 olmak lizere, U ve ¥ ile olustu-

rulan paralelkenarin alani

Alan(®, ) = (T, T) (7, 7) - (T, 7)’

esitligi ile bulunur. W’ ve ¥ vektorleriyle olusturulan Gicgenin alanini bulmak icin bu deger

2" ile bolunir (Ozdemir 2021).

Teorem 4.44. Ry . eliptikic carpim uzayinda U ve V vektorleri arasindaki agi 03

..... a

olmak Uizere, W ve V' ile olusturulan paralelkenarin alani

Alan(W, V)5 = /BT, W)B(¥, V) — BT, V) (4.1)
esitligi ile bulunur. @ ve ¥ vektdrleriyle olusturulan tiggenin alanini bulmak icin bu deger
27 ile bolindr.

Teorem4.45. R?  eliptik i¢ carpim uzayinda koselerinin koordinatlarit A(z1,y1), B(z2, y2)

ve C'(z3,y3) olan tggenin alani, A i¢ carpim sabiti olmak tzere

X Lz
1 x5 ys

degerinin mutlak degeridir.

Ispat BA=+v = (z1 — 29, Y1 — yo) VE BC =W = (x5 — 29,3 — yo) ile gosterilsin.
Teorem (4.44) *den

Alan(ABC)g — %\/B(ﬁ,ﬁ)B(?,V)—B2(ﬁ,7)

1
= 5\/611@2 (12 — Toy1 — T1Y3 + T3Y1 + Toyz — x3y2)2

29



BULGULAR VE TARTISMA M. EROL

bulunur. Buradan

1
Alcm(ABC’)B = 5\/ a10ag (I1y2 — ToY1 — T1Y3 + T3y + ToYy3 — x3y2)
1 =1y
1
= A§ 1 xo wo
1 x3 ys
elde edilir. 0

Sonug 4.46. Oklid diizleminde koselerinin koordinatlari bilinen tiggenin alani

. I =z oy
Alan(ABC’) = 5 1 z9 Yo
I z3 ys
esitligi ile belirlidir. Eliptik duzlemde, kdselerinin koordinatlari bilinen tiggenin alani ise
X Lz oy
Alan(ABC)B = A§ 1 x4 Yo
1 z3 ys
formald ile bulundugundan,

Alan(ABC)g = A.Alan(ABC)

esitligi elde edilir. Yani eliptik dizlemde kdselerinin koordinatlari bilinen t¢genin alani,

bu ticgenin Oklid diizlemindeki alani ile A sabitinin carpimina esittir.

Ornek 4.47. R}, eliptik i¢ carpim uzayinda, kdselerinin koordinatlari A(1,2), B(3,1)
ve C'(2,4) olan uggenin alant, (4.2) formalinden
11 2
Alan(ABC)g = ; 1 3 1[=5
1 2 4

olarak bulunur.

R™ Oklid uzayinda @, ¥ sifirdan farkl iki vektor olsun. @ vektoriinin, v vektorii

uzerindeki dik izdisim vektori

—
Uizq =
esitligiyle bulunur ve ;.4 ile gésterilir (Ozdemir 2021).
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Teorem 4.48. W, v € R? . sifirdan farkli iki vektor olsun. u vektrinin, v’

vektora Uzerindeki eliptik dik izdistim vektori

— =
B(u,

)3
) 4.3)

<l?
<]l <

H
UBizd = B(

Y

esitligiyle bulunur ve ug;.q ile gosterilir.

Ornek 4.49. R3, , eliptik i¢ carpim uzayinda, W = (7,5,2) vektérinin v = (1,3,5)

vektorii tizerindeki dik izdiisiim vektorii, (4.3) formilinden, B(W, V) = 54 ve
B(V, V) = 45 oldugundan
Unr iq = 9 § 6
Biizd 57 5 )

olarak bulunur.

4.2. Eliptik Vektorel Carpimin Geometrik Uygulamalari

R3 6klid i¢ carpim uzayinda @ = (uy,us, us), v = (v1,v9,v3) Ve W = (wy, wa, ws)
vektorleri icin
(AxV)xw={(d,w)v—(V,.w)u

esitligi saglanir (Ozdemir 2021).

Teorem 4.50. R3 eliptik i¢ carpim uzayinda @ = (uy,ug,u3), vV = (v, v, v3) Ve

ai,az2,a3

W = (wy, wy, ws) vektorleri igin
(T x5 V) x5 W = B(A, W)V - B(V,w)d (4.4)
esitligi saglanir.

R? 6klid uzayinda , W x v vektorel carpimiyla, w vektériinin oklid i¢ carpimina,

o, V', w vektorlerinin oklid karma arpimi denir. Yani, (U x v, W) degerine 0, v, w

vektorlerinin oklid karma carpimi denir (Ozdemir 2021).

Tanim 4.51. R? eliptik ic carpim uzayinda, W xz Vv vektdrel carpimiyla, w vek-

a1,a2,a3

toriiniin eliptik ic carpimina, W, v/, w vektorlerinin eliptik karma carpimi denir. Yani,

- =

B(W x5 Vv, W) degerine W, v/, w vektorlerinin eliptik karma carpimi denir.
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Oklid uzayinda @, v, w vektorleri igin

(T x V. W) = det(T, ¥, W)

esitligi saglanir. Yani Oklid uzayinda W, ¥, w vektorlerinin karma carpimi det(a, v/, W)
seklinde tanimlanir (Ozdemir 2021).
Teorem 4.52. R? . . eliptik i¢ carpim uzayinda u = (us, us, u3), V. = (v1,v2,v3) Ve
W = (wy, wy, ws) vektorleri icin

B(UW x5 V,w) =Adet(u, vV, w) (4.5)
esitligi saglanir.
iSpat ﬁ = (Ul,UQ,U3),7 = (Ul,'UQ,’Ug),W) = (11]1,’11)2,11]3) € Rgl a2,a3 olsun. Buna

gore
B(W xp vV, W) =28 ((A (ugv3—ugvy),2 ~ (uzv1—u1v3), 5 4 - (u1v, —usvi)), (wl,wg,wg))
= A(ugvzwy —ugvewy) — A(ugvgwa—uzviws) + A(uyv,ws—usviws)

= A(uguswy + uzv1wy + U0, W3 — UzVWi — UIV3We — UV W3 )

— Adet(T,V, W)

esitliginden,

elde edilir. O

Sonug 4.53. Oklid uzayinda w, ¥, w vektérlerinin 6klid karma carpimi,
(d xV,W)=det(d,v,w)
esitligi ile belirlidir. Eliptik uzayda, u, ¥, w vektdrlerinin eliptik karma carpimi ise
B(W xp vV, W) =Adet(Uu, vV, w)
formalu ile bulundugundan,
B(W xg V,W)=A(U x V,W)

esitligi elde edilir. Yani eliptik uzaydaki herhangi (¢ vektorin eliptik karma carpimi, bu

uic vektoriin Oklid karma garpimi ile A sabitinin ¢arpimina esittir.
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Ornek 4.54. R$, , eliptik i¢ carpim uzayinda A = 2, u = (1,0,3), vV = (2,-3,0),

w =(0,7,10) € RS, ve U X33, Vv = (9,6, —6) olmak lizere

G
=l
X
&
<]

;W) = Bi1((9,6,-6),(0,7,10)) = 24

olarak bulunur. Diger yandan

1 0 3
Adet(W, v, wW)=22 -3 0 |=24
0 7 10

olup

<l

Bi(UW x5, ¥V, W) =A{U x V,W)
esitliginin saglandigi goralur.
R3 Oklid uzayinda W,V ve w vektorleri icin
(dxV,W)=(d,V xW)
esitligi saglanir (Ozdemir 2021).
Teorem 4.55. R? eliptik uzayinda w,v' ve w vektorleri icin

B(ﬁ XnB 7,V_V>) = B(W,V XB V_V>)

esitligi saglanir.

(4.6)

Ispat (4.5) denklemi, determinant ve eliptik i¢c carpimin 6zelliklerini kullanilirsa

BT x5V, W) = Adet(T,V,w)
— _Adet(V, T, W)
_ Adet(V, W, T)

)

—_
A% u
= B(ﬁ,? XB W)

= B(V

—
BW,

X

elde edilir.
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Ornek 4.56. R3, ; eliptik i¢ carpim uzayinda u = (1,0,3), v = (2,-3,0), w =

(0,7,10) € R3,, ve U x5, vV = (9,6,—6), V x5, W = (—30,—20,28) olmak lizere

olmak lizere
Bi(W x5, ¥V, W) =B((9,6,—6),(0,7,10)) = 24
ve
Bi(W,V xp W)= B1((1,0,3), (—30,-20,28)) = 24
oldugundan

Bi(W x5, ¥V, W) =B,(W,V x5 W)
esitliginin saglandigi gorilmdas olur.

R3 Oklid uzayinda,

Y Y

<l =l

N N|
<l </

gl

uXx v,z ><v_v)>:

(4, 7)
(v.7) (¥,

(W)
(V%)
d

esitligi saglanir. Bu ifadeye Oklid Lagrange Ozdesligi denir (Ozdemir 2021).

Teorem 4.57. R? .. uzayinda,
B —>, — B —>7 —
B(T x5 7,7 xsw) = | S0 %) BlE.W) (4.7)
B(¥,Z) B(V,w)
esitligi saglanir. Bu ifadeye Eliptik Lagrange Ozdesligi denir.
Ispat (4.6)denklemi kullanilirsa
B(E) XB 7,? XB V_V>) = B((W XB 7) XB ?,W)
yazilabilir. Ayrica (4.4) denklemi ve i¢ carpimin 6zellikleri kullanilirsa
B(H) XB V,? XB V_V>) = B((ﬁ XB V}) XB ?,V_V>)
— B(B(W,Z)V - B(V,Z)d, W)
= B(W,Z)B(V,w)—B(V,Z)B(U,w)
B(W,Z) B(W,w)
B(V,Z) B(¥,W)
elde edilir. OJ
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Teorem 4.58. R; . .. eliptik i¢c carpim uzayindaki u” ve v vektorleri arasindaki agi
0 olmak lizere, U ve v vektorleriyle olusturulan paralelkenarin alani Alang(W, V)
olmak lzere
— —
H u Xp Vv

s = 1@l [V 5 5in 0 = Alans(@, ¥)

esitligi saglanir.

Ispat || x5 VHZ = B(W x3 vV, u xp V) seklinde yazilirsa, (4.7) denkleminden

2 | B(W,W) B(W,V)
B(v,u) B(V,V)
= B(W,0)B(V,V)-B*u,V) (4.8)

elde edilir. Ayrica (3.7) denklemi ve eliptik i¢c carpimin 6zellikleri gbz 6niine alinirsa,
(4.8) esitliginden

= Nl 1915 = 15 117 [f cos® 6

= [Tl |95 (1 = cos® )

= |1 ¥ []5 5in* 0

elde edilir.Diger yandan, W ve v vektorleriyle olusturulan paralelkenarin alant:

Alang(W, V) = HH’HZ ||7HZsin€B
oldugundan,
I x5 V| = (1[5 [ V] s 5in 6 = Alans(W, V)
bulunur. Sonug olarak, Riwz,as eliptik i¢ carpim uzayinda verilen iki vektorin eliptik

vektorel carpiminin normu, bu iki vektorle olusturulan paralelkenarin alanini verir. O

4.3. Eliptik Karma Carpimin Geometrik Uygulamalari

Oklid i¢ carpim uzayinda késeleri A, B, C, D olan, ABC' D iiggensel piramidinin hacmi,
Hacim(ABCD) = édet(@, A—C>', E)

degerinin mutlak degeridir (Ozdemir 2021).
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Teorem 4.59. Eliptik uzayda koéseleri A, B,C, D olan, ABC D uggensel piramidinin

hacmi,
—_— — —

Hacim(ABCD) = %det(A LAC, AD) (4.9)
degerinin mutlak degeridir.
Ispat Ucgensel piramidin hacmi,
Hacim(ABCD) = %(Taban Alani).(Yikseklik)
esitligi ile bulunur. Teorem (4.58) geregi, licgensel piramidin taban alani
%HA—é x5 AC|s

- R - - H I an H —>
esitligi ile bulunur (Sekil 4.1). Diger yandan, 05 agisi, AD vektoriyle AB x5 AC arasin-

daki aci olmak Uzere, yikseklik ||E||B cos 0 oldugundan, istenen hacim,
) 11 — — —_—
Haczm(ABCD) = §§HAB XB ACHBHADHB COS 93
A —_— — —
= 5 det(AB, AC, AD)

olarak elde edilir. O

B

Sekil 4.1. ABC'D Uggensel piramidi

Ornek 4.60. R3 , , eliptik i¢ carpim uzayinda kiigelerinin koordinatlari A(1,2,0), B(0, 1,5),
C(1,0,5) ve D(1,2,2) olan, ABCD uggensel piramidinin hacmi, (4.9) formiliinden,
A =2 AB = (~1,-1,5), AC = (0, —2,5) ve AD = (0,0,2) oldugundan

—_— — — 4

A
Hacim(ABCD) = gdet(AB,AC’,A )= 3

olarak bulunur.
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4.4. Eliptik I¢ Carpim Uzaylarinda Dogrunun Analitik Olarak Incelenmesi

Bu kisimda RY;, ., eliptik i¢ carpim uzayinda dogrularin analitik olarak incelenmesi
verilmistir. Paralellik degismedigi icin, parallelige baglh ve i¢ carpima ya da vektorel
carpima bagh olmayan tiim bagintilar Oklid uzayindakinin aynisidir. Bu nedenle sadece
farkli sonug veren durumlar verilecektir. Benzer olan sonuglar asagida kisaca 6zetlen-

mistir.

1. R _ eliptik i¢ carpim uzayinda X = (1, 3, . . ., 7,,) dogru tzerindeki degisken

a1,az,..., a
nokta, P(p1,po,...,p,) dogrunun bilinen bir noktasi ve W = (uy,us, ..., u,)
dogrultman vektorl olmak tizere bir noktasi ve dogrultmani bilinen dogrunun den-
4 — s g
klemi PX = A\ u esitliginden

Ty —PpP1 T2 — P2 _ Tn — DPn

Uy Uz U,

olarak elde edilir.

2. R” _eliptik i¢ carpim uzayinda X = (@1, 3, . . ., x,,) dogru tzerindeki degisken

a1,a2,...,a

nokta olmak tizere P(p1, pa, . .., pn) Ve Q(q1, g2, - - - , g ) NOktalarindan gecen dogru
. <z g g
denklemi PX = APQ esitliginden

Ty —p1 T2 — P2 _ Tn = Pn

qg1— D1 g2 — P2 qn — Pn

olarak elde edilir.

- - ~ - %
3. U, u, R vektorlerine dik olan dogrunun denklemi PX = \. 0 x5 U>

a1,a2,a3
esitligi ile elde edilir.
4. R? . ., eliptik ic carpim uzayinda dogrultman vektort, dogrunun dogrultusunu be-

lirttiginden, iki dogrunun birbirine gére durumlari dogrultman vektorler yardimiyla

incelenebilir. Buna gore, (dy) : &5 = 2L — 2221 ve (dy) @ 2002 = U2 — 2oE

dogrulari verilsin. Bu dogrularin dogrultman vektorleri sirasiyla W = (uy, uy, us)

Ve V = (vy, vy, v3) dir. dy||ds ise u=1= Zf esitligi saglanir. d; Lz dy ise

v2

a1u1v1 + agugva + asugvz =0

esitligi saglanir. d; ve d, dogrulari cakisik ise dogrultmanlari paraleldir ve or-

tak noktalari vardir. d; ve d, dogrulari paralel degilse kesisirler. P ’den gecen
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d, ve Q ’dan gegen d, dogrulari kesisiyorsa dogrultmanlari paralel degildir ayrica
— = =R .. . .. < s == g
u, v/, PQ vektorleri ayni diizlemde yer alacagindan det(u’, v/, PQ) = 0 esitligi
saglanir. d, ve d, dogrulari, aykiri dogrular ise kesismezler. P den gecen d; ve Q

dan gegen d, dogrulari, aykiri dogrular ise det(w’, v, P_(j) £ 0 esitligi saglanr.

4.4.1. Bir noktanin bir dogruya uzakligi

Oklid uzayinda bir noktanin bir dogruya uzakhigi formalii

,_ VIAP U~ (AP w)

H
]

ile bulunur. R} . uzayinda da sadece skaler carpim ve norm degistirilmesi kosuluyla

7777 a

bu formal gegerli olacaktir. Bu iki uzaklik arasinda i¢ ¢arpim sabitine bagh bir baginti

bulunup bulunmadigi incelenebilir.

Teorem 4.61. R” _eliptik i¢ carpim uzayinda bir A noktasinin, P noktasindan

1,02,y a

gecen ve dogrultusu u olan dogruya uzakligi

—

Alans /AP | T|f; - B2(AP, W)

B Tabang Hﬁ)”zs

formUlu ile bulunur.

3 1

Ornek 4.62. R3 , ; eliptik i¢ carpim uzayinda, A(1,1,2) noktasinin 232 = vl 2=3

-

dogrusuna olan uzakhgi; W = (2,3,0) dogrunun dogrultman vektdri, P(1,0,1) dogru

izerinde bir nokta ve AP = (0, —1,—1) olmak uzere

—

B \/I|H°II% 1|5, — BXAP, W) . /(3)(26) = (<62 _ V1092

1l E V26 26

olarak bulunur.

Teorem 4.63. R? eliptik i¢ carpim uzayinda bir A noktasinin, P noktasindan gegen

a1,a2,a3

ve dogrultusu W olan dogruya uzaklig

,_ IAP x5 W|s
H
]l

esitligiyle belirlidir.
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Ispat 6, APile w dogrultman vektori arasindaki aciy1 gostermek iizere
¢ = |AP||ssin 05
olacaktir.
|AP x5 |5 = | AP||s || T|| ; sin 05
esitligi gz online alinirsa,

— —
||AP XB ﬁ)HB ||AP XB ﬁ)HB

AP||
. _
|AP|5 || T, ]l

(= |AP

bulunur. O

Ornek 4.64. R, , eliptik i¢ carpim uzayinda, A(1,1,2) noktasinin 232 = yT’l z =3

dogrusuna olan uzakligi Ornek (4.62) de *33*2 olarak bulunmustu. Teorem (4.63) kul-

lanilarak da @ = (2, 3,0) dogrunun dogrultman vektérii, P(1,0,1) dogru iizerinde bir
nokta, AP = (0, —1,—1) ve AP x5, u = (3,—2,4) olmak Uzere, A noktasinin verilen

dogruya uzakhg!
;B —2, 9] _ V1092
1(2,3,0)]|, 26

olarak bulunabilir.

4.4.2. Eliptik i¢ carpim uzayinda aykiri iki dogru arasindaki uzaklik

Aykir iki dogru arasindaki uzaklik denilince, bu iki dogrunun arasindaki en kisa uzaklik

anlasilir.
Teorem 4.65. Riwws eliptik i¢ carpim uzayinda, P noktasindan gegen ve dogrultusu

U olan dogru ile, Q noktasindan gegen ve dogrultusu v olan dogru arasindaki en kisa

uzaklik .
’det(ﬁ), v, PQ)’
l pr—

Hﬁ) X37”B

ile bulunur.

Ispat Dogrular tizerinde M ve N gibi 6yle iki koordinat bulunabilir ki, [MN] dogru
parcas! her iki dogruyada diktir. [MN] dogru parcasinin uzunlugu, bize en kisa uzaklig

verir. MN dogrultusundaki vektér, W xz v vektorudir. Ciinki, hem ', hem de ¥
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vektoriine dik oldugundan, MN ’nin dogrultusu W xz v olacaktir. Aykiri iki dogruyu
bakis acisini degistirerek, Sekil 4.2 *deki gibi gérmek daima mimkindir. Sekil 4.2’ye
gore, [IMN| = [ denilirse, [ = ||P—(>.Q||B cos 0 yazilabilir. Buradan, MN dogrultusundaki

vektorin o xz v oldugu kullanilarak,

—
I = ||IPQ||s|cos bz
. \B(P—c,i,ﬁ xgw\
= |IPQls—=
IPQIls |0 x5 V||,
]dew,v,ﬁ’g)]
- — —
H u xXp Vv HB
bulunur. O

Sekil 4.2. Aykiri d; ve d, dogrular arasindaki uzaklik

Ornek 4.66. R? , , eliptik i¢ carpim uzayinda, 222 = 1% = z 4+ 1ve 2221 = 222,
2’6’9

y = 3 dogrular arasindaki en kisa uzaklik Teorem (4.65) yardimiyla bulunabilir. @ =
(2,—2,1)ve v = (1,0, 3) dogrularin dogrultman vektorlerive P(1/2,1, —1) ile Q(1/2, 3,2)
dogrular tzerinden sirasiyla alinan noktalar ise PQ = (0,2,3), W x5,V = —¥3(6,15, —9)

— — SR .. . < .
ve det(u’, v, PQ) = —4 olmak Uzere, verilen dogrular arasindaki uzaklik

) (det(ﬁ,V,P_Q’)( -

T e, B

olur.
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4.4.3. Eliptik i¢c carpim uzayinda dikme ayaklarinin bulunmasi

Teorem 4.67. R? eliptik ic carpim uzayinda, P noktasindan gegen, dogrultusu u

a1,a2,a3

olan ve Q noktasindan gegen, dogrultusu v olan dogrularin birbirlerine en yakin olduk-

lari noktalarin koordinatlari,

B(PQ x5V, U x5 V) BPQ xz 0, U x3 V)
kl = 2 ve kg = s
I x5 V][ I x5 V][
olmak Ugzere, sirasiyla,
M = P-ku

ile bulunur.

ispat Dikme ayaklarinin, yani aykiri iki dogrunun birbirine en yakin olan noktalarinin
koordinatlari vektdrel hesaplamalarla elde edilebilir. Once, MN vektorii w ve ¥ tiiriin-

den yazilabilir. Sekil 4.3’ten takip edilirse MN = MP + PQ + QN yazilabilir.
MP = k0 ve QN = ky V', ky, by € R

olsun. Bu durumda,
MN = —k, W — kyV = PQ

olacaktir. Simdi, MIN vektorund, sirasiyla u' ve v vektorleriyle garpip, MIN Lz u ve

MN Lz ¥ oldugunu kullanilirsa, B(W, W) = a, B(V, W) = bve B(V, V) = colmak

uzere,
ka+ kb = —BPQ,T)
]{?Qb + ]CQC = —B<:P—C2>, V))

denklem sistemi elde edilir. Buradan, ac—b* = |0’ x5 ?HZ esitligi ve Eliptik Lagrange

Ozdesligi goz 6niine alinirsa,
- B(WQ XB 7,? XB 7)

ki = — — 112
I x5 V|

B
bulunur. Bdylece,

MP=ku=>M=P —kuveQN=hkV =N=Q +kvV
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esitliklerinden, M ve N noktalarinin koordinatlari elde edilir. 0J

\
Sekil 4.3 Aykiri d; ve d, dogrularinin birbirine en yakin olan noktalarinin koordinatlari

45. Eliptik I¢ Carpim Uzaylarinda Diizlemin Analitik Olarak Incelenmesi

Bir dogru ile bu dogrunun disindaki bir noktayi icinde bulunduran bir tek diizlem vardir.
Duzlem igindeki bir dogruya dik olan bir vektor, dizlem igindeki tim dogrulara diktir.
RY, .. a, eliptik i¢ carpim uzayinda, dizlem denklemi, eliptik i¢ ¢arpim kullanilarak
ifade edilebilir. Dizleme eliptik olarak dik olan bir vektor, dizlem Uzerindeki tim vek-
torlere eliptik olarak dik olacagindan, eliptik i¢ carpimlari sifir olacaktir. O halde dizlem
denklemini belirlemede en énemli vektor, dizleme dik olan vektordir. Bu vektére di-

zlemin normali denir ve IN harfi ile gosterilir.

45.1. Bir noktasi ve normali bilinen dizlemin denklemi

RY .. ., eliptik i¢ carpim uzayinda, X = (1, m,...,x,) dizlemin degisken noktas
olsun. Bir P(py,ps, ..., p,) noktasindan gecen ve N — (n1,nse, ..., n,) vektdrune dik

R R . — . . o —_— —
olan hiperdiizlemin denklemi, PX vektort N vektoriine daima dik olacagindan B(PX, N) =

0 esitligi yardimiyla elde edilir (Sekil 4.4).

Sekil 4.4. P noktasindan gegen ve N vektoriine dik olan diizlem
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O halde, R, ,, . eliptik i¢ carpim uzayinda bir hiperdizlem denklemi

B((x1 — p1,29 — pay .oy Ty — Pp), (N1, 02, ...,m,)) =0
esitliginden
aini(z1 —p1) + agne(zy — p2) + -+ + apnn (T, — pp) =0 (4.10)
olarak elde edilir.

Sonug 4.68. (4.10) esitligi dizenlenirse duzlem denklemi,
ain1xy + agnoTs + - -+ + apnyx, + D =0 (4.11)

formunda yazilabilir. R}, ., eliptik i¢ carpim uzayinda bir dtizlem denkleminin nor-

..... a

malinin bulunmasi igin diizlemin degiskenlerinin katsayilarinin, eliptik i¢ carpimin kat-

sayllarina bélunmesi gerekmektedir. Yani R7},

a1,a2,...,4

_ eliptik i¢ carpim uzayinda (4.10)

veya (4.11) seklinde verilen bir duzlem denkleminin normal vektord,

2 ainy Aasgna ApNp
N

=( Pt R )= (n1,n9,...,ny)

seklinde bulunur. Ornegin, R? , , uzayinda,
dr+4y+22=5

dizleminin normali,

ﬁ
N =(3,2,1)

vektorudir. Oklid uzayindaki normal ise N = (3,4,2)’dir. Duzlemin normali eliptik
uzayda farkli oldugundan, eliptik uzayda dizlemle ilgili bagintilarda farkhliklar ortaya

cikar.

Teorem 4.69. R3 eliptik i¢c carpim uzayinda P, R ve Q noktalarindan gecen diizlem

a1,a2,a3

denklemi, X (z, y, 2) diizlem Uzerindeki degjisken nokta ve N = PR. x5 PQ olmak iizere,
<P—}>(, ﬁ>3 = 0 esitligi yardimiyla elde edilir.

Teorem 4.70. R3 eliptik i¢ carpim uzayindaki bir diizlem, iki dogruya paralel ise bu

a1,a2,a3

dogrularin dogrultman vektorlerine de paraleldir. Bu durumda, diizlemin normal vektor,
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dogrularin dogrultman vektorlerine dik olacaktir. Dogrularin dogrultmanlari w; ve s,

dlzlem uzerinde verilen nokta P (xq, vo, z0) Ve degisken nokta X(z, y, z) olmak Uzere,
B(W, x5 W2, PX) = Adet(W1, Wa, PX) = 0
esitligi dizlem denklemini verir. A # 0 oldugundan istenen diizlem denklemini
det(W, Wy, PX) =0

esitligi ile de bulmak mimkindr.

45.2. Eliptik i¢ carpim uzayinda iki diizlemin birbirine gére durumlari

R3 eliptik i¢ carpim uzayinda iki diizlemin birbirine gore durumlari normal vektor-

a1,a2,a3

leri yardimiyla incelenebilir.

wy: A+ Agy + Azz+ Dy =0Vewsy : Bix + Boy + B3z + Dy =0

diizlemlerinin normalleri sirasiyla

Al AQ A3 3 B1 Bg Bg

Ni=(CL 22050 ve Ny= (2, =2 =)

al’ag as al’ag as

ile belirlidir. 1ki diizlem birbirini kesiyorsa bir dogru boyunca keser. Iki diizlem birbirini

90° lik bir aciyla kesiyorsa diktirler. ki diizlem birbirlerini kesmiyorlar ise paraleldirler.

Iki diizlemin paralel olmasi durumu  w; ve w, diizlemlerinin normalleri sirastyla N
_> I e - - ﬁ _> - _)

ve N, olmak Uzere, w; ve wy duzlemleri paralel ise N; || N5 olmahidir. Bu ise, N; =

AN, olacak sekilde bir A € R sayisinin varhigr anlamina gelir. Yani; w; ve ws diizlemleri

paralel ise,
AL Ay A

A= — = =2 =_=
By By Bs

esitliginin saglanmasi gerekir.

Iki diizlemin dik olmasi w; : Ajz + Ay + Asz + Dy = 0 Ve wy : Biz + Boy +
B3z + Dy = 0 dizlemlerinin normalleri sirasiyla ﬁl ve ﬁg olmak Uzere, w; Ve ws

duzlemlerinin dik kesismesi icin ﬁl 1z ﬁg olmalidir (Sekil 4.5).
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@y N N,
\\ .
@]
L) N
L ﬂ
;'J /
/ ) ol 4
yd /
ady ;]

Sekil 4.5. Birbirine dik olan w; ve wy dizlemleri

Buna gore B(ﬁl, ﬁz) = 0 olmalidir. Yani; w; ve w, duzlemleri dik ise

A1By  AsB  A3B
1o, b AsBy

a a2 a3

=0

esitliginin saglanmasi gerekir.

Ornek 4.71. Riu iI¢ carpim uzayinda, = +y + 5z = 3ve 2z +y + kz = 4 duzlemlerinin

dik olmasi igin,
1-2 1-1 5-k

eyt =Y

esitliginden £ = —2 olmasi gerektigi bulunur.

Sekil 4.6. R} , , uzayinda birbirine ortogonal iki diizlem

Teorem 4.72. R3 eliptik i¢c carpim uzayinda

a1,a2,a3

wy A+ Ay + Asz+ Dy =0Ve ws : Bix + Bay + B3z + Dy =0
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duzlemlerinin normalleri sirasiyla N)l ve ﬁz olmak uzere,
— —
_ B(N;,Ny)
B= = =
N3 |5 N2||5

degeri, w, ve wy dizlemleri arasindaki aclyi verir. Bu deger pozitif ise, duzlemler arasin-
daki dar acinin kosiniisti; negatif ise, dizlemler arasindaki genis aginin sinust bulunmusg
olur (Sekil 4.7).

Sekil 4.7. w ve wy duzlemleri arasindaki aci

4.5.3. Eliptik i¢ carpim uzayinda bir dogru ile bir diizlemin birbirine gére durum-

lari

Bir dogru ile diizlem icin, (ic durum s6z konusudur.
i) Dogru diizleme paraleldir.
i) Dogru diizlemin igindedir.
iii) Dogru diizlemi keser.

R3 uzayindabir d : =" = 0 = 222 dogrusu ile, birw : Ar+By+Cz+D =

a1,a2,a3

0 diizlemi verilsin. Buna gére, dogrunun dogrultmani W = (a, b, ¢) ve diizlemin normali

A B
N = (—,—, Q) olacaktir.
a; Qo as

Bir dogrunun bir diizleme paralel olmasi  Dogru diizleme paralel ise, dogrunun dogrult-
mani ile dizlemin normali birbirine dik olur. O halde, dogru ile dizlem paralel ise,

— ~ =
u Lz N olacagindan

A B C
B(ﬁ,ﬁ) =0 aga— +adb—+azce—=0aA+bB+cC=0
aq (05} a9
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esitligi saglanmalidir (Sekil 4.8).

fN
b

Sekil 4.8. w diuzlemine paralel olan d dogrusu

Bir dogrunun bir duzlem icinde olmasi Dogru diizlemin icinde ise, dogrunun tiim
noktalari diizlem denklemini saglamalidir. Ayrica, dogrunun dogrultmani ile dizlemin

normali birbirine dik olur. O halde, P(xq, vo, z0), dogrunun bir noktasi olmak uzere,

I A$0+By0+CZO+D:O
.. — 4
. U 1lgN<=aA+bB+cC =0

esitlikleri saglanmalidir.

Bir dogrunun bir diizleme dik olmasi  Dogru diizleme dik ise, dogrunun dogrultmani
ile dizlemin normali birbirine paralel olur. O halde, dogru ile diizlem birbirine dik ise

% |5 N olacagindan

esitligi saglanmahidir (Sekil 4.9).

d

N
Af v

v

Sekil 4.9. w dizlemi ile dik kesisen d dogrusu

x—l_ _2—3

dogrusu birbirine dik olacak sekilde k& ve m degeri belirlenebilir. N = (1,1,k/4) ve

Ornek 4.73. R} , , i carpim uzayinda, = + 2y + kz = 3 diizlemiyle,
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U = (m, 1, 4) birbirine paralel olmasi gerektiginden,

m_1_ k4

1 1 4

olur. Bu esitlikten £ = 16 ve m = 1 olur. Aralarindaki a¢I da agagidaki verilen teorem

yardimiyla hesaplanabilir ve
sinflz = 1:>9327T/2
oldugu goralebilir.

4.5.4. Birdogru ile bir dizlem arasindaki acl

Teorem 4.74. R3 uzayinda bir d: =" = %% = === dogrusu ile, bir w: Az +

a1,a2,a3 b

By + Cz + D = 0 duzlemi verilsin. Dogru ile diizlemin arasindaki aci 0 ise, dogrunun
dogrultmani @ = (a, b, c) ile dizlemin normali N = (A/ay, B/ay, C/as) arasindaki agl
90° — 0 olacaktir (Sekil 4.10). Buna gore,

— 9 - =
N N
cos(90° — 0p) = M veya sinflg = M
] Nl 1IN
esitlikleri, istenen acly!i verir. Yani,
: aA+bB+ cC
sinfg = YERRERR e
Vaia? + agh? + az? | — + — + —
aq Q9 as
A (Aa+ Bb+ Cc)

Vaia? + ash? + ascvasasA? + ajasB? + a1a,C?

esitligi saglanir.

F4|

.

r’ i
S u 4
as /

-

Sekil 4.10. d dogrusu ile w diizlemi arasindaki agl
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Teorem 4.75. Uzerindeki iki dogrusu bilinen diizlemin denklemini bulabilmek igin, 6nce-
likle diizlemin normalini bulmak gerekir. Normali U¢ farkl sekilde bulmak mimkindr.

Bunun icin dogrularin dogrultmanlari ', ve W, dogru lizerindeki noktalar da P ve Q

olmak Uzere,
|)N) = ﬁl XBﬁ)Q
i) N = w, xzPQ
i) N = W,xzPQ

esitliklerinden biri kullanilabilir. Bundan sonra geriye dizlem denklemini belirlemek

kalir.

4.5.5. Bir noktanin bir diizleme olan uzakligi

Teorem 4.76. R3 eliptik i¢c carpim uzayinda verilen bir P noktasinin, normali N

a1,a2,a3

olan bir dizleme uzakhgi; S dizlem Uzerinde herhangi bir nokta olmak tzere,

‘B(ﬁ,s?)(
IN|s

formaldyle bulunur.

Ispat Normali N olan bir w diizleminin disindaki bir P noktasinin, dizleme olan uza-
khgi i¢c carpim yardimiyla bulunabilir. Dizlem Uzerindeki herhangi bir S noktasi igin,
SP vektoril ile, P *den dlizleme inilen dikme arasindaki agi 6 ise, P noktasinin diizleme
olan uzakhgi ¢ olmak Uzere,
N
¢ = ||SP||z|cos 05|

ile verilebilir.
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=1

Sekil 4.11. P noktasinin diizleme olan uzakhgi
Diger yandan, 0, N ile SP arasindaki acl oldugundan,

yazilabilir (Sekil 4.11). Boylece,

esitligi noktanin diizleme uzakhgini verir. O

Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.77. R3 eliptik i¢c carpim uzayinda verilen bir P(xg, 30, 29) noktasinin

a1,02,a3

Ax 4+ By + Cz + D = 0 dizlemine uzakligi, A i¢ carpim sabiti olmak tzere,

AQ\/(A(IQCLP,)Q + (Ba1a3)2 + (Oa1a2)2

ile bulunur.

Ispat Az + By + Cz + D = 0 diizleminin normali N = (A/ay, B/ay, C/asz)dir.

S(x1,y1, z1) dizlem Uzerindeki bir nokta olsun. Bu durumda,

A:L“l + By1 + CZl =-D
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olur. Bu esitlik kullanilarak,

— —
BON.SB)|  15((4/ar, B/as, Ca), (20 — 21,50 — 1,20 — 22)
INs V{AJa)? + (B/as)? + (Clay)?
|Azg + Byo + Czo — (Axy + aBy, + Cz)|
A%y /(Aazaz)? + (Bajaz)? + (Cajas)?
|AZE0 + Byg + Czy + D|

A2y /(Aazaz)? + (Bajaz)? + (Cajas)?

olarak bulunur. O

45.6. Paralel iki dizlem arasindaki uzaklik

Teorem 4.78. R3 eliptik i¢ carpim uzayinda, wi: Ax + By + Cz + Dy = 0 ve ws:

a1,a2,a3
Ax+ By + Cz+ Dy = 0 paralel duzlemleri arasindaki uzaklik, A i¢ carpim sabiti olmak
uzere,
|Dy — D |

,g p—
A%y /(Aazaz)? + (Bajaz)? + (Cajas)?

formUlu ile bulunur.

ispat P(x1, 41, 21) noktas w, diizlemi Uizerinde nokta olsun. Bu noktanin, w; diizlemine

uzakligi
B |Azy + Byy + Cz; + Dy|
B A%, /(Aasaz)? + (Bajaz)? + (Cajaz)?
formdili ile bulunur. P, w, diizlemi Gizerinde oldugundan, Ax; + By, + Cz; = — D, olur.

Buradan,
|Dy — Dy

B A2 \/(ACZQCI,3)2 + (Ba1a3)2 + (Ca1a2)2
olarak elde edilir. O

4.6. Eliptik i(; Carpim Uzaylarinda izdiJgUm ve Simetri

Eliptik i¢ carpim uzayinda bir A noktasinin verilen bir dogru tizerindeki izdtgiim noktasi
denilince, dogru Uzerinde A noktasina en yakin olan bir H noktasi anlagilir. A noktasinin
verilen bir diizlem Gzerindeki izdisiim noktasi denilince, diizlem tzerindeki A noktasina

en yakin olan bir H noktasi anlasilir. A noktasinin bir dogruya gore simetrigi denilince
AH A’ dogrusal ve dogruya dik ayrica |[AH| = |HA'| olacak sekilde A’ noktas anlasilir.
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A noktasinin bir diizleme gore simetrigi denilince, AH A" dogrusal ve diizleme dik ayrica
|AH| = |HA'| olacak sekilde A" noktasi anlagilir.

Teorem 4.79. Bir A noktasindan, dogrultusu U olan ve P noktasindan gecen bir d

dogrusu uzerine cizilen dikme ayaginin koordinatlari X = PA olmak Uzere,
B(X,q)_,

H=P+ ——=
"B

(4.12)

ile bulunur.

Sekil 4.12. A noktasinin dogru Uzerindeki izdlisiim noktasi
Ispat Dogrunun herhangi bir P noktasini alalim. PA=%X diyelim. Dogrunun dogrult-
man vektori de u olsun. Buna gére PA = x vektorinin, u vektoru tzerindeki dik

B(X,w)— —

—> I I e
Bi.. = PH vektoru oldugundan

izdisum vektorl, X p,., = garw u olur. X
B(X,W)_, B(X,W)_,
Bw,v) " "B
elde edilir. O

Ornek 4.80. Ri’,u eliptik ic carpim uzayinda A(1,1,1) noktasinin £+ = y — 3 = z
dogrusuna en yakin oldugu noktanin koordinati, P(3,4,1) dogru Uzerindeki bir nokta,
PA =% = (—2,-3,0) ve dogrunun dogrultman vektsri @ = (2,1,1) olmak Uzere
(4.12) formalunden

B((-2,-3,0),(2,1,1))
B((2,1,1),(2,1,1))

H = (3,4,1)+

111 1
= Gy

(2,1,1)

olarak bulunur. (4.12) formili kullaniimadan da H noktasi bulunabilir. H noktasi dogru

Uzerinde oldugundan koordinatlari

r—1

2

=y—3=z=t=HQ2t+1,t+3,1)
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formundadir.
_ _
AH 1lgd < B((2t,t+2,t—1),(2,1,1)) =4t +2t+4+2t—2=0

esitliinden ¢ = —1 olur. O halde, H noktasinin koordinatlari: H (2t + 1,¢ + 3,¢) =

H(3,4,—1) olarak bulunur.

Teorem 4.81. Bir A noktasindan, normali N olan ve P noktasindan gecen bir w dizlemi

lzerine ¢izilen dikme ayaginin koordinatlari

H=A+2202UN (4.13)
B(N,N)
ile bulunur.

4 aN

X

&
i
w P

Sekil 4.13. A noktasinin dizlem tzerindeki izdlsim noktasi
Ispat Diizlemin herhangi bir P noktasini alalim. AP = x diyelim. AH vektori AP =

X vektorinin N vektori iizerindeki dik izdlisum vektorudar. Buna gore

X, N) B(AP,N)

X — —

N,N) B(N,N)
elde edilir. OJ
Ornek 4.82. R}, , eliptik i¢ carpim uzayinda =+ 4y — 2z = 5 diizleminin, A(1, 2, 3) nok-

tasina en yakin koordinatlari, dizlem uzerindeki herhangi bir nokta P(—1, 2, 1), diizlemin

.2 — e - ve e
normali N = (1,2, —1) ve X = AP = (—2,0, —2) oldugundan (4.13) formiliinden

B(AP, N 2 13 26 31
—

Heas BUP NG (054 2021y = (23 26 3L

B(N,N) 11 111111
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olarak bulunur. (4.13) formili kullanilmadan da Z noktasi bulunabilir. Istenen nokta
H(a,b, ) olsun. AH = (a — 1,b—2,¢ — 3) olup

-1 b-2 c¢-3
1 2 -1

olmalidir. Buradan H(a,b,c) = H(k + 1,2k + 2,—k + 3) olur. H noktasi dizlem

—_— = a
AH | N < —k

denklemini saglayacagindan
k+1+42k+2)—2(—k+3)=5

esitliginden, & = - olur. O halde /(32,28 31) elde edilir.

Teorem 4.83. Herhangi bir A noktasinin, dogrultusu  olan ve P noktasindan gecen bir
dogruya gore simetrigi olan noktanin koordinatlari
—

. _B(PA )

A=20"""" " +2P- A 4.14
Bw.w) " (4.14)

ile bulunur.

AF

J
Sekil 4.14. A noktasinin bir dogruya gore simetrigi olan nokta

Ispat PA vektori, PA' = PH+ HA = PH + %AA seklinde ifade edilebilir. PH

vektord, PA vektoriiniin, U vektori tizerine dik izdiisimil oldugundan,

yazilabilir. Bdylece
dolayisiyla

elde edilir. 0
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Ornek 4.84. R? , , eliptik i¢ carpim uzayinda A(1,2, 3) noktasinin = = y = = dogrusuna
gore simetrigi olan noktanin koordinatlari, do§runun dogrultman vektérii w = (1,1, 1)
ve dogru uzerindeki herhangi bir nokta P = (0,0, 0) olarak alinabileceginden PA =

(1,2,3) olur ve (4.14) formilinden

A = 2

(1,1

L,

12

) 5 )

olarak elde edilir. (4.14) formiilu kullaniimadan da A’ noktasi bulunabilir. A noktasinin
—

simetrigi olan noktay1 A'(a, b, c) ile gosterelim. Buna goére, AA" = (a — 1,b — 2,¢ — 3)

E—

olur. B(AA', W) = 0 esitliginden, a + 2b + 2¢ = 11 olur. Ayrica

_A+A (a—i—l b+2 c+3

o2 2 272

0 )

noktasl x = y = z dogru denklemini saglamalidir.

a+1_b+2_c+3_
2 2 2

k

diyelim. a = 2k — 1,b = 2k — 2 ve ¢ = 2k — 3 esitlikleri, a + 2b + 2¢ = 11 esitliginde
yazilirsa, 10k = 22 esitliginden k& = 1! olur ki buradan A'(1", 12, T) elde edilir.
Teorem 4.85. Bir A noktasinin, normali N olan ve P noktasindan gecen bir w dizlemine

gore simetrigi olan noktanin koordinatlari
A=A+2 N (4.15)
ile bulunur.
4 AN
|
;Z//ﬂ ’
< o H

'.*]I

Sekil 4.15. A noktasinin bir diizleme gore simetrigi olan nokta

55



BULGULAR VE TARTISMA M. EROL

Ispat Vektorlerde toplama islemine gore, PA' = PA+AA = PA+2AH seklinde ifade
edebiliriz. AH vektord, AP vektorinan, N vektorii Gizerine dik izduslimi oldugundan

AH = BAPNIY yazilabilir. Buradan,

B(N,N)
B(AP. N B(AP,N
A—poa-p42BARTIN Ly g BTN
B(N,N) B(N,N)
elde edilir. -

Ornek 4.86. Rim eliptik i¢c carpim uzayinda A(1,2,3) noktasinin x + 4y — 2z = 5
diizlemine gore simetrigi olan noktanin koordinatlari, diizlemin normali N = (1,2,-1),
duzlem Gzerindeki bir nokta P(—1,2,1) olarak alinabilir, buna gore AP = (—2,0,-2)

olur ve (4.15) formiliinden

ERELR

o1 1

olarak elde edilir. (4.15) formiilii kullaniimadan da A’ noktasi bulunabilir. A noktasinin
—

simetrigi olan noktay1 A'(a, b, ¢) ile gosterelim. Buna gére, AA" = (a — 1,b — 2,¢ — 3)

—
olur. AA" || N oldugundan

esitliginden a = k 4+ 1,b = 2k + 2 ve ¢ = —k + 3 elde edilir. Ayrica

A+ A a+1b+2 c+3

H ( ) )
2 2 7 2 7 =2

)

noktasl x + 4y — 2z = 5 dizlem denklemini sagladigindan dolayi diizlem denkleminde
yazilirsa, a + 4b — 2¢ = 7 denklemi elde edilir. « = k+1,b =2k +2vec = —k + 3
esitlikleride a + 4b — 2c = 7 denkleminde yazilirsa, 11k = 4 esitliginden k£ = <% olur ki

bu deger yerine yazilirsa A'(12, 39, 22) elde edilir.
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4.7. Eliptik I¢ Carpim Uzaylarinda Dénme Dénuistimii

Eliptik donme, bir vektor etrafinda bir agi boyunca elips tGzerindeki bir noktanin hareke-
tidir. Bu bolimdeki amag; eliptik donmenin olusturulmasi ve eliptik i¢ carpim ile eliptik
vektorel carpim kullanilarak elipsoid Uzerindeki bir noktanin hareketini yorumlamaktir.
Eliptik donme matrisi olusturmak i¢in oncelikle ilgili i¢ carpim kullanarak, eliptik ortog-
onal matris ve eliptik ters-simetrik matris tanimlanmistir. Ardindan, eliptik dénme matrisi
olusturmak icin Unli Rodrigues, Cayley ve Householder yontemlerinin eliptik versiyon-
larini kullanilmistir. Son olarak eliptik kuaterniyonlar tanimlanmis ve bu kuaterniyonlar
kullanarak eliptik bir dénme matrisi olugturulmustur. Her yontem kanitlanmistir ve birkag
sayisal 6rnekle birlikte verilmistir.

Donme, aralarindaki mesafeleri degistirmeden noktalari hareket ettiren bir donlisim
olan bir izometri ornegidir. Ug boyutlu dénme, Kati bir cismin, bir eksen etrafindaki
hareketini tanimlayan ve donme matrisi olarak adlandirilan ortonormal matrisle ifade
edilebilen dogrusal bir donusumdir. 3 x 3 dénme matrisleri, SO(3) ile belirtilen 6zel
bir abelian olmayan ortogonal grup olusturur. 3 x 3 donme matrisleri grubu, 3 boyutlu
bir uzayda donme grubuna izomorfiktir. Bu, donme matrislerinin ¢carpiminin, déntslerin
bilesimine karsilik geldigi anlamina gelir. Donme matrisleri geometri, kinematik, fizik,
bilgisayar grafikleri, animasyonlar ve kati cisim donistmlerinin tahminini iceren opti-
mizasyon sorunlari hesaplamalari igin yaygin olarak kullanilir. Bu nedenle, bir donme
matrisinin Uretilmesi matematikte 6nemli bir problem olarak kabul edilir.

Iki boyutlu Oklid uzayinda, temel dogrusal cebir veya karmasik sayilar kullanilarak
kolayca bir donme matrisi olusturulabilir. Benzer sekilde, Lorentz diizleminde, hiperbo-
lik sayilarla bir donme matrisi olusturulabilir. Daha yuksek boyutlu uzaylarda, bir donme
matrisinin her siitunu ve satiri sirasiyla diger tim sttunlara ve satirlara dik bir birim vektor
olmasi gerektiginden, i¢ carpim kullanarak bir ddnme matrisi elde etmek pratik degildir.
Bu kisitlamalar, i¢ carpim kullanarak bir donme matrisi olusturmay!i zorlastirir. Bunun
yerine daha yiksek boyutlu uzaylarda, birim kuaterniyonlar, Rodrigues formull, Cay-
ley formill ve Householder dénustimi gibi diger cesitli yéntemler kullanilarak dénme
matrisleri olusturulabilir.

Bu yontemlerin kisa bir incelemesi yapilarak, eliptik versiyonlari elde edilecektir.
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1. Birim Kuaterniyon: Her birim kuaterniyon, 3 boyutlu Oklid uzayinda bir dénme
temsil eder. Bir donme matrisi olusturmak icin yalnizca dort sayi yeterlidir, tek
kisitlama kuaterniyon normunun 1’e esit olmasidir. Ayrica bu yontemde dénme
acisi ve donme ekseni kolayca belirlenebilir. Ancak, bu yontem yalnizca (i¢ boyutlu
uzayda gecerlidir (Schmidt ve Nieman 2001; Vicci 2001). Lorentz uzayinda, siradan
kuaterniyonlar yerine timelike split kuaterniyonlar kullanilir (Ozdemir ve Ergin

2006; Ozdemir vd. 2013).

2. Rodrigues Formili: 7" “nin ters simetrik matris ve donis agisinin 6 oldugu, e?”
ustel matrisi kullanilarak bir ortonormal matris elde edilebilir. Bu yontemde, 3
boyutlu Oklid uzayinda bir dénme matrisi olusturmak icin yalnizca tg¢ sayi gerekir
(Bracket 1984; Murray 1994; Politi 2001; Kula vd. 2005). Bu (g sayiyla ayarlanan
vektor donme eksenini verir. Bu yontem n boyutlu Oklid ve Lorentz uzaylarina
genisletilebilir (Gallier ve Xu 2000; Eberly 2007; Mebius 2007; Gallier 2014;
Ozdemir ve Erdogdu 2014).

3. Cayley Formull: T ters simetrik bir matris olmak tzere, C = (I +T)(I — T)™*
formall bir donme matrisi verir. Dénme matrisleri, trigonometrik islevler kullan-
madan Cayley formiilii tarafindan verilebilir (Cayley 1889; Selig 2007; Ozkaldi ve
Giindogan 2010; Erdogdu ve Ozdemir 2015; Norris 2018).

4. Householder Déniisiimii: Householder doniisiimii bize bir yansima matrisi verir. 1ki
Householder dontsumi kullanarak bir donme matrisi elde bulunabilir. Bu yontem
zarif bir yontemdir ancak uzun ve sikici olabilir. Bu yontemde, dénme agisi ayrica
hesaplanmalidir. Bu donusiim birkag skaler ¢arpim uzayinda kullanilabilir (Uhlig
2001; Mackey vd. 2004; Aragén-Gonzalez vd. 2006; Fuller 2011; Rodriguez-
Andrade vd. 2011).

Bu yontemleri kullanarak, 6zellikle Oklid ve Lorentz uzaylarinda dénme matrisleri
uretmeye iligkin ayrintilar, bazilari referans bolumunde verilen cesitli makalelerde bu-
lunabilir. Bu yazarlar ¢cogunlukla iliskili matrisleri diag(+£1, ..., 1) olan pozitif belirli
skaler carpim uzayindaki donme matrislerini incelemis ve sonuclari geometrik olarak yo-

rumlamigtir. Ornegin, iliskili matrislerin sirasiyla diag(1,1,1) ve diag(—1,1,1) oldugu
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tic boyutlu Oklid ve Lorentz uzaylarinda dénme matrisleri olusturmak igin kuaterniyonlar
ve timelike split kuaterniyonlar kullanilmistir. Bu uzaylarda, 22 + y? + 2% = r? kiresi
veya —z% + 4% + 22 = +r hiperboloidleri tizerinde donmeler meydana gelir. Yani Oklid
ve Lorentz donme matrisleri kiresel ve hiperbolik dontsleri anlamamiza yardimci olur.
Oklid uzayinda, bir dénme matrisi bir noktay veya kati bir cismi bir eksen etrafinda
dairesel bir aciyla dondurdr. Yani hareket bir daire Gizerinde gercgeklesir. Benzer sekilde,
Lorentz uzayinda, bir donme matrisi, donme ekseninin sirasiyla timelike veya spacelike
olmasina bagl olarak bir noktayi bir eksen etrafinda dairesel veya hiperbolik olarak bir
aclyla dondirdr.

Bu bolimde, aq, as, ag € RT olmak Uzere iligkili matrisi diag(ay, as,az) olan i¢
carpim uzayinda, ortogonal matrisler olan eliptik dénme matrislerini arastirilacaktir. 11k
olarak, verilen elipse (veya elipsoide) uygun bir i¢ carpim secilmelidir, dyle ki bu elips
(veya elipsoid) i¢ carpim uzayi icin bir daireye (veya kiireye) esdegerdir. Yani, i¢ carpim,
elips (veya elipsoid) tzerindeki herhangi bir nokta ile orijin arasindaki mesafeyi degistirmez.
Bir elipsoid Gzerindeki hareketin yorumlanmasi 6nemli bir kavramdir ¢linkii gezegen-
ler genellikle elipsoidal sekillere ve eliptik yoringelere sahiptir. Elipsoidin geometrisi,
afin dontstmler kullanilarak incelenebilir ¢link, bir elipsoid, birim kirenin afin haritasi
olarak dustnlebilir. Ornegin, elipsoid 2 = {x € R?® : ||z|| = 2'Azx < 1} ve birim
kire S? = {z € R? : ||z|| = a'z < 1} icin, T(z) = Az + ¢, z € €% afin donlsimind

kullanarak £2 = S? yazilabilir. Yani, Q = AA? olmak Uzere,

Boy(e?) = Boy(T(S?)) = \/det QBoy(S?) = \/det Q4 /3

oldugu goruldr. Bu bélimdeki amag
.’L’2 y2 22
; + = + g =1
elipsoidi Uzerindeki hareketi; uygun i¢ carpim, vektorel ¢arpim ve ortogonal matrisleri
kullanarak, donme olarak agiklamaktir. Bu yontemde eliptik i¢ carpim, vektorel carpim
ve eliptik acilar ¢ (6, 8) = (acosfcos 3,bcosfsin 3, csin §) parametrizasyonunun 6 ve
B parametreleri ile uyumludur. Eliptik donme matrisleri tretmek igin klasik yontemleri
kullanilacaktir. Kaynak taramasinda, oncelikle belirli bir elipsoid i¢in uygun bir i¢ carpim

ve bir vektdrel carpim tanimlandi. Daha sonra bu eliptik i¢ carpim alaninda simetrik, ters-
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simetrik ve ortogonal matrisler tanimlandi. Simdi, eliptik dénme matrisleri kullanarak bir
elipsoid Gzerindeki hareketi inceleyelim.

Tanimlanacak i¢ carpimla uyumlu cesitli klasik yontemler (Cayley formiill, Rodrigues
formili ve Householder donusum gibi) kullanilarak eliptik ddnme matrisleri Uretilecek-
tir. Ayrica, eliptik kuaterniyonlar tanimlanip, birim eliptik kuaterniyonlar kullanilarak

eliptik dénme matrisleri Uretilecektir.

4.8. Eliptik D6nme Matrisi Olusturma

Bu bélimde klasik yéntemlerin eliptik versiyonlari kullanilarak eliptik donme matrisleri
uretilecektir.

(E) : a12% + asy® = A\, A\, a1,a3 € RT

biciminde verilen bir elips i¢in B(ﬁ, 7) = ayuivy + agugvy i¢ carpimini kullanihir. Yani
calistlacak i¢ carpim uzay! R?le dir. Bir eliptik dénme matrisi, (E) Gzerindeki bir dénusi
veya (E) "ye benzer herhangi bir elips Uzerindeki donuist temsil eder. Ayni dis merkezlige
sahip elipslere, benzer elipsler denir. Bir elipsin sekli, sadece (E) denklemdeki a /a2 ve

A oranina bagl oldugundan, dénme matrisini etkilemez.

4.8.1. Rodrigues dénme formala

Rodrigues donme formdili, ddnme matrisleri olusturmak icin kullanigli bir yéntemdir. Bir
donds ekseni ve bir aci verildiginde, bu yontemi kullanarak kolayca bir donme matrisi
olusturulabilir. Herhangi bir T ters simetrik matrisi icin, e Ustel matrisi her zaman bir

dénme matrisi verir. Bu yontem, Rodrigues formilu olarak bilinir.

Duzlemde eliptik donmeler (2.4) e gore bir ters simetrik matris

S0 —vava
Vil 0

olarak ifade edilebilir. Yani 7" matrisi, 72 = QT esitligini saglanir. 7' nin karakteristik
polinomu, P(z) = 22 + 1 dir. Boylece T2 = —1 esitligi saglanir. Ustel matris kullanarak

eliptik dénme matrisi kolayca elde edilebilir.
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Teorem 4.87. T bir B-ters simetrik matris olsun. O zaman

Vaz

cos 6 —Y_2gin @
Ry =e" =1+ (sin0)T + (1 — cos 0)T? = Var
%sin@ cosf

Ustel matrisi, a, 22 + asy® = \, A\, a1,as € RT elipsi boyunca, eliptik bir donis saglar.

Yani R% matrisi R2_  uzayinda eliptik bir donme matrisidir (Ozdemir 2016).

ai,a2

Sonug 4.88. Benzer tim elipsler ayni eliptik ddnme matrislerine sahiptir.

Ornek 4.89. a(f) = (3 cosf,2sin ) parametreli (E,): %2 + *”4—2 = 1 elipsi ele alinsin.
A=a(n/4) = (3v2/2,V?2)

ve

B=a(r/4+1/3) = (3V2/4 — 3v/6/4,v/2/2 + V6/2)

noktalari secilsin. Yani, A noktasi 7/3 agisi boyunca eliptik olarak dondurulirse, B nok-
tasi elde edilir. Teorem (4.87) yardimiyla da, bu elipsler icin eliptik donme matrisi hesa-
planabilir. Elips (E;) e gore W= (uy,us) ve v =(v1, v5) olsun. Eliptik ddnme matrisini

hesaplamak igin dnce eliptik i¢ carpim,

B(W. V) = Ui1v1 U2V2

olarak segilir. Yani uzayimiz Rf/971/4 oldugundan i¢ ¢arpim sabiti A = 1/6 ve T', B-ters

simetrik matrisi
0 -3/2

2/3 0

T —

seklindedir. 72 = —I olduguna dikkat ediniz. Eliptik donme matrisi

_ 3sinf
RE _ 70 _ cost) —==

2sin 0

3 cos

olarak bulunur. Burada R, R3/91/4 de bir B-ortogonal matristir. Yani, det R§ = 1ve

(REYTQ(RE) = Q esitlikleri saglanir. § = /3 igin

B /2 —3v3/4
O VEYE R ¥
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bulunur. Yani, A noktasi eliptik olarak dondurilurse,
B = RE(A) = (3v/2/4 — 3v/6/4,v/2/2 + V6/2)

elde edilir. Boylece (E;) icin eliptik donme matrisini kullanarak ayni sonuca ulagsilir.
B _ A D ; _ Bxy) _1 =

| R§(A)]|; = 1vex =OAile y =OB arasindaki aginin cos = Ioivis = 3 olduguna

dikkat ediniz. Eliptik donme matrisi R5 nin, (E;) ’e benzer bir g—z + % = 1 elipsi Uz-

erindeki hareketi yorumlamak igin de kullanilabilecegi gorulebilir (Sekil 4.16).

"

el i) (Feos @, Dein ) and H(0) Goos @, 4 sin i)

Sekil 4.16. Rf/g,m dizlemindeki eliptik donme

3 boyutlu eliptik donmeler a1, as,a3 € R* olmak lzere a,2? + asy? + azz? = 1
elipsoidi verilsin. Bu elipsoidin i¢ carpimi W= (u;, ug,u3) Ve ¥V = (vy,vs,v3) iGin
B(W, V) = ajuiv; + agugvs + agusvs seklindedir. Ayrica A = /arazaz olmak (izere,

U xp Vv vektorel carpimi

el/al ez/a2 e3/a3

U xgVv = Adet Uy Us U3
vy Vg U3
0 —ug/a;  uz/a U1
= A wus/ay 0 —uy/as Uy
—ug/az  ui/as 0 U3
= T[v]
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seklinde yazilabilir. Burada

0 —uz/ay  ug/ay
T=A| wus/ay 0 —uy/ay (4.16)
—us/az  ui/as 0
R3 .4, Uzayinda bir ters simetrik matristir. Yani 7" matrisi 7'Q = —QT esitligini
saglar. Bu nedenle, Rgl,am uzayindaki vektorel carpim, ters simetrik bir matrisle carp-

maya karsilik gelen dogrusal bir dénusiim olarak gorulebilir. 7" nin karakteristik poli-
nomu, 6zdederleri z; = 0 ve x5 3 = + || || i olan P(z) = 2* + HE’HZm polinomudur,
T3 + ||H>H2 T = 0 karakteristik polinomuna gére, u € R? birim vektori alinirsa,

a1,a2,a3

T3 = —T elde edilir ve Rodrigues ve Cayley formalleri kullanilabilir.

Teorem 4.90. W = (uy,up, us) € R3

ai,a2,a3

bir birim vektor ve (4.16) biciminde bir ters
simetrik matris 7" olsun. Rf’ﬁ) = el = I + (sin®)T + (1 — cos9)T? Ustel matrisi,

a12% + asy? + azz? = 1, a; € RY elipsoidi Gzerinde eliptik bir dénis verir. Ayrica, Rf’“

matrisi,
aju? + (1 — aju?)ch —AZ—?SG — aguqus(cld — 1) Az—ise — azuyuz(cd — 1)
—Azzs" — ajuyug(ch — 1) asu3 + (1 — agui)cl —Az—ise — aguguz(ct — 1)
_Aq;isﬁ — ayugug(cd —1) 24l gouug(ch — 1) asu2 + (1 — azu2)ch

(4.17)
olarak ifade edilebilir. Burada @ = (uy,us, u3) donis ekseni ve 6 eliptik donis agisidir
(cos 8 = cf, sinf = s8) (Ozdemir 2016).

Ispat U vektori R3 uzayinda birim vektor oldugundan 73 = —T esitligi saglanir.

a1,a2,a3

Yani,

0*12  —@*T  —0*1? 0T 057
Bu 0T
R, = e =1+0T+ o + i + m + 5l + ol

3 5 2 4 6
= [+T(9_‘9_+0__...)_|_T2<9__0__|_9__...>

3 5l 20 41 6!

0> 0 ) 0> 0t 6"

= I+T(sinf) +T?(1 - cosb)
esitligi saglanir. Bu formall
—aguj — azuj = ajuj — 1
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esitligini kullanarak genigletirsek, donme matrisi (4.17) bigiminde bulunur. O

Ornek 4.91. 2 + ¥ 4 2 — 1 elipsoidinin bir parametrizasyonu

a(f,8) = (2cos B cos 3,2 cosfsin 3, 3sinf)
seklinde yazilabilir. Burada 6 € [0, 7) ve 5 € [0, 27) dir. Elipsoid uzerindeki
A = a(30°,30°) = (3/2,/3/2,3/2)
ve
B = a(120°,30°) = (—V/3/2,-1/2,3V3/2)
noktalari icin, A noktasini B noktasina eliptik olarak dondiren donme matrisi verilen
yontemle bulunabilir. a; = a; = 1/4 ve a3 = 1/9 oldugundan A = 1/12 dir. Ik olarak,

—> % e - - 3 - I
x = OAvey = OB vektérlerinin Ry, , , , 4 uzayindaki vektorel carpimini kullanarak,

u donme ekseni bulunmalidir.

4 47 9k

Xxgy = % 3/2  V3/2  3)/2
—V/3/2 —1/2 3v/3/2
= (1,—v/3,0).

XxpY, R}, 141 Uzayinda birim vektor oldugundan, W = (1, -+/3,0) olarak bu-

lunur. Boylece (4.17) esitligini kullanarak eliptik dénme matrisi

9cosf +3  3v3(cosf —1) —4v/3sind
RYT(0) = 1—12 3v/3(cosf —1)  3cosf+9 —4sin 6
9v/3sin 6 9sin 12 cosd
olur. Bu matris, elipsoid ile orijinden gecen diizlemin kesisimi ve u ’ya B-ortogonal
olacak sekilde biyuk bir elips tizerinde eliptik bir dénmeyi tanimlar. Duzlem denkleminin
x = /3y oldugu kolayca bulunabilir. Boylece, Ry, y> + 22 = 1, y = /3z biiyik elipsi
iizerindeki eliptik bir doniisii temsil eder. Ayrica, cosf = B(X,y) = 0 oldugundan,

eliptik donus agisi /2 dir (Sekil 4.17). Boylece

3 —3V3 —43
1
L B _ 4.18
9V3 9 0
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bulunur. (4.18) matrisi, A noktasini buytk elips y* + 12% = 1, y = +/3z tizerinde eliptik

olarak B noktasina dondurdr.

-, /

| /

/
\Rw i /

Sekil 4.17. R?l’/471/4,1/9 uzayindaki eliptik donme

Sonug 4.92. (4.17) matrisinin 6zdegerleri z; = e, x5 = e ve x5 = 1 dir. Ayrica, 1’e

karsilik gelen dzvektor, hareketin doniis ekseni olan o vektoridiir.

A, do € RY olmak Gzere a2 + agy? + az2? = A\ ve a12? + axy? + asz® = Ay

elipsoidleri benzer olarak adlandirilir.

4.8.2. Eliptik cayley donme matrisi

1846°da Arthur Cayley, ters simetrik matrisler kullanarak ¢zel ortogonal matrisleri ifade
etmek i¢in bir formal kegsfetti. Buna Cayley donme matrisi denir. Bu bolumde, i¢ ¢arpimi
B olan, herhangi bir elipsoid igin Cayley donme matrisini agiklayacagiz. Buna kisaca
B-Cayley donme matrisi denir.

Cayley donme matrisi, trigonometrik islevleri kullanmaya gerek kalmadan, dénme
matrisleri igin bir parametrelendirme saglayan kullanisli bir aractir. Tersinir 7' matrisi
n x n tipinde ters simetrik bir matris olsun. 7" nin tersi (/ — 7") dir. Cayley formulu T
matrisini (I + 7)(I — T)~! e donustirir. SO(n), Cayley formili araciligiyla so(n) "ye

izomorfiktir. Yani Cayley donistimd
C :s0(n) — SO(n)
T—-CT)=I+T)I-T)"
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olarak tanimlanir.

Bir M matrisinin 6zdegeri —1 ise, o zaman (I — M) tersinir degildir. Ancak, T’
ters simetrik oldugundan, tiim 6zdegerleri Oklid uzayinda tamamen hayalidir ve (I —
T) tersinirdir. Yani, Cayley formulu tlim ters simetrik matrisler icin iyi tanimlanmugtir.

Cayley donistimandin tersi
Cl=I-TYI+T)"!

ile verilmektedir.

Minkowski uzayinda, ters simetrik matrisin bir 6zdegeri —1 olabilir. Bu durumda,
Cayley formulu gecerli degildir. Minkowski uzayindaki Cayley formili hakkinda ayrin-
tili bilgi Blkgti (2006); Ozkaldi ve Giindogan (2010); Erdogdu ve Ozdemir (2015) tarafin-

dan verilmistir.

Teorem 4.93. U = (uy, u, us) € R3 ve (4.16) biciminde bir ters simetrik matris 7

ai,a2,a3

olsun.
REY — (I+T)I-T)"

matrisi, u vektoriiniin donus ekseni oldugu, a;2? + asy? + asz? = 1 elipsoidi tizerinde

eliptik bir donme matrisidir. Ayrica R%™ matrisi

24 24
aju? —uiday —uiaz +1  aguiug — 2 ugugay LM+ azugug + uuzas

1
2A 2A
W 8 4 ayuyuy + Ut asul —ula; —uiaz + 1  azusuz — T - upuzaz
B 2Auso 2Auy 2 2 2
aiuiug — + ujuzaq + asugus + usguzas asuz — uja; — uzas + 1

as ag

(4.19)
seklinde yazilabilir (Ozdemir 2016).

Ispat T, B-ters simetrik matris oldugundan 7 = —QT esitligi saglanir. Ayrica
(I+T)YQ=Q(-T)

ve

(I-T)Q=Q(I+T)
yazilabilir. Bu esitlikler kullanilarak
(REQURE™) = (I +T)(I —T) ™)' QU +T)I~T)'=Q
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oldugu géralebilir. Boylece, det(/ + T) = 1 + |||, ve det(I — T)~* = W
B

oldugundan, det(R5™) = 1 bulunur. Yani, R%™ eliptik bir désnme matrisidir. (4.19)

matrisi bazi sikici hesaplamalardan sonra elde edilebilir. O

P P 4 P

e [ [ R ]

Sonug 4.94. (4.19) matrisinin 6zdegerleri \; =

2
B

—i”ﬁ‘ﬂﬁz ve \3 = 1 dir. Ayrica 1’e karsilik gelen 6zvektdr, donme ekseni olan u’dur.
u
B

(4.19) matrisi, bir vektori, W = (u,us, u3) ekseni etrafinda a;2? + asy? + aszz? = 1

elipsoidi lzerinde
s
2|l

=

olmak Uzere eliptik ac¢i 6 boyunca, eliptik olarak dondurdir.

tanf = (4.20)

Ornek 4.95. +y—92+22 = 1 elipsoidi tizerinde U = (2, 3, 1) ekseni etrafinda bir eliptik

donusu temsil eden eliptik donme matrisi, (4.19) matrisi kullanilarak

0 0 2
3/2 0 0
0 1/3 0

olarak bulunur. Bu matrise karsilik gelen eliptik donus agisinin (4.20) formilinden —7 /3

oldugu bulunabilir.

4.8.3. Eliptik householder donusumu

Householder donustimi 1958 yilinda Alston Scott Householder tarafindan tanitildi. House-

holder dénuisiimii, ¥ nin sifir olmayan bir vektér oldugu

2V V!
vV v

biciminde dogrusal bir dénusiimdiir. Bu dénusiim, orijinden gecen ve ¥ ’ye ortogo-
nal olan bir dizlem veya hiperdiizlem hakkindaki bir yansimayi tanimlar. Dejenere ol-
mayan bilineer veya sesquilinear formlara sahip uzaylardaki Householder dontstmlerini
Mackey vd. (2004) incelenmistir. Her ortogonal donlistim, hiperduzlemlere gére yansi-
malarin bilesimidir. Bu, Cartan-Dieudonné teoremi olarak bilinir. Genellestirilmis skaler

carpim alanlari igin Cartan-Dieudonné teoreminin yapici bir kaniti Uhlig (2001) ve Fuller
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(2011) tarafindan verilmistir. Genellestirilmis reel skaler carpim uzaylari igin Cartan-
Dieudonné teoreminin alternatif bir kaniti Rodriguez-Andrade vd. (2011) ve digerleri
tarafindan verildi. Belirli bir ortogonal donusiimun bir yansimasi olarak carpanlara ayril-
masini(faktorizasyonunu) hesaplamak icin Clifford cebirlerini kullandilar.

Householder dontistimleri simetrik matrislerin tiggenlestirilmesinde ve nimerik lineer
cebirde @ R ayrigsmalarinin gerceklestirilmesinde yaygin olarak kullaniimaktadir (Gallier
2011). Householder dontsumu yirminci yizyilin en iyi 10 algoritmasi arasinda goster-
ilmektedir (Cipra 2000). Genellestirilmis Householder matrisleri, en basit genellestir-
ilmis ortogonal matrislerdir. Genellestirilmis bir Householder veya B-Householder ma-
trisi, non-B-izotropik vektér ¥ igin

ot
Hv(x) =2 — %x
formuna sahiptir. V' izotropik vektor ise V'QV #£0 esitsizligini saglar (Fuller 2011;
Rodriguez-Andrade vd. 2011).
R” _ reel eliptik i¢c carpim uzayinda eliptik bir dénme matrisi olusturmak igin

a1,a2,...,4

Householder donligimunin eliptik versiyonu kullanilacaktir. Hy = [h;] bir House-

nxn
holder matrisi olsun. ¢,; kronecker deltasi olmak tzere
QUZ‘UJ'ij
viQv

hij = 51']' —

seklindedir. H, Householder matrisi, bir B-simetrik ve B-ortogonal matristir. Bunlari
kanitlamak i¢in 6nce H%.Q = QH+ esitliginin saglandidi gosterilmelidir.

—
Vt

o)

v =B+, = ||’

pozitif bir reel sayidir. Gergekten,

——>¢ t
2VV Q) QO

=t =t

oldugundan 7, bir B-simetriktir. Ardindan H%. QH< = Q esitliginin saglandi§r gérilebilir.

_)—_>
ViQV

HLQ = <[—

HLOHs = QH:  (H< B-simetrik)

7t 7t
:QI—Z_‘:V_&? I—Z_YV_{Z
ViQV ViQV

9(1_277%2 VYV 4(VVIQ) (7th)>

Oy viav (vQv)?

= O
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Yani, H~ B-ortogonaldir. Yukaridaki dontsumleri kullanarak, eliptik yansima matrisini

a17? + axy? + azz® = 1 elipsoidi igin

HVHZ — 20/11]% —2a2U1U2 —2a3U1U3
1 2
H? = =73 —2a1v901 HVHB — 2a2v§ —2a3v903 (421)
171l e ,
—2a1v302 —2a9V302 || Vv HB — 2a3vs
olarak elde edilir.
Sonug 4.96. Householder donusimd, Ry . . uzayindaki bir vektortn uzunlugunu

degistirmez ve orijinden gecen B-ortogonal v vektorii boyunca bir diizlem etrafinda bir
eliptik yansima tanimlar. (4.21) matrisini kullanarak, herhangi bir elipsoid Gzerindeki

eliptik yansimalar ifade edilebilir.

Ornek 4.97. 222 + 2y% + 22 = 1 elipsoidi Uzerindeki bir noktay! orijinden gecen ve
v = (1,2, 3) vektériine B-ortogonal olan diizlem etrafinda eliptik olarak yansitan eliptik

yansima matrisi asagidaki gibi bulunur. Eliptik i¢ carpimi
B(X.,Y) = 2x1y1 + 2x2y2 + 23y3
bigiminde tanimhdir. Boylece
[V =212 +2.22 +1.32 =19
ve
15/19  —8/19 —6/19
He=| —-8/19 3/19 —12/19
—12/19 —24/19 1/19
bulunur. Bu matrisin determinanti —1 dir ve H-. QH = Q esitligi gecerlidir. A(1/2,1/2,0)
’nin yansimas! B(7/38,—5/38,—18/19) olarak bulunur. Kontrol edilirse : [AB] nin
orta noktasi C'(13/38,7/38,—9/19) dur. X = (z,y,2) olmak izere diizlem denklemi

B(V,X) = 0 esitliginden 2z + 4y + 32 = 0 olarak bulunur. Bu yiizden C' noktasi bu

duzlemde yatar. Ayrica, AB nin uzaya B-ortogonal oldugu kolayca gorulebilir.
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Sonug 4.98. B ig carpimi ile iliskili n boyutlu elipsoid igin, H+ eliptik yansima matrisi

HVHZ — 2alv% —2a9v1V9 —2a3v1v3 e —2a, V1V,
—2a1v9vq H?HZ — 2a2v§ —2a3v9v3 e —2a,,V9Un,
’H% = % —2a1v301 —2a9v309 HV)HZ, —2a3v3 - —2a,V30y,
¥
—2a1v,01 —2a9v,V9 —2a3v,V3 e HV)HZ — 2anv,21
bicimindedir. Burada V'* = (v, vs, . .., v,) dif.

Asagidaki teoremleri kullanarak, ayni uzunluktaki herhangi iki vektér X ve ¥ icin,
sirasiyla X vektoriini y vektorine ve X vektorinii —y vektériine yansitan eliptik
Householder dénustmleri, H% _ ile HE,

bize eliptik olarak X vektt')rUnu y vektorune donduren eliptik donme matrisini verir.

’yi belirlenebilir. Bu iki donistimin bilesimi

Teorem 4.99. X,y € R? oy, Vektorleri sifirdan farkli ve ||§>HB = H?HB olsun.
Efer V=X -7 ise
2—)%159
HY(X) =X~ g X =7
A% Vv

esitligi saglanir (Ozdemir 2016).
Ispat Dogrudan hesaplama ile
VIOV=B(X-¥,%-¥) =2|[R|} - 270X

ve

VIR =2 -F)(X-7)'0%= (X-7)2 ||} -27'%)

bulunur. Bu esitlikleri kullanarak

B2\ _ = 2VVQ _—>_(§>_?)(2H§>”B_2ytﬂx)_—>_—> - =
elde edilir. 0
Teorem 4.100. X,y € R?, ,, . vektorleri sifirdan farkli ve | X||, = ||¥]|, olsun.

Eger V=X+7Y ise
HE(X) ==Y
esitligi saglanir (Ozdemir 2016).
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Ispat Dogrudan hesaplama ile
VIOV=B(X+y,X+Y) =2||X|, + 2¥'QxX

ve

bulunur. Boylece

HE(X) =X — (X4+Y)=-%¥
olur. Ayrica
HE(-7)=F
esitligi yardimiyla
2y y'Q 2y (¥'2¥)
B - = - = =
HZ(=Y) = —Y+W}’— -yt Ty y

elde edilir. Bu

anlamina gelir. Béylece, X vektoriinii 'y’ vektorii Gizerine eliptik olarak dondiiren, eliptik
donme matrisini
__ qyB /B
RB - H?H;+?
olarak elde edilir. D6nme ekseni v vektoriidiir ve eliptik dsnme acisi eliptik i¢ carpim

kullanilarak bulunabilir. O

Ornek 4.101. 222+2y>+2% = 1 elipsoidi tizerindeki X =(0, 0, 1) vektériini y'=(2/5,2/5,3/5)

vektoriine dondiren, eliptik dénme matrisi asagidaki gibi bulunabilir. (4.21) matrisini

kullanarak

4 -1 =2
1
Hzyiy = 5 -1 4 =2
-4 —4 -3
ve
9 —-16 —12
1

Hy=5:]-16 9 -12
24 —-24 7
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elde edilir. Boylece dénme matrisi R(X) = y, detR = 1, RIfQR =  ve bunu

karsilayan
4 -1 2
R:H7H§+7=% -1 4 2
—4 —4 3

matrisidir ve burada €2 = diag(2, 2, 1) oldugu hesaplanabilir.

4.8.4. Eliptik kuaterniyonlar

Kuaterniyonlar 1843 yilinda Sir William R. Hamilton tarafindan kesfedilmis ve kuater-
niyonlar teorisi yirminci ytizyilin baslarinda donmeler gibi uygulamalari icerecek sekilde
genisletilmistir. Kuaterniyonlarin en énemli 6zelligi, her birim kuaterniyonun bir dénisi
temsil etmesidir ve bu 3 boyutlu vektor uzaylarindaki donmelerin ¢alisiimasinda dnemli
bir rol oynar. Birim kuaterniyonlari kullanmak, dénmeleri algilamanin yararli, dogal ve
zarif bir yoludur. Kuaterniyonlar 6zellikle bilgisayar grafikleri, animasyon ve kinematikte
kullantlir.

H kuaterniyon cebiri i = j> = k? = ijk = —1 esitliklerini saglayan {1,1,j,k}
baz elemanlarina sahip, birlesmeli, degismeli olmayan bir bolme halkasidir. Herhangi
bir ¢ kuaterniyonu ¢ = (qo, q1,92,q3) = qo + @11 + 2j+qsk veya ¢ = S, + V,, olarak
ifade edilebilir. Burada S, = ¢ ve V, = ¢ii + g2j+gsk sembolleri sirasiyla ¢ nun
skaler ve vektor kisimlarini gosterir. Eger S, = 0 ise ¢ "ya pur kuaterniyon denir. ¢

nun eslenigi g ile gosterilir ve g = S, — V,, olarak tanimlanir. ¢ = gy + ¢:i + ¢2j+qsk

kuaterniyonunun normu \/qg = /qq = /¢ + ¢ + ¢3 + ¢ ile tanimlanir ve N, ile
gosterilir. Eger ¢ # 0 ise ¢o = ¢/N, ya birim kuaterniyon denir. Birim kuaterniyonlar
kiimesi H; ile gosterilir. Her birim kuaterniyon gy = cos 8 4 ¢ sin 6 biciminde yazilabilir.
Burada ey, €2 = —1 esitligini saglayan bir birim vektordir. Buna kuaterniyon ekseni denir
(Schmidt ve Nieman 2001; Vicci 2001; Weiner ve Wilkens 2005).

q ve r kuaterniyonlari verilsin. O halde, R,(r) = ¢rq™! ile tanimlanan dogrusal
dontsum R, : H — H, r ile ayni norma ve skalere sahip bir kuaterniyondur. r kuaterniy-
onun skaler kismi R, altinda degismedigi i¢in sadece vektor kismi V. nin R, donistimu
altinda nasil degistigini inceleyecegiz. ¢V,.q~! kuaterniyon carpimi kullanilarak 3 boyutlu

Oklid uzayinda bir vektoriin donme hareketi yorumlanabilir.
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¢ bir birim kuaterniyon ise, dogrusal dénustim R,(V,.) = ¢V.,.q¢* kullanilarak, karsilik

gelen dénme matrisi,

G+ aG+a+a —200s+ 20102 2q90g2 + 2q143
Ry= | 201g2+2g3q0 45— ai+%— 0 29203 — 20190
2q193 — 29290 20100 + 2q243 46 — 4 — & + a3
olarak bulunabilir. Bu dénme matrisi, € = (q1, ¢2, g3) ekseni etrafinda 26 agisi boyunca

bir donlsu temsil eder. Lorentz uzayinda ¢ timelike kuaterniyonuna karsilik gelen dénme

matrisi
G+a+6+a 20190 — 20203 —2¢193 — 2G2q0
Ry= | 20q3+2900 ¢~ —G+6G  —2000 — 200
20290 — 2431 20201 — 2300 G5 — G + 45 — 43
dur. Birim timelike kuaterniyon kiimesi qg = 1,i2 = —1, j> = k? = ijk = 1 ozelliklerini
saglar.

Eliptik kuaterniyonlar Eliptik bir donme matrisi elde etmek icin 6nce a;2? + asy? +
asz? = 1 elipsoidine uygun eliptik kuaterniyonlar kiimesini tanimlanacaktir. a;, as, as €

R* ve A = ,/ajasaz olmak Uzere {1,1,j,k}

.2 -2 2
i“=—ay, j5= —ag, k" = —ag3

ve
ij :ék = —ji, jk :éi = —kj, ki :éj = —ik
as a )]
esitliklerini saglansin. Eliptik kuaterniyonlar kimesi H,, ,, ., ile gosterilecektir. Bu
kime, temel elemanlarimiz {1, 1, j, k} ile birlesmeli, degismeli olmayan bir blme halka-
sidir. a; = 1,a, = 2,a3 = 1 alinirsa, standart kuaterniyon cebirini elde edilir. Eliptik

kuaterniyon carpim tablosu asagida verilmistir.

1 i J k
1]1 i J k
i i —Qaq Ak/a,g —Aj/ag

j j —Ak/ag —Qa2 Ai/ag
k|l k Aj/ag —Ai/ag —as
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Eliptik kuaterniyon carpimi, p = po + ip1 + jp2 + kps ve ¢ = qo + iq1 + jgz + kgs

kuaterniyonlari igin
pq =pogo — B(Vy, V) + 0o Vg + @V, + V, x5V,

seklinde tanimlanir. Burada B(V,, V,) ve V,, x5 V, sirastyla eliptik i¢ carpim ve eliptik

vektorel carpimdir. Eger p ve ¢ plr kuaterniyon ise

pqg = _B(Vpavq) + Vp XB Vq
i/CLl j/ag k/CL3
= —(@p1q1 + apaga + aspsqs) + A p1 ps ps

41 a2 as
esitligi elde edilir. H,, , ., Uzayinda kuaterniyon ¢arpimi
| Po —aipr —G2P2 —asps 1 qo ]
o |7 ™ —ws =l @
D2 % Po —% a2
| P3 —% % bo | | B |

olarak ifade edilebilir. Ornegin p, ¢ € Hs; icin eliptik kuaterniyon garpimi

Do —2p1 —2p2 —p3 qo

D1 Po —Ps3 D2 q1
pq =
D2 D3 Po  —2p1 )}

Pz —2p2 2y Do q3

seklinde tanimhdir. p = 14+2i+3j+4k ve ¢ = 2+4i+j+3kigin pg = (—32,13,17,-9)

elde edilir. Bu iglem

LI1] i | j
ili| -2 |2k| —j

jljl—2k|-2] i
k|k| j | —i|-1

carpim tablosu kullanilarak da hesaplanabilir. H,, ., ., uzayinin bir Clifford Cebiri oldugu

Ozdemir (2016) tarafindan gosterilmistir. Boylece, herhangi bir eliptik i¢ carpim uzayi
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icin bir eliptik kuaterniyon cebiri olusturulabilir. Bir eliptik kuaterniyon ¢ = qo + iq1 +

jq2 + kqz nun eslenigi, normu ve tersi normal kuaterniyonlara benzer sekilde tanimlan-

abilir:
_ . . _ — ) 7
q=qo—iq1 —jg2 — kg3, Ny =+/qq3=+/qq = \/Q8+G1Q%+a2q§+a3qg,, ¢t = N
q
Ayrica her g = qo + iq1 + jg2 + kgs eliptik kuaterniyonu
2 2 2
cosf = L0 ve sing = Varat + a3 + asg;
N, N,
olmak Uzere
q = Ny(cosf + ¢ysind)
biciminde yazilabilir. Burada ¢, = (91,42,43) R3 ..., Uzayinda e = —1 esitligini

Var@+a2g3+asg3’ )
saglayan bir birim vektordur. ¢y, donme ekseni olarak adlandirilir. Ornegin, ¢ = 1 + 2i +

j+5k € Hy,; ise, 0zaman N, = V12 + 2.22 + 2.121.52 ve

1 v35(2,1 2,1
q:_ _(7 75):(3089—}_(, ’5)81119
6 6 V35 V35
yazilabilir. Burada ¢y = (2—&? R3 ..., Uzayinda e = —1 olan bir birim vektordir.

Teorem 4.102. Her birim eliptik kuaterniyon, bir elipsoid Uzerinde eliptik bir donisu

temsil eder. EGger
q=qo+iq +jga +kgs = cost + €y sin 6 € Hy, 4, a

bir birim eliptik kuaterniyon ise v € R3 olmak tzere, Ry(v) = qvg~* dogrusal déntisiimi
20 eliptik agisI boyunca, ¢, ekseni etrafinda eliptik bir donts verir. a;2%+ayy*+azz? = 1

elipsoidi icin ¢ kuaterniyonuna karsilik gelen eliptik dénme matrisi,

@ + a1q; — azgi — azq; 2a2q192 — 2% 2a3¢1q3 + 2%
Ry = 201¢1G2 + 2q°32A % — a1G; + axq3 — asq; 2a3492q3 — 2%
201¢193 — 2q°§§A 2a2G2q3 + 2‘102;A % — a1q; — axq; + azq;
(4.22)

dir (Ozdemir 2016).

Ispat Rj dondgtiminin, dogrusal bir dontisim oldugu ve normu korudugu géralebilir.

a1a2

. . aias. .
Rg(l) = (alfﬁqg - qiaz - q§a3)1+2(a1Q1qz + qoq3 ; 3)J+2(Q1CI3G1 — qog2 a_>k
\/ 2 3
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Q203 a10a9

Rg(j) = 2(a2q1G2 — qoqs @ )i+(a2q§ +q§ - Q%al - q§a3)j+2(azq2Q3 + qoq1 s )k
asas ., aias. .,
Ri(k) = 2(a3q143 + 902 Z 2)it-2(asqaqs — qogi %)J+(a3q§+q§—q3a1—q§a2)k
1 2

esitlikleri kullanilarak (4.22) elde edilir. Dolayisiyla, donme matrisi (4.22), a1 2% + asy® +
asz* = 1elipsoidi tizerindeki eliptik bir dsnme matrisidir. Yani, det Rj = 1 ve (Rj)'QRj =
Q esitlikleri saglanir. Ayrica, a; = 1,as = 1, a3 = 1 alinirsa standart ddnme matrisi elde
edilir. Simdi,

€0 XB €1=€2, €2 Xp =€, €1 Xp €2=€)
esitliklerini saglayan bir ortonormal {eg, €1, €2} klimesi secelim. Eger e, ¢, ve ¢; dlzle-
minde bir vektorse, onu

€ = COS aey + Sin aeq

olarak yazilabilir. R}(e) = geq!' vektoriini hesaplamak igin, R} dénustimi altinda e

.

ve ¢ in nasil degistigi hesaplanmalidir. 'V, ¢, ’a paralel oldugundan, (3.5) denklemi
vasitastyla geo = €oq Ve R,(€)) = geog™' = €0qqg' = € elde edilir. Dolayisiyla,
R} dontstimi altinda ¢, degismez. Bu, ¢, In donme ekseni oldugu anlamina gelir. Ote

yandan,

Ry(er) = qeaq™
= (cosf + eysinf)e;(cosf — ey sin )

= €1 cos’ 0 — cosOsinf(ereg) + cos fsin O(eger) — (€9€1)€q sin’ O
esitligi vardir. Ortogonal, pir kuaterniyonlar icin
€1€) = €1 XB €g= —€g XB €1= —€p€] = —€3
oldugundan,

Ry(e1) = e1cos® 0+ (e169)egsin® @ + 2¢; cos Osin f
= € co8’ 0+ 6163 sin? 0 + 2¢e5 cos O sin O

= €1 0820 + €5 sin 260

bulunur. Yani, ¢, R,(€) donusum ile e, civarinda 26 eliptik agisi boyunca déndralir. O
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Sonug 4.103. Bir elipsoid tzerindeki tiim eliptik donmeler, o elipsoid i¢in tanimlanan

eliptik kuaterniyonlarla temsil edilebilir. Matris (4.22) Riwws ic carpim uzayinda bir
dénme matrisidir ve a;2% + asy? + azz® = A\, X € R* (zerinde bir elips boyunca donis-
leri gosterir. Burada a;2* + azy® + asz® = 1 elipsoidinin R} . i¢ carpim uzayinin

birim kiiresi olduguna dikkat ediniz. Boylece, R} bir vektori, a12? + asy?® + azz? = 1
elipsoidi Uzerinde veya bu elipsoide benzer bir elipsoid tizerinde eliptik olarak dondurr.
Ayrica, R; matrisi eliptik i¢ carpim ve eliptik vektor carpimina baghdir ve ¢ € Hy, 4 a5
oldujunda, Rj € SOp(n) veya R} € SO, 4,.4,(n) Olarak yazilabilir. Her zaman uygun
eliptik kuaterniyon kiimesi ve dnceden belirlenmis bir elipsoide karsilik gelen i¢ ¢carpimi

kullaniimalidir.

Ornek 4.104. 222 +2y2 + 22 = 1 elipsoidi icin genel eliptik donme matrisi, (4.22) esitligi
kullanilarak,

@ +2¢1—2¢5— a3 Aqge — 2qoqs 2¢143 + 2qoq2

Ry = 4q192 + 2q0qs3 @ —2¢1 +2¢5 — q3 2g2q3 — 2qoq1
4q1q3 — 49042 202023 + 401 q§ — a1} — a2g5 + 43

bulunabilir. Q = diag(2, 2, 1) olmak tizere, det Ry = ¢2+2¢?+2q¢2+¢% = 1 dir. Ornegin,
kuaterniyon ¢ = (0,1/2,1/2,0), 222 + 2y* + 2? = 1 elipsoidi tizerindeki  eliptik acisi
boyunca, (1/2,1/2,0) ekseni etrafinda eliptik bir donust temsil eder. Bdylece eliptik

dénme matrisi

01 0
Ri=|10 0
00 —1

olarak bulunur. p ve g ayni tiirden iki birim eliptik kuaterniyon olsun. Bu durumda Ry ve
Rj, matrisleri, Ril’aws eliptik i¢ carpim uzayinda eliptik donme matrisleridir. Yani Rj
ve Ry, matrisleri bir vektorl, a;2” + asy® + asz® = 1 elipsoidi tzerinde eliptik olarak
dondirar. Bu donuglerin bilesimi, ¢p eliptik kuaterniyon carpimi ile ifade edilebilir.
Bilesik donmenin ekseni ve eliptik agisi gp ¢arpimi tarafindan verilir. Rgl(ﬁ) ="

ve R} (V') = W olsun. Buradan

w = R} (V)=R}(R) (W) =qR) (W)
= qpup ¢ = (gp)U(qp)" = RP(TW)
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dir. Bu,

R} Rj = Ry
oldugu anlamina gelir. Ornek olarak, birim eliptik kuaterniyonlar ¢ = (0, 3, 3,0) ve

p=(3,2,¢,2) olarak segilsin. Yani p, q € Hy; dir. I ve vektdr carpimlari sirastyla
B(?, ?) = Q1T1T2 + A2Y1Y2 + A32122

ve

A
XB ?:(a_l(%ZQ - y2z1)7 a—2(_1’122 + $221)7 a—3($1y2 - $2?J1))

—
X

dir. Burada X = (z1,y1,21) Ve Y = (Za,92, 22) dit p = po + ip1 + jp2 + kps ve
q = qo +iq1 + jg2 + kgs kuaterniyonlarinin, eliptik kuaterniyon ¢carpimi

Pq = Poqo — B(Vpa Vq) +poVy+aV,+V, X5V,

olarak tanimlanir. Boylece ¢p,

olarak bulunabilir. (4.22)’U kullanarak

01 0
R'=1110 0
00 -1

~1/2 —1/18 11/18
RP =1 1/2 -5/6 1/6
1 7/9  4/9

ve
1/2 —5/6 1/6

R"=| —-1/2 —1/18 11/18
-1 =7/9 —4/9

olarak bulunur. RIRP = R matris esitliginin saglandigi gorulebilir.

Sonug 4.105. p ve ¢, farkli tirden iki birim eliptik kuaterniyon, yani p € H,, 4,4, V€

q € Hy, , 5, 1Se, karsilik gelen donmelerin bilesimi, eliptik kuaterniyon ¢arpimi ile ifade
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edilemez. Cunki her kuaterniyon igin i¢ carpim uzayi farkhdir dolayisiyla eliptik kuater-
niyon carpimi da farkhdir. Ry ve Rj matrisleri sirasiyla, a12? + agy® + azz® = 1 ve
bix? + byy? + b3z? = 1 elipsoidleri Gzerindeki bir donmeyi temsil eder ve iki farkh elip-
soid uzerindeki eliptik donmelerin bilegimi, farkh turden iki eliptik kuaterniyonun eliptik

kuaterniyon carpimi ile ifade edilemez.
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5. SONUCLAR

ai,as, . ..,a, € RT olmak Uzere R™ uzayinda bir ¢ : a;2? + ay23 + -+ + a,22 = 1

elipsoidini kire olarak kabul eden i¢ carpim,
B:R"xR"—R
B(W, V) = a1uivy + agugvy + - - - + antinvy,

seklinde tanimlanir. Bu i¢ ¢arpima eliptik i¢ ¢arpim, eliptik i¢ carpimla birlikte R uza-

yina eliptik i¢ garpim uzayi veya kisaca eliptik uzay denir ve Ry . “ile gosterilir.

..... a

Bu tez calismasinda asagidaki sonuclara ulasiimistir. A ile i¢ carpim sabiti goster-

ilmektedir.

1. R? ~uzayinda W ve V' vektorleri arasindaki agi ¢ olmak tizere, W ve V' ile

a1,a2;..., Qr

olusturulan paralelkenarin alani

Alan(@,7)s = \/B(&, )B(V, V) — BT, V)

ile bulunur.

2. Oklid diizleminde koselerinin koordinatlari bilinen ticgenin alan

X 1 o
Alan(ABC’) = 5 1 z9 Yo
1 23 w3

esitligi ile belirlidir. Eliptik dizlemde ise koselerinin koordinatlari bilinen ticgenin

alani
X 1 =z w»n
Alcm(ABC’)B:A§ 1 2z wyo
I z3 y3

formli ile bulundugundan
Alan(ABC)g = A.Alan(ABC)

esitligi elde edilir. Yani eliptik diizlemde kdselerinin koordinatlari bilinen tiggenin

alani, bu tiggenin OKlid diizlemindeki alani ile A sabitinin carpimina esittir.
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3.

4.

5.

7.

u, VvV eR” _sifirdan farkli iki vektor olsun. u vektdrunin, V' vektori

a1,a2,...,a

Uzerindeki eliptik dik izdlisum vektori

— —
— B(u,u)_,
UBizd = = = Vv
B(v,V)
esitligiyle bulunur ve uz;., ile gosterilir.
R 4,0, UzAYINda U = (uy, us, u3), V = (v1,v2,v3) Ve W = (w1, wa, w3) VeKtor-

leri icin
(W x5 V) x5 W = B(W, W)V - B(¥,W)d
esitligi saglanir.

— — — .
RS .,.0; UzayINda W = (uy, up, ug), V. = (v1,v2,v3) V& W = (w1, Wy, w3) Vektor-

leriicin
B(W x5V, W) =Adet(u,V,w)
esitligi saglanir.
Oklid uzayinda w, v/, w vektorlerinin dklid karma carpimi
(d x V,W) =det(d, Vv, W)
esitligi ile belirlidir. Eliptik uzayda ise W, v/, w vektorlerinin eliptik karma carpimi
B(W x5V, W) =Adet(u, VvV, w)
seklinde bulundugundan

) =AU xV,W)

|

[)’(ﬁ> XB V),

esitligi elde edilir. Yani eliptik uzaydaki herhangi ti¢ vektorin eliptik karma carpimi,
bu ti¢ vektorin Oklid karma carpimi ile A sabitinin carpimina esittir.
R .4, Uzayinda U, v ve w vektorleri icin

B(W x5V, W) =B(U,V xz W)

esitligi saglanir.
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8.

10.

11.

12.

13.

R? ..., Uzayinda,
o | BAT) BERW)
B(W x5V, 7 Xgw) =
B(¥V,Z) B(V,w)
esitligi saglanir. Bu ifadeye eliptik Lagrange 6zdesligi denir.
R3 uzayinda verilen W ve V' vektorleri arasindaki agl 6 olmak lizere, U ve

ai,a2,a3

v vektorleriyle olusturulan paralelkenarin alani Alang(@, V') olmak iizere
[ x5 7 = [ 17 5im 5 = Atans (&, 7)
esitligi saglanir.
Eliptik uzayda koseleri A, B, C, D olan, ABC' D liggensel piramidinin hacmi
) A _— — —
V' = Hacim(ABCD) = 3 det(AB, AC, AD)
degerinin mutlak degeridir.

R” _ uzayinda bir A noktasinin, P noktasindan gegen ve dogrultusu U olan

A1,02,...y a

dogruya uzakhgi

—

 JIAPJ €] - B2(AP. W)

[ —
][5

formuld ile bulunur.

R3 uzayinda bir A noktasinin, P noktasindan gecen ve dogrultusu u olan

a1,a2,a3
dogruya uzakhg!
% H
_ ||AP Xp u ”B

(e

l
esitligiyle belirlidir.

R3 uzayinda, P noktasindan gecen ve dogrultusu u olan dogru ile, Q nok-

ai,a2,a3

tasindan gecen ve dogrultusu v olan dogru arasindaki en kisa uzaklk

@mﬁjaﬁi
l:

I s ¥ 5

ile bulunur.
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14.

15.

16.

17.

R3 uzayinda, P noktasindan gegen, dogrultusu u olan ve Q noktasindan

a1,a2,a3

gecen, dogrultusu v olan dogrularin birbirlerine en yakin olduklari noktalarin ko-

ordinatlari
o B(PQ x5V, d x5 V) ve k- B(PQ x5 W, W x5 V)
I x5 VI, 1T x5 V|

olmak Uzere, sirasiyla,

Zzl 2l
I

<l &l

ol 7l
+
o T

ile bulunur.

R3 uzayinda, wy : a1 A1z +asAsy+asAsz+ Dy = 0Vews : a1 Biz+asBoy+

a1,a2,a3

a3Bzz + Dy = 0 duzlemlerinin normalleri sirasiyla N1 ve N2 olmak uzere
— —
o B(N17 NQ)
B —
IN3|5][N2||5
degeri, w; Ve w,y duzlemleri arasindaki aciyi verir. Bu deger pozitif ise, dizlemler

arasindaki dar aginin kosinust; negatif ise, diizlemler arasindaki genis aginin sintsu

bulunmus olur.

R3 uzayinda, d : =2 = = 22 dogrusu ile w : ay Az + asBy +

a1,a2,a3 b

a3C'z+ D = 0 duzlemi verilsin. Dogru ile diizlemin arasindaki agi 6 ise, dogrunun
dogrultmani W ile diizlemin normali N arasindaki acl 90° — 0 olacaktir. Buna
gore,

N N
cos(90° — ) = B(d, N) veya sinfz = B(x H)
IIN

St Sk B VA
5 INTls 1] IN s
esitlikleri, istenen aciy! verir.

R3 uzayinda verilen bir P noktasinin, normali N olan bir diizleme uzakhgr;

a1,a2,a3

S diizlem lzerinde herhangi bir nokta olmak tzere

]B(ﬁ,s_ﬁ)(

é
INT|5

formilayle bulunur.
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18.

19.

20.

21.

22.

R3 uzayinda verilen bir P(xq, yo, 20) noktasinin Ax + By + Cz+ D = 0

a1,a2,a3

dizlemine uzakligi

A2\/(Aa2a3>2 + (Ba1a3)2 + (Ca1a2)2

ile bulunur.

R3 uzayinda, wy: Az + By +Cz+ Dy =0Ve wy: Az + By +Cz+ Dy =0

paralel diizlemleri arasindaki uzaklik
0 | Dy — Dy
A2\/(Aa2a3>2 + (Ba1a3)2 + (Ca1a2)2

formuld ile bulunur.

T bir B-ters simetrik matris olsun. O zaman

cosf Y32 g
RS = e =T+ (sin)T + (1 — cos )T = Vai
%Sinﬁ cos

Ustel matrisi, a;22 + asy? = A\, A\, a1,a; € R* elipsi boyunca, eliptik bir donus

sadlar. Yani R§ matrisi R2 , uzayinda eliptik bir dénme matrisidir.

U = (u1,ug,uz) € RE - bir birim vektor ve (4.16) biciminde bir ters simetrik

matris T oIsun.Rf’ﬁ) = el = [ + (sin@)T + (1 — cos §)T? Ustel matrisi, a; 22 +

azy? + azz® = 1, a; € R elipsoidi Gzerinde eliptik bir donis verir. Ayrica, Rf’“

matrisi,
aruf + (1 —ayud)ed  —200 —ayurug(ed — 1) 22 — aguyug(ch — 1)
808l grug(ef — 1) agud+ (1 - agud)ed  —28L — azupug(ch — 1)
_m;iise — arurug(ch — 1) AU gougug(ch — 1) azu? + (1 — agu3)c

olarak ifade edilebilir. Burada W = (uy,us,us) donis ekseni ve 6 eliptik donis

acisidir (cos @ = ¢, sin = sb).

— 3
u = (ug,up,u3z) €RY

ve (4.16) biciminde bir ters simetrik matris 7" olsun.

REY = (I+T)(I-T)""
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matrisi, u vektoriinin donts ekseni oldugu, a;2? + axy? + asz? = 1 elipsoidi

tizerinde eliptik bir dénme matrisidir. Ayrica R5™ matrisi

2Aug
al

2Auso
al

alu% — u%ag — u%ag—f—l a2U1Uy — +uiusas +aszuiuz+uiugas

2Auq
s +uguszas

2A
+uquza; 7“1 + asusust+ususas agug —ula; — ulag+1

1

T 2
L[]

% + ajuiugtuiuga;  agud — ula; — udaz+1  agusug —

2Auso
as

ajuius —
seklinde yazilabilir.

P : i
_ vl o, ey
ve A3 = 1 dir. Ayrica 1’e karsilik gelen 6zvektor, donme ekseni olan u’’dur. (4.19)

2
o P (4 1%
— B __ B

23. (4.19) matrisinin 6zdegerleri \; = Ao =

matrisi, bir vektori, W = (uy, ug, us) ekseni etrafinda a;2? + azy® + azz? = 1

elipsoidi UGzerinde,
—
2 ” u HB

=

olmak Gzere eliptik a¢l # boyunca, eliptik olarak dondur(r.

tanf =

24. Householder dontigima, Ry . uzayindaki bir vektorin uzunlugunu degistirmez
ve orijinden gegen B-ortogonal v vektorii boyunca bir diizlem etrafinda bir elip-
tik yansima tanimlar. (4.21) matrisini kullanarak, herhangi bir elipsoid (zerindeki

eliptik yansimalar ifade edilebilir.

25. Eliptik ic carpimu ile iligkili » boyutlu elipsoid icin, HZ. eliptik yansima matrisi

—HV)HZ — 2a111% —2a9v1V9 —2a3v1v3 cee —2a,V1Vp
—2a1v9v1 HVHZ — 2a2v§ —2a3v9v3 cee —2a,v9v,
2
HV}H2 —2a1v3v1 —2a9v3V9 HVHB — 2a3v§ cee —2a,v3v0,
B
—2a1v,V1 —2a9U,V9 —2a3v,V3 cee HVHZ — 2anv%_
bigimindedir. Burda V' = (vy, vy, ..., v,) dir.

26. X,y € Ry vektorleri sifirdan farkli ve | X||; = || ¥|| ; olsun. Efer v=X-y

s
ise

esitligi saglanir.
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27.

28.

29.

Xy € Rl ,, . vektorleri sifirdan farkh ve ||X||, = |||, olsun. Eger
V=xX+Y ise HE.(X) = - esitligi saglanr.
Her birim eliptik kuaterniyon, bir elipsoid Uzerinde eliptik bir dénust temsil eder.

Eger

q=qo+iq1 +jgo +kgs = cost + eosint € Hy, 45,04
bir birim eliptik kuaterniyon ise v € R3 olmak Uzere, Ry(v) = qvq~* dogrusal
dontstimi 26 eliptik acisi boyunca, €, ekseni etrafinda eliptik bir donts verir. a, 2%+

asy?+aszz? = 1 elipsoidi icin ¢ kuaterniyonuna karsilik gelen eliptik donme matrisi,

@ +a1q} — a2} —asq3  2a2q1qp — 2982 2a3q1q3 + 29028
201q1q2 + 2282 @ —a1q? + axqd — a3 2a3qaq3 — 2942
2a1q1g3 — 20822 2050203 + 2988 @ — a1} — axqd + asgd

ile bulunur.

Bir elipsoid Uzerindeki tim eliptik donmeler, o elipsoid icin tanimlanan eliptik ku-
aterniyonlarla temsil edilebilir. Matris (4.22) Ril,amg I¢ carpim uzayinda bir dénme
matrisidir ve a; 22 + asy? + azz? = A\, A € R (izerinde bir elips boyunca donusleri
gosterir. Burada a12? + agy® + azz® = 1 elipsoidinin R . i¢ carpim uzayinin
birim kuresi olduguna dikkat ediniz. Boylece, R} bir vektorl, a1a? + asy® 4+ azz? =
1 elipsoidi Uzerinde veya bu elipsoide benzer bir elipsoid (zerinde eliptik olarak
dondurir. Ayrica, R} matrisi eliptik i¢ carpim ve eliptik vektér carpimina baghdir
ve ¢ € H,, 4,4, Oldugunda, R} € SOg(n) veya R) € SOy, 4,.4,(n) olarak yazila-
bilir. Her zaman uygun eliptik kuaterniyon kiimesi ve dnceden belirlenmis bir elip-

soide karsilik gelen i¢ carpimi kullanthr.

30. p ve g, farkli turden iki birim eliptik kuaterniyon, yani p € H,, 4,45 V€ ¢ € Hp, py 4

ise, karsilik gelen dénmelerin bilesimi, eliptik kuaterniyon ¢arpimi ile ifade edile-
mez. Culnku her kuaterniyon icin i¢ carpim uzay! farkhidir dolayisiyla eliptik kuater-
niyon carpimi da farkhdir. R; ve Rj matrisleri sirasiyla, a1z? + ay® + azz? =1
ve bia? + byy? + bsz? = 1 elipsoidleri tizerindeki bir donmeyi temsil eder ve iki
farkli elipsoid Gzerindeki eliptik donmelerin bilesimi, farkli tirden iki eliptik ku-

aterniyonun eliptik kuaterniyon carpimi ile ifade edilemez.
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