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OZET

BIRINCI MERTEBEDEN GECIKMELI FARK DENKLEMLERININ
COZUMLERININ SALINIM DAVRANISININ INCELEMESI

Duygu Ecem KARABACAK

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Ozkan OCALAN

Mayis 2022, 34 sayfa

Bu yiiksek lisans tez caligmasi beg boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde gecikmeli
fark denklemleri ile ilgili genel bilgilere ve literatiir taramasina yer verilmistir. Ikinci bo-
limde gecikmeli fark denklemleri ile ilgili genel tamim ve teoremler verilmistir. Ugiincii
boliimde ise asagida verilen sabit katsayili-sabit gecikmeli ve degisken katsayili-sabit ge-

cikmeli,p e R, k € Zven =0,1,2,... olmak iizere
Ap1 — Qp + Pap_f = 0
fark denklemini, ¢ = 1,2,...,m i¢in p; € (0,00) ve k; € {0,1,2,...} iken veya i =

1,2,...,miginp; € (—o0,0) ve k; € {... —3,—2,—1} ikenn = 0,1, 2, ... olmak iizere

m
(pt1 — Qp + 5 Piln—t; =0
=1

fark denklemini ve p,, > 0 ve k negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere

Yn+1 — Un + PnYn—k = 0

fark denkleminin ¢6ziimlerine ait salinim kosullarina yer verilmistir. Dérdiincii boliimde

bulgular ve tartisma kismina, besinci boliimde ise sonu¢ kismina yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Fark denklemi, Gecikmeli fark denklemi, Sabit gecikme

terimi, Salinimh ¢6ziim, Salinimli olmayan ¢oziim.

JURI: Prof.Dr. Ozkan OCALAN
Prof.Dr. Mustafa Kemal YILDIZ
Doc¢.Dr. Melih ERYIGIT



ABSTRACT

INVESTIGATION OF OSCILLATION BEHAVIOUR OF SOLUTIONS OF
FIRST ORDER DELAY DIFFERENCE EQUATIONS

Duygu Ecem KARABACAK

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Ozkan OCALAN
May 2022, 34 pages

This Msc thesis consists of five parts. In the first chapter, general information about de-
lay difference equations and the literature summary of researches are given. In the second
chapter, general definitions and theorems concerning delay difference equations are gi-
ven. In the third chapter, the oscillation conditions of the solutions of constant coefficient-
constant delays and variable coefficient-constant delay difference equations mentioned
below are given.

Ap4+1 — Ap + pan— = 0

wherep e R,k € Zandn =0,1,2, ...,

m
Apt1 — Qp + E Pin—k; = 0
=1

where p; € (0,00) ve k; € {0,1,2,...} fori = 1,2,....,mor p; € (—00,0) and k; €
{..—3,-2,—1}andn =0,1,2,...fori = 1,2, ...,m and

Ynt1 — Yn + PnYn—r = 0

where p,, > 0 and k£ nonnegative integer. In the fourth chapter, findings and discussion

sections and finally in the fifth chapter conclusion is included.

KEYWORDS: Constant delay term, Delay Difference equation, Difference equation,

Nonoscillatory solution, Oscillatory solution.
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ONSOZ

Son yillarda uygulamali matematigin oldukca ilgi goren bir dali haline gelen fark
denklemleri, uygulamali matematikcilerin ve uygulamali bilimcilerin ilgisini biiyiik 61-
clide cekmeyi bagsarmistir. Fark denklemleri basit bir formda goriinmesine ragmen onlarin
coziimlerinin global davranigini tam olarak anlayip, ortaya koymak oldukca zor bir siirec-
tir. Fark denklemlerinin dinamigini anlamada, bu tezde incelenen literatiirde ¢alisilmis so-
nu¢lar bilimsel alanlardaki matematiksel modellemelerinin analizinde olduk¢a kullanigh
olacaktir. Bu tezde literatiirde calisilan sabit katsayili sabit gecikmeli ve degisken katsa-
yil1 sabit gecikmeli fark denklemleri ele alinmistir. Bu yiiksek lisans tezinin bu alanda

calisan matematikgciler icin yol gosterici ve faydali bir kaynak olacag diisiiniilmektedir.
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GIRIS D.E. KARABACAK

1. GIRIS

Diferensiyel denklemler, gercek hayatta karsilastigimiz ve bizde merak uyandiran
problemler icin matematiksel model olarak rol oynamasinin yam sira, bilim ve teknoloji
alaninda da karsimiza ¢ikmaktadir. Bir¢ok uygulamali bilim dalinin ortak konusu olmasi
diferensiyel denklem gelisimini hizlandirmigtir. Yeni problemlerin ortaya ¢ikmasina ne-
den olmustur.

Bilindigi lizere uygulamali bilim dallarinin bircogunda ele alinan problemlerin mate-
matiksel modellemesine bir diferensiyel denklem karsilik gelmektedir. Matematiksel mo-
dellemeler yapilirken gecikmeler ortaya cikabilir. Ortaya c¢ikan bu gecikmelerle birlikte
adi diferansiyel denklemler gecikmeli diferansiyel denklem formuna doniisiirler.

Uygulamal1 bilim dallarinda ele alinan problemlerde bagimsiz degiskenin siirekli ol-
madi81 durumlar da s6z konusu olabilir. Bu gibi durumlarda ise karsimiza fark denklem-
leri ¢ikmaktadir. Ciinkii fark denklemleri; bir ya da daha fazla degiskenli bir fonksiyonun
sonlu farklar ile bagimsiz degiskenleri arasindaki bagintilardir.

Zamana bagli parametrelerin ele alindig1 durumlarin bir¢ogu kesikli oldugu icin dnemli
matematiksel modellemelerde fark denklemleri kullanilir. Ayrica fark denklemleri, dife-
rensiyel denklemlere gore daha genis kapsamli bir yapiya sahiptir. Ornegin, birinci mer-
tebeden bir diferensiyel denklemin ayrik bir benzeri olan bir fark denkleminin ”ghost”
cOziimleri olmasina ragmen bu durum yalnizca yiiksek mertebeden diferansiyel denklem-
ler icin gecerlidir. Boylece, fark denklemleri teorisinin diferansiyel denklemler teorisine
gore daha zengin oldugu ve yakin gelecekte dnemininin artacagini sdyleyebiliriz.

Fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin davraniglari, bircok matematik¢inin dikkatini ¢ek-
mistir. Ozellikle son kirk y1l boyunca elde edilen sonuglarla birlikte bu konuda zengin
bir literatiir ortaya ¢ikmistir. Son zamanlarda fark denklemlerinin ¢oziimleri ve 6zellikle
saliniml1 olmas ile ilgili pek ¢ok ¢alisma yapilmistir.

Ladas (1990), p € (0,00), k € Z* olmak iizere
Tptl — T + 9T =0, n=0,1,2,... (1.1)

seklinde verilen fark denklemlerinin tiim ¢éziimlerinin salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul elde etmistir.
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Erbe ve Zhang (1989),n = 0,1, 2, ... ve p,, negatif olmayan reel terimli dizi ve k € Z*
olmak {izere

Tpg1 — Ty + Prlp—k = 0, (1.2)

seklinde ifade edilen fark denklemlerinin tiim c¢oziimlerinin salinimli olmasi icin yeter
kosul elde etmiglerdir. Ladas, Philos ve Sficas (1989) yukarida verilen otonom olmayan
fark denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in yeter kosul elde etmiglerdir. Ay-
rica diferensiyel denklemler ile fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimliligi arasinda
ilgin¢ benzerlikler s6z konusudur. Fakat, bu benzerlik durumu daima gecerli olmayabilir.
Ornegin,

Z'(t) + p(t)z(t — k) =0 (1.3)
seklinde verilen diferensiyel denklemi ele alalim. (1.2) fark denklemi (1.3) diferensiyel

denkleminin ayrik benzeridir. Ayrica, £ = 0 icin (1.3)

of0) = altayex (= [ pls)as)

cOziimil mevcuttur, fakat elde edilen bu ¢6ziim hi¢ bir durumda salinimli olmaz. Ancak,

k = 0igin (1.2) denklemi ise

Tn = [H (1 _pj)] Lng

=no
¢oziimiine sahip olur. Yani, elde edilen bu ¢oziim her 7 > ng i¢in 1 — p; < 0 oldugunda
salimiml1 bir ¢6ziime sahip olur.

Diferensiyel denklemler ile fark denklemleri arasinda biiyiik benzerlikler bulunmak-
tadir. Fark denklemleri sayesinde diferensiyel denklemlerdeki siireksizlik durumlart orta-
dan kaldirilabilmektedir. Hatta bir¢ok diferensiyel denklem, fark denklemleri kullanilarak
kolaylikla ¢oziilebilmektedir. Bu nedenle yukarida bahsedilen bilgiler yardimiyla bu tez
calismasinda birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denklemleri ¢alisilmis ve
bu denklemlerin ¢oziimlerinin salinimlilig1 i¢in yeni sartlar elde edilmis ve orneklere yer
verilmisgtir.

Bu tez calismasinda ilk olarak fark denklemleri ile ilgili genel bilgiler verilmistir.
Ikinci kisimda tez calismamiz icin gerekli olacak temel tanim, teorem ve simdiye kadar

yapilan caligmalara yer verilmistir.
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Uciincii boliimde ise sabit gecikmelip € R, k € Z ve n = 0, 1,2, ... olmak iizere
Qpt1 — Qp + PAp—f = 0 (14)

fark denklemini,
i =1,2,...,mi¢inp; € (0,00) ve k; € {0,1,2,...} iken veya i = 1,2, ...,m i¢in
pi € (—00,0)ve k; € {... —3,—-2,—1} ikenn = 0, 1,2, ... olmak iizere

(py1 — Gp + Zpian—ki =0 (L.5)

=1

fark denklemini ve p,, > 0 ve k negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere

Ynt1 — Yn + PnYn—r = 0 (1.6)

fark denklemi ele alinmigtr.

Son olarak ise tartisma ve sonu¢ kismina yer verilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Fark Analizi

Tamim 2.1. E oteleme (kaydirma) operatorii, x siirekli bir degisken olmak tizere
Ey(r) =y(x+1) (2.1)
seklinde tanimlanir. Ikinci mertebeden E operatorii
E?y(z) = E[By(x)] = Ely(x +1)] =y +2)
seklinde bulunur. Benzer islem adimlart devam ettirildiginde
Ery(w) = ylw + k)
esitligi elde edilir. Boylece, E* operatirii k. dereceden bir dteleme operatoriinii tanimlar.

E operatoriiniin 6zellikleri asagidaki gibidir.
() Ef(x) + g(x)] = Ef(x) + Eg(x),
(2) ¢ bir sabit olmak iizere, E[cf(x)] = cE[f(z)],
(3) E"[E*f(x)] = B f(x),
@ E°[f(x)] = f(=).
Tamm 2.2. y reel veya kompleks degerli bir fonksiyon olmak iizere ileri fark operatorii
A,
Ay(z) =y(z+1) —y(z), Az, = xp01 — Tp (2.2)

seklinde tamimlidir. Benzer islem adimlart devam ettirildiginde
Apy(x) = y(x +h) —y(z)

esitligi elde edilir. Burada x bagimsiz degiskendir. Ozel olarak y(z) = x olarak alinirsa
Apz = (x+h)—x = hyada h = Apx bulunur. Bu nedenle h fonksiyon araligi olarakta

adlandirilir.

Yiiksek mertebeden ileri farklar her birinin bir 6ncekine A operatoriiniin uygulanmasi

ile elde edilir.

A*f(z) = A[Af(2)] = Alf(z +1) = f(2)] = flz+2) = 2f(z + 1) + f(2)

4
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burada A? ikinci dereceden fark operatorii olarak adlandirilir. Bu fark islemlerine devam

edildiginde genel bir ifade olarak
A'f(x)=A [A”’lf(x)}

ifadesi elde edilir.
Sonug olarak, f(z) fonksiyonunun m. dereceden farki (a — b)"" ifadesinin Binom ag1-

limina benzer bicimde

A" f(a) =37 (~1)F TZ f(x+ (m — k) (2.3)
k=0

formulii ile elde edilir.
f(z) ve g(x) birbirinden farkli iki fonksiyon olsun. Bu durumda A operatéorii asagi-
daki 6zellikleri saglar.
(1) A [f(2) + 9(@)] = Af(@) + Agla),
(2) ¢ sabit olmak iizere A [cf(z)] = cAf(z),

) Alf(x)g(x)]l = Alf(2)]g(x + h) + f(x)Ag(x),

f@)] _ ALl —f@)Ag()
@A [g(x)] = T et

(5) A"[Af(z)] = A" f(x).

Ayrica c bir sabit olmak iizere bazi temel fonksiyonlar asagidaki gibi ifade edilir.
(1) Ac® = (¢ — 1),
(2) Asincz = 2sin § cosc(z + 3),

(3) Acoscx = —2sin §sinc(z + 3),
(4) Alogcx =log (1+ 1)

Boylece A ve E operatorii arasindaki iligkiyi asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

Af(z) = fle+1) = f(z) = Ef(z) = flz) = (E-1)f(z) > A= E -1

bu sekilde A ve E arasinda birinci dereceden bir bagint1 bulunur. Bu iglemden faydalana-

rak

A" f(z) = (B = I)"f(z) = 3 (—1) ”k"‘ Bk f(x)

m. dereceden A ve E operatorleri arasindaki iligkiyi gormiis oluruz. Benzer sekilde £ =
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A + 1 olur, buradan

yazilir.

Toplam operatorii ile ilgili bazi kurallar ise asagidaki sekildedir.

@ Y. = me,
k=1
b)Y cf(x) =c) f(x),
kfnl k=1 - -
© 2 [f(@) £g(x)] = 2 f@) £ > g(x),
k=1 k=1 k=1
d) (A+ B)" = iw,@m*k veya(A+ B =3 " |arBrr
k=0 o k=0 k

Tanim 2.3. k. mertebeden bir fark denklemi n € N, x,, N iizerinde tanimli reel veya

kompleks degerli bir fonksiyon olmak iizere

Ty Tntly -y Tntk (2.4)
ifadelerini icerir (Agarwal 2000).

Tamm 2.4. Bir fark denkleminde, en biiyiik indis ile en kiiciik indis arasindaki fark, o
fark denkleminin mertebesi olarak adlandirilir. Ornegin; x4 — 41 +4x, = 0 seklinde

verilen bir fark denkleminin mertebesi dort olur (Agarwal 2000).

Tamm 2.5. Eger (2.4) fark denklemi,

k
=0

seklinde verildiginde, k. mertebeden (2.4) fark denklemi lineer olarak adlandirilir. Eger
en az bir n € N icin b, sifirdan farkli ise bu durumda (2.5) fark denklemine homojen
olmayan lineer fark denklemi denir.

Eger (2.5) fark denklemi
k
Zainxn-i-i =0 (2.6)
i=0

Sformunda verildiginde (2.6) fark denklemi homojen lineer fark denklemi olarak adlandi-

rilir (Agarwal 2000).
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2.2. Lineer Fark Denklemleri Teorisi

Bu kisimida k. mertebeden lineer fark denklemleri ile ilgili literatiirde yer alan bazi
tanim ve teoremlere yer verilecektir. £. mertebeden homojen olmayan lineer fark denk-
lemi p;, ve g,, n > ng icin taniml reel degerli fonksiyonlar ve her n > ng igin pg,, # 0

olmak tizere

Tyt + PinTntk—1 + oo + DknTn = gn (2.7)
seklinde verilir.
Teorem 2.6.

Tntk T DinPntk—1 + oo + DknTn = Gn

Tng = G0y Tpgt1l = A1y ooy Tpgik—1 = Gf—1
seklinde ifade edilen baslangi¢ deger problemi bir tek {x,} ¢dziimiine sahiptir (Elaydi
1999).
Simdi

Tptk + P1nTntk—1 T - + DknTn =0 (2.8)

seklinde ifade edilen fark denklemini ele alalim. Bu denklem (2.7) denkleminin lineer ve

homojen halidir.

Tanim 2.7. Eger n > ng icin

alfln + a?f?n + ...+ a?"f’/‘n =0

esitligi sadece a; = as = ... = a, = 0 durumunda saglantyorsa n > ng icin fi,, fon, ...,
frn fonksiyonlart lineer bagimsizdir denir (Lakshmikantham ve Trigiante 1988; Elaydi
1999).

Tanim 2.8. (2.8) denkleminin k tane lineer bagimsiz ¢oziimlerinden olusan kiime, temel

coziimler kiimesi olarak adlandirilir (Lakshmikantham ve Trigiante 1988; Elaydi 1999).

Tanmm 2.9. {z, zo, ..., x,} (2.8) fark denkleminin temel ¢éziimler kiimesi olsun. Bu du-
k
rumda a; ler keyfi sabitler olmak iizere (2.8) denkleminin genel ¢oziimii x,, = > a; Ty, ile
i=1

verilir (Elaydi 1999).
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2.3. Lineer Homogen Sabit Katsayih Fark Denklemlerinin Coziimleri

Bu boliimde ilk olarak k. mertebeden sabit katsayili, lineer, homojen fark denkleminin
coziimleri ile ilgili, ardindan £. mertebeden lineer, homojen olmayan fark denklemlerinin
coziimleri ile ilgili literatiirde yer alan bazi tanim ve teoremleri kullanacagiz. Ilk olarak p;

ler sabit ve p;, # 0 olmak tizere agagida verilen k. mertebeden fark denklemini ele alalim.
Tptk + P1Tnak—1 + - + Drxy = 0. (2.9)

(2.9) denkleminde \" i ¢coziip kabul edip denklemde yerine yazarsak
N p Nt 4p=0 (2.10)

denklemi elde edilir. Bu ifadeye (2.10) denkleminin karakteristik denklemi denir ve A lara
ise (2.10) denkleminin karakteristik kokleri denir (Elaydi 1999).

(2.9) fark denkleminin ¢6ziimii i¢in karakteristik denklemin koklerine bagh olarak ii¢
farkli durum s6z konusudur.
I. DURUM: (2.10) karakteristik denkleminin Aq, Ao, ..., A\; kokleri reel ve birbirinden
farkli ise, bu durumda {7, Ay, ..., A; } kiimesi (2.9) denkleminin temel ¢oziimler kiimesi
olur ve (2.9) denkleminin genel ¢6ziimii a; ler sabit olmak iizere

k

i=1
seklindedir (Goldberg 1958; Elaydi 1999).
II. DURUM: (2.10) karakteristik denkleminin Ay, Ao, ..., A kokleri reel ve sirasiyla

mi, Mo, ..., m, katli ise (2.9) denklemi
(E—=XN)"" (E—=X)™ .. (E—=X\)""2,=0 (2.12)

§ek1inde yazihr. (£ — X\;)™ 2, = 0, 1 < i < r, denkleminin temel ¢oziimler kiimesi
= {\',nA?,...,n™ 1A'} oldugundan (2.12) denkleminin temel ¢oziimler kiimesi
G = U G, olur ve (2.12) denkleminin genel ¢oziimii

=1

= Z)\f (Clz‘o +agn+apn®+ ...+ aimiilnmi_l) (2.13)

=1
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seklinde ifade edilir (Goldberg 1958; Elaydi 1999).
III. DURUM: (2.10) karakteristik denklemi A\; = a+i3, Ay = a—i kompleks koklerine

ve \3 # Ay # ... # A seklinde reel koklere sahip olsun. Bu durumda genel ¢6ziim
Ty = Cl(Oé + Zﬁ)n + CQ(CY — Zﬁ)n +c3 ()\3)” + ¢4 ()\4)71 + ...+ ()\k)n (214)

seklinde olur.

Burada o = rcosf, f =rsinf, r = \/m, 0 = arctan (g) olmak iizere

T, = 1" [c1 cos (nf) + cosin(nb)] + 5 (A3)" + ca (A1) + ... + e ()" (2.15)

olur ve (2.15) ifadesinde
A=\/a}+ a3, ay = c1 + ¢, az = i(c; — ¢o), w = arctan <Z—j)
alarak genel ¢coziimii
Ty, = Arcos(nf —w) +c3(A3)" +ca (Ma)" + oo 4+ e (M) (2.16)
seklinde verilir (Goldberg 1958; Elaydi 1999).
Ornek 2.10. o = 0 ve 21 = 1 olmak iizere
Tpag — (Tpio + 162,01 — 122, =0
seklinde verilen bagslangi¢ deger probleminin ¢dziimiinii bulunuz.
Coziim 2.11. Bu denklemin karakteristik denklemi
AP —TA?+16A—12=0

seklindedir ve karakteristik denkleme ait kokler ise \y = Ay = 2 ve A3 = 3 olarak bulunur.

Boylece denklemin genel ¢oziimii
Ty = (ag + nap)2" + 03"

seklindedir. Verilen baslangi¢ deger kosullar: denklemde yerine yazilirsa ag = 3, a; = 2

ve by = —3 bulunur. Boylece problemin ¢oziimii
T, = (34 2n)2" —3"3

olur.
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Simdi k. mertebeden lineer homojen olmayan her n > ng i¢in py,, # 0 olmak iizere

Ttk + P1inTnik—1+ -« + Dien®Tpn = Gn (217)

fark denklemini ele alalim. (2.17) fark denkleminin ¢6ziimii, homojen kisminin genel
¢oziimil ., ve homojen olmayan kisminin bir 6zel ¢6ziimii x,,, olmak iizere x,, = x., +

Tpn, 1le verilir.

Teorem 2.12. (2.17) fark denkleminin genel ¢oziimii

k
Tp = Tpn + E Q3 Tin,
i=1

seklinde verilir. Burada {x1,,xop, ..., Trn}, (2.17) fark denkleminin homojen kisminin

temel ¢oziimler kiimesidir (Elaydi 1999).

Diger taraftan, belirsiz katsayilar metodu ile (2.17) denklemi ¢6ziilmek istendiginde
gr, in farkli durumlarinda 6zel ¢oziimler asagidaki gibi olur.
(@) g, = a" ise x,, = c1a”
(b) g, = n* ise Tpn = Co+Cin+ ...+ cxnk
() g, = nFa™ ise Tpn = Coa" + cina” + ... + cenka™
(d) g, = cosbn, sin bn ise x,, = ¢y sin (bn) + ¢z cos (bn)
(€) gn = a" cosbn, a™ sinbn ise x,, = (c1 sin (bn) + ¢ cos (bn)) a”
(f) g, = a"n” cos bn, a"n¥ sin bn ise

Ty = (Co +en+ ...+ cknk) a"sin (bn) + (do +din+ ..+ dknk) a" cos (bn) .

10
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Fark Denklemlerinin Coziimlerinin Salinimhihg
Bu boliimde fark denklemlerinin ¢éziimlerine iliskin salinim kosullar1 verilecektir.

Tamm 3.13. N pozitif bir tamsayt olmak iizere n > N icin x,v,1 < 0 ise x, asikar
olmayan ¢oziimiine sifir etrafinda salimmlidir denir. Aksi halde x,, ¢oziimii salinumli ol-
mayan ¢oziim olarak adlandiritlir. Diger taraftan, farkl bir sekilde ifade etmek gerekirse,
eger bir x,, ¢oziimii belli bir yerden (n degerinden itibaren) sonra sadece pozitif ya da
sadece negatif degilse sifir etrafinda salimumli olarak adlandirilir (Gyori ve Ladas 1991;
Elaydi 1999; Agarwal 2000).

Butezdep e R, k € Zven =0,1,2,... olmak iizere
Qpt1 — Qp + PAp—f = 0 (31)

fark denklemini,
i =1,2,...,mi¢inp; € (0,00) ve k; € {0,1,2,...} iken veya i = 1,2,...,m i¢in
pi € (—00,0) ve k; € {... — 3,—2,—1} ikenn = 0, 1, 2, ... olmak iizere
Q1 =y + Y Pitti; =0 (3.2)
i=1

fark denklemini ve p,, > 0 ve k negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere

Ynt+1 = Yn + PnYUn—k = 0 (3.3)
fark denklemini ele alacagiz.

Teorem 3.14. (3.1) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salimimliligi icin gerek ve yeter kosul
asagida yer alan sartlardan herhangi birinin gerceklenmesidir.

(a) k= —1vep < —1,

(b)k=0vep>1,

(€) k€ {.,—3,—2}U{1,2,..} ve p® 1

(Ladas 1990).

ispat (3.1) denklemine ait karakteristik denklem
FN)=A—1+prx"=0 (3.4)

11
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dir.
(@) k= —1vep < —1ise (3.1) denklemi

Qpt1 — Qp + PApt1 = 0

haline doniisiir. Buradan

an-l-l(l +p) = Qn

Ap+1 o 1
O )

an+l

ve p < —1 oldugundan —*= < 0 olur. Salinimlilik tanimi geregi (3.1) denkleminin tiim

¢Ozlimleri salimmmidir.

(b) k =0ve p > 1ise (3.1) denklemi
Apt1 — Qp + pay, =0

halini alir. Buradan

an+1<1 _p> = Gn

an—l—l

an

elde edilir. p > 1 oldugundan = fntl < () olur. Salinimlilik tanimi geregi (3.1) denkleminin

tiim ¢oztimleri salinimhidir.

(c) k # {—1,0} oldugunda
F'(A) =1—kpr* ) =9

kp)\—(k—i—l) -1

)\k-i—l — k’p

o = (kp)F+i

elde edilir.

1

F'(\) = k(k + 1)pr~*+2)

k+2

F" (M) = k(k + Dp(kp)(53) > 0

olur. O halde \y = (kp)k%l noktasinda F'(\) minimuma sahiptir. Ayrica

lim F(\) = oo ve lim F(\) = oo

A—0t A—00

12
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dir. (3.1) denkleminin tiim ¢6ziimlerinin salinimlt olmast igin F'(Ag) > 0 olmalidur.

1 _
F(A) = do—1+4pXA" =X [1 — PN (b D)
0
1 1
= M|l——+ p—}
’ [ Ao kp
1 1
= M|l——+-
’ [ " /f]
olur. F'(X\g) > 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul
1+ ! > !
k™ Xo
olmasidir. Buradan Ay > kiﬂ ve )\ékﬂ) = kp oldugundan
kp=A0 > (——
P=" k+1
(k)k-i-l
kp > ———
P (k) + 1)k+1
k + 1 k+1

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
Qpt1 — Qp + Plp—f = 0

fark denklemi

() +px(t—7)=0

gecikmeli diferensiyel denkleminin ayrik benzeri olarak diisiiniilebilir. Bu diferensiyel

denkleme ait salinimlilik sart1 p7 > % seklindedir. (3.1) fark denklemine ait salinimlilik

(k+1)k+1
k

- > 1 dir. Buradan

sart1 ise p

(k)k-I—l

k> ——r
p (k+1)k+1

elde edilir. Ayrica
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oldugundan

1
k>~ (3.5)

elde edilir. 0

Teorem 3.15. i = 1,2,...micin p; € (0,00) ve k; € {0,1,2,...} veyai = 1,2,....m

icin p; € (—00,0) ve k; € {... — 3, =2, —1} sartlarindan biri saglansin. Eger

O (k4 1)R
Zp@-—< R (3.6)

k;
=1 kl

ise (3.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salimumlidir (Erbe ve Zhang 1989).

Ispat (3.2) fark denklemine ait
FA)=XA—1+) pA = (3.7)
i=1

karakteristik denkleminin pozitif bir koke sahip olmadigin1 géstermek bu denklemin her
¢Oziimiiniin salinimli oldugunu gosterir.

Ik olarak i = 1,2, ...,migin p; € (0,00) ve k; € {0,1,2, ...} saglansmn. O halde F'()\)
[1,00) araliginda koke sahip degildir. i = 1,2, ..., m i¢in

inf 1 =1
oga 11—/

esitliginden
- AR (k)M
0<A<1 \ 1 — \ kfl
olur. Gergekten
Ak
\) =
ise
poy = RN AT
(1-N)°
kAR AR (1)
(1N

olur. f'(A\) = 0igin A = kk-i-l bulunur.

Diger taraftan

K (i + 1) |2 F2 = 2\ D] (1= A)?
(1—Xo)*

f//(AO) —

14
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olur. Yani

A (it2) (ki) (k?z + 1>ki+2 B (kz + 1>ki+1 >0
0 0 kz kz

elde edilir. O halde f”()\o) > 0 oldugundan )\, = %t (A) minimuma

sahiptir.

olup, buradan 0 < A < 1 i¢in

FO\) = (1-)) (—1 + Zpi f_

ki (ks +1 kitl

olup (3.6) ifadesinden F'(\) > 0 elde edilir. Yani karakteristik denklemin pozitif kokii

yoktur. O halde (3.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir.
Simdii = 1,2, ...,miginp; € (—00,0) ve k; € {... — 3, —2, —1} olsun. O halde (3.2)
denklemi (0, 1] araliginda koke sahip degildir. ¢ = 1,2, ..., m igin

g A _ (ki+1)
0<A<1 \ A —1 k;fz

olup buradan A > 1 icin

FA)=(0\-1) <1+Zpl _1>§ -1) (1_§:p2 k+1>

olur yani '(\) < 0 bulunur. Boylece ispat tamamlanur. O

Apt1 — Qp + E DiGp—k;, = 0
=1

"(t) + Zpi:z(t —7)=0
=1

gecikmeli diferensiyel denkleminin ayrik benzeri olarak diisiiniilebilir. Bu diferensiyel

fark denklemi

denkleme ait salimmlilik sartt » " p;7; > % seklindedir. (3.2) fark denklemine ait salinim-
i=1

% > 1 dir. Buradan

lilik sart1 ise sz o

sz i kk+1 > 1

15
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elde edilir. Ayrica

oldugundan
m m k@ + 1 ki+1
zkz ifvg 1
S ke > Yok (B2) >
i=1 i=1
olup
- 1
Zpiki > =
i=1
bulunur.

Teorem 3.16. Kabul edelim ki

liminf p, =c¢ > 0velimsupp, >1—c¢

n—0oo n—00
olsun. Bu durumda
(a)
Yn+1l — Yn T PnlYn—k < 0
esitsizligi hicbir pozitif ¢oziime sahip degildir.
(b)
Yn+1 = Yn T PnlYn—k > 0

esitsizligi hicbir negatif coziime sahip degildir.

(3.7

(3.8)

(3.9

(3.10)

(c) (3.3) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimli olur (Erbe ve Zhang 1989).

Ispat Kabul edelim ki n > N iciny = {yn} > 0, (3.9) esitsizliginin pozitif bir ¢oziimii

olsun. Simdi 0 < € < cven > N, icin p, > ¢ — ¢ > 0 olacak sekilde bir NV, secelim.

N = max{N; + k, No}
olsun. Ayrica (3.9) esitsizliginden

Yntl — Yn < —DnYn—k

16
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ve p, > 0 ve y,_x > 0 oldugundan —p,y,,_x < 0 olur. Boylece

Ynt+1 — Yn < 0

olur, yani {y,} artmayan bir dizi olur. n > N igin {y,} artmayan oldugundan (3.3)

denkleminden
Ynt1 — Yn < —PnYn—k
Yn = Yn+1 2= PnYn—k
Yn = PnYn—k
olup
DPn 2> C—E€ (3.12)
oldugundan
Yn = (¢ =€) Yn—k
ve
Yn—k = Yn—1
oldugundan
Yn = (€ =€) Y (3.13)

olur. Diger taraftan n > N igin

02 Ynt1 = Yn +DPnk = Ynt1 — Yn + Dnln

0 Z Yn+1 + yn(pn - 1)

olur. Boylece (3.13) yardimiyla son esitsizlikten
Yn+1 > (C - 6) Yn
bulunur. Buradan n > N i¢in
0> (c—=2)yn+ Yn(pn — 1)

0> (c—e+pn— 1y

elde edilir. ¢c — ¢ +p, — 1 < 0vep, <1—c+ e olur. Boylece

limsupp, <1—c+e¢

n—oo

17
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olup ¢ keyfi oldugundan

limsupp, <1—c¢

n—o0

elde edilir. Ancak bu durum (3.8) ile ¢elisir. Boylece (3.9) esitsizliginin higbir pozitif
¢cOziimil yoktur.

(b) {z,} = {—yx} alinarak

—Zna1+ 20 — Pk >0
elde edilir. Bu esitsizlik diizenlenirse

Zntl — Zn T PnZn—k <0

elde edilir. Bu esitsizligin higbir pozitif ¢coziime sahip olmadigini biliyoruz. O halde (3.10)
esitsizligi de hi¢bir negatif ¢6ziime sahip degildir.
(c) (a) ve (b) ifadelerinden (3.3) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli oldugu goriiliir.

0

Teorem 3.17. p,, > 0 ve k negatif olmayan bir tamsay: olmak iizere,

kk
liminf p, =c¢ >

—_— 3.14
s (k + 1)k+1 ( )

ifadesi saglansin. Bu durumda
(a) (3.9) esitsizliginin pozitif ¢oziimii yoktur.
(b) (3.10) esitsizliginin negatif ¢oziimii yoktur.

(c) (3.3) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir.

Ispat (a) Celiski olusturmak adina (3.9) esitsizliginin n > N, icin y = {y,} > 0

seklinde bir pozitif ¢oziimiiniin oldugunu kabul edelim. Ayrica

Yn

Tp = (3.15)
Yn+1
olsun. Simdi (3.9) esitsizligini y,, ile bolelim.
Yn+1 1 +pnynfk: S O,
Yn Yn
n 1
Ynil _ 2 (3.16)
Yn Tn

18
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oldugundan
1 -
— < 1-p, Ot (3.17)
Tn Yn
bulunur ve y’;—;’“ boliimii
Yn—k _ Yn—k yn—k—i—l”'yn—Q Yn—1 (318)
Yn Yn—k+1 Yn—k+2 Yn—1 Yn

seklinde ifade edilirse (3.17) esitsizligi

1 n— n— n—2 Yn—
—Sl—pny k_Yn—ktl Yn-2Yn-1
Tn Yn—k+1 Yn—k+2 Yn—1 Yn

ya da

qul < 1 - pn(rn—krn—k—O—l‘--Tn—QTn—l) (319)

elde edilir. (3.15) den n > N i¢in p,, > 0 olur. N = max{N; + k, No} olsun. n > N

icin {y, } artmayandir. Ayrica r,, = -2~ oldugundan r,, > 1 olur.
Yn+1 g

liminf r, =1 (3.20)
n—oo
olsun. Boylece
1 1 1
limsup — = ——— = - (3.21)
nooo Tn liminf r, [
n—oo

olur. limsup(—p,) = liminf(p,) esitligi goz oniine almarak (3.20) ifadesinin her iki
n—oo

n—oo
tarafinin limit supremumu alinirsa

lim sup (r;l) < lim sup (1 — pn(rn_krn_kH...rn_grn,l)) ,

n—oo n—o0
1 .
7 <1+lim Sup (_pn<rnfk7anfk+1'-'Tn72rn71))
n—oo
1 .
7 <1- hgg.}f (pn(rn—krn—k—i-l'-'Tn—an—l))
1
- <1-—|liminfp, - liminfr, 4 ... - liminfr, o - liminf Tn_l]
l n—00 n—00 n—oo n—o00
1
7 <1—[el-1-...-]]
olup
Ly
7S
bulunur. Buradan
[—1
c < = h(l) (3.22)
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tanimlayalim. Ayrica
M — (R )IF-1)

!/ i
wl) = (1k+1)? =0
olup
- k+1
ok

bulunur. [y = % icin fonksiyonun ekstremum noktas1 vardir. Ayrica

W(l) — (k+ 1) [1—k+ klg® —1]

v 52

oldugundan

k(2 =1) =k

GOR

bulunur. Diger taraftan (ﬁ)2 < 1 oldugundan k [(#)2 — 1} < 0 olur, yani h"(ly) < 0

elde edilir. O halde h fonksiyonunun [/, maksimumu vardir.

kk
h(lo) = W
ya da
kk
nglgalxh(l) = —(k; Ty
ise (3.22) yardimiyla
k)k

< v
©= (k+ 1)kt

elde edilir. Bu ise (3.14) ile ¢elisir. Boylece ispat tamamlanir. O halde (3.9) esitsizliginin

hicbir pozitif ¢oziimii yoktur. U
(3.14) denkleminde k£ = 0 ise (3.3) denklemi

Yn+1 — Yn + PnlYn = 0 (323)

seklini alir.

(3.3) fark denklemi agagida verilen

Y (t) +p()y(t) =0 (3.24)

diferensiyel denklemin ayrik benzeridir. (3.24) denklemini y(t) ile boliip integre edersek

+p(t) =0,

20



MATERYAL VE METOT D.E. KARABACAK

féa=—

In [y(t)] = — / p(t)dt

ya da

olup
y(t) = e~ /PO (3.25)

elde edilir. Buradan y(¢) > 0 oldugu goriiliir. Yani (3.24) denkleminin tiim ¢oziimleri
pozitif olup salimiml degildir.

Diger taraftan, eger

liminf p, > 1 (3.26)
n—oo
ise (3.23) denklemi salinimlidar.
n > 0 i¢in eger
k?k
Pn = m (3.27)
ise (3.3) denklemi
k,k:
Yn+1 — Yn + myn—k =0 (3.28)
denklemine doniisiir.
Yyp=d>0vek=N,N+1,..icin
k

pozitif ¢oziimidiir. O halde {y,} (3.28) denkleminin salinimli olmayan bir ¢oziimiidiir.

(3.28) denkleminde (3.29) ifadesi ve

Yn—k Yn—k-1 Yn—2 Yn—1

yn—k‘ = n
Yn—k—1 Yn—k—2 Yn—1 Un
kullanilirsa
k k" Yn—k Yn—k—1 Yn—2Yn-1
T Un —Yn t ) Yn =0
k+1 B+ D" Yy k1 Ynk2 Yn-1 Yn
olur.
Yn k41
Ym+1 k
oldugundan
s Ko k+1k+1 k+1 0
R L ) R A A
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bulunur. Yani (3.29) ifadesi (3.28) denklemini saglar. O halde (3.29) bir ¢oziimdiir ve bu

coziim pozitiftir. Yani (3.28) denkleminin ¢oziimleri salinimli degildir.

Teorem 3.18. Kabul edelim ki p,, > 0 ve

/{Zk

sup p, < ( (3.30)

k + 1)k+1

olsun. Boylece (3.3) denklemi salimimli olmayan bir ¢oziime sahiptir (Erbe ve Zhang

1989).

ispat

r =1 — purp e Tt (3.31)

denkleminin pozitif bir ¢dziime sahip oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

k41
SN_k:...:SN_1:QZT>1 (3.32)

ve

sy = (1 —pysy_g...sy_1) P > 1 (3.33)

tanimlayalim. (3.30) ve p,, > 0 oldugundan 0 < p,, < 1 olur. Béylece

1 1
SN:l—quk>1—pN>1’
1 1 1
N g T T—swpngt 1 B Gy — 1

(et DFFL Rk

olup
sy < q
bulunur. Simdi
sn41 = (1 — pyy1SN1—k--SN) " (3.34)
tanimlayalim.
1 1 1
SN+1 =

< < =q
1 —pni1gFtsy 1 —pyigh~tg 1 —suppyiigh
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olup

1 <syy1<gq

bulunur.
Simdi £ =1,2,...i¢in 1 < sy1; < g oldugunu gosterelim.
k=1i¢in1l < sy;1 < g olur.
k=migin 1 < syi,, < q oldugunu kabul edelim.
k = m + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

k=m+ 1igin

1 - 1
SN+m+1 =
—_ kk —
1 PN+m+1SN+m+1—k---SN+m 1-— qu 18N+m

ve Sy+m < q oldugundan

1

SN+m+1 < =4

kk
L= Gy dt
olur. O halde her £ = 1,2,...i¢in 1 < sy < golur. n > N igin {sy} dizisi (3.31)

denkleminin bir ¢oziimiidiir. Ayrica

v =1, yyyg = X (3.35)
SN

tanimlanirsa, bu sekilde devam edilerek {yy} dizisi (3.3) denklemini saglayan bir ¢6ziim

olur. O
Simdi {p, } negatif olmayan reel say1 dizisi ve k pozitif tamsay1 olmak iizere
Gpi1 — Op + Ppap_p =0, n=0,1,2, ... (3.36)

denklemini ele alalim. Bu denklemin ¢oziimlerinin salinimliligi icin Erbe ve Zhang tara-

findan elde edilen sonugtan daha iyi olan asagida verilen sonucu inceleyelim.

Teorem 3.19. k pozitif bir tamsayt ve {p, } negatif olmayan bir reel sayt dizisi olmak
iizere, eger

1 n—1 k’k

t=n—

ise (3.36) denkleminin tiim ¢oziimleri salimimli olur (Ladas vd. 1989).
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Ispat Celiski olusturmak adina (3.36) denklemine ait pozitif salimimli olmayan bir {a,, }

coziimiiniin varligim1 kabul edelim. Boylece

Upy1 — —Pnp—p <0

olur. Boylece {a, } pozitif sayilarin artmayan bir dizisi olur. a, < a,_; oldugundan
(3.36) denkleminden

Apy1 — Ap +pna'n S 0

veya

Py <1 — 2t (3.38)

olur. Boylece

n—1 n—1
1 1 Aj+1
— < — 1-— .
k,_E pis g E ( o ) (3.39)
olur.

tanimlayalim. Boylece yeterince biiyiik n ler i¢in, (3.37) yardimiyla

a<f< S n (3.41)

olur. Buradan ve yeterince biiyiik n ler icin, (3.39) ifadesinden

1 = ( az‘+1)
B 1— (3.42)

i=n—~k

yazilabilir. (3.42) esitsizligi ve aritmetik ortalama-geometrik ortalama arasindaki baginti

kullanilarak
— —1 l
Qi1 1 Ajt1 i+1
< =1-—
= kzzk( Z> k:Z( >_ <z:1n_[kal>
1
- 1_ <an—k+1 An—k+2 ) k
an—k an—k—H B
ap
- 11—
Apn—f

bulunur. Buradan yeterince biiyiik n ler i¢in

(“”)kg1—5 (3.43)

Qp—f
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elde edilir. {a, } pozitif terimli dizi oldugundan 0 < § < 1 olur. Ayrica « (3.40) teki

tanimlanmig olmak {izere

1 k 1
max [(1 —A) )\?} = —a*
0sAs<l (k+ 1)t
olur.
Gergekten
FO) = (1= 2N
olsun.
1 1
'‘N=Xr [ =1+ -—(1=X) | =0
PO = (<14 - )
olup
1
A= —
k+1

bulunur. Ayrica

" 1 1 1 %71 2
P () r e <

(3.44)

(3.45)

olur. f”(\) < 0 oldugundan \ = 1 apsisli noktada f()\) maksimuma sahiptir.

k+1

1 k
f(k;+1) (k4 1)

olur. Bu nedenle 0 < A < 1 i¢in

- A< ar\*

olur ve 0 < 8 < 1 oldugundan

1-f<arg

yazilabilir. (3.43) yardimiyla yeterince biiyiik n ler i¢in

:
( an ) <1-B<atft
Qp—k
olup gerekli diizenlemeler yapildiginda

—ap é An—k

o)
elde edilir. (3.46) esitsizligini (3.36) kullanirsak

Qp4+1 — Ap +pn§an S 0
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yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi a,, e bolersek

An+1 _ 1+pné S 0
«

Qn

elde edilir.

Her iki tarafin n — & dan n — 1’ e kadar toplamin1 alir ve % ile carparsak (3.41)

yardimiyla

_5<1—— Z (a”l)

znk

olur. Aritmetik ortalama ve geometrik ortalama arasindaki bagintiy1 kullanarak

52 1 . Qi1 Gz’+1%
ceE (e ()

i=n—k i=n—k

1
5 Ap—k+1 An—k+2 ap k
P <1
(6]

Qp— Op—k+1 Ap—1
1
6_ <1 An *
« An—k

1-B<akfs

ya da

oldugundan yeterince biiyiik n ler i¢in

olur. Buradan

olup )
(ﬁ) o <an . (3.47)

olur.

Tiimevarim yontemiyle m = 1, 2, ... olmak iizere n > n,, i¢in n,, tamsayisi

(é) Gp, S Qp—f (348)
o)
esitsizligini saglar. Ayrica, yeterince biiyiik n ler i¢in (3.41) ifadesinden
n n—1
Z Pi = Z pi > kp (3.49)
i=n—=k i=n—=k
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elde edilir. Yeterince biiyiik 7 ler i¢in

Y pzM (3.50)
i=n—k

oyle ki
M=kB>0 (3.51)

olur. Oyle bir m secelim ki
AN > 2’ (3.52)
a M '
olsun. Boylece yeterince biiyiik n ler icin n > ny olmak iizere (3.48) ve (3.52) te secilen
ozel m saglanir. (3.48) dan n > ng + k icin n — k£ < n* < n olacak sekilde bir n*
tamsayis1 vardir oyle ki

v M M
ZPiZ;VezpzZT

i=n—k i=n*

olur. (3.36) ifadesinden ve {a, } azalan olmasindan

n* n* n* M
Opry1 — Qg = Z (@ip1 —a;) = — Z Dili—p < — ( Z Pz‘) s — < —ganmk
i=n—=k i=n—k i=n—k
olup
M
7a'n*—k < g (353)

elde edilir. Benzer sekilde

n n n
M
(pg1 — Qpx = Z(ai—H —a;) = _Zpiai—k < - (Z]%) p—t < _7an—k

i=n* i=n* 1=n*

olup

M
?anfk S Qpy* (354)

elde edilir. (3.48), (3.53) ve (3.54) birlikte diisiiniildiigiinde

(s (2)
« T oaps  \M

olur ki bu ifade (3.52) ile ¢elisir. O halde (3.36) denkleminin tiim ¢oziimleri salintmlidir.
O

p € C[[to,00),R*], 7 > 0 olmak iizere
() +pt)x(t—7)=0

27



MATERYAL VE METOT D.E. KARABACAK

gecikmeli diferensiyel denkleminin ayrik bir benzeri olarak
Apt1 = Qp + Ppln—k = 0

fark denklemini diislinebiliriz. Yukarida verilen diferensiyel denklemin salinimli olmasi

icin gerek sart agagida verilmistir.

. 1
11%1_1>C1>£1f p(s)ds > >
t—1

Fark denkleminin ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in gerek sart ise

o K
hﬂg}f [ kaZ] k—i— 1 (L 1)k+1°

olup, buradan

oldugundan

yazilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu yiiksek lisans tez calismasinda asagida ifade edilen sabit katsayili-sabit gecikmeli
ve degisken katsayili-sabit gecikmeli fark denklemleri ele alinmistir.

peR keZven=0,1,2,... olmak iizere
(p+1 — Qp + Plp—f = 0 4.1)

fark denklemini,
i =1,2,..,mi¢inp; € (0,00) ve k; € {0,1,2,...} iken veya i = 1,2, ...,m i¢in
pi € (—00,0) ve k; € {... — 3,—2,—1} ikenn = 0, 1, 2, ... olmak iizere

ni1 = G+ Y Pitin_g, =0 (4.2)

i=1
fark denklemini ve

pn > 0 ve k negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere

Ynt1 — Yn + PnYn—r = 0 (4.3)

fark denklemleri calisilmistir. Bu denklemlerin ¢éziimlerinin salinimlilik davraniglarini
incelenmistir.

Bu bulgular ise asagidaki gibidir.

(4.1) denkleminin ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul agagida yer
alan kosullardan herhangi birinin saglanmasidir.
@p<-—-1lvek=-1,
b)p>1vek=0
© pE S dvek e {i, =3, -2} U{1,2,..}.

Ayrica (4.1) fark denklemi

2(t) +px(t—7)=0

gecikmeli diferensiyel denkleminin ayrik benzeri olarak diisiiniilebilir. Bu diferensiyel
denkleme ait salimimlilik sart1 p7 > é seklindedir.

(4.2) denklemine ait salinimlilik kosulu ise asagidaki gibidir.
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i=1,2,...,migin p; € (0,00) ve k; € {0,1,2,...} veyai = 1,2,...,m icin p; €
(—00,0) ve k; € {... — 3,—2, —1} sartlarindan biri saglansin. Eger

ki+1

Zm: k:+1 o1

ise (4.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir
Ayrica (4.2) fark denklemi

m

Z'(t) + Zpix(t —71)=0

i=1
gecikmeli diferensiyel denkleminin ayrik benzeri olarak diisiiniilebilir. Bu diferensiyel
denkleme ait salimimlilik sart1 > p,7; > % seklindedir.

i=1

(4.3) denklemine ait kogullar ise asagidaki gibidir.
Kabul edelim ki

liminf p, =c¢ > 0velimsupp, >1—c¢

n—0oo n—00

olsun. Bu durumda
(a)
Ynt1 = Yn + PnYn—k < 0
esitsizliginin pozitif ¢oziimii yoktur.
(b)
Ynt+1 = Yn + PnYn—k = 0
esitsizligi hicbir negatif ¢oziime sahip degildir.
(c) (4.3) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir.
Diger kosul ise asagidaki gibidir.
Kabul edelim ki p,, > 0 ve

/{Zk

sup pp, < m

olsun. Boylece (4.3) denklemi salinimli olmayan bir ¢6ziime sahiptir.
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Bu aragtirma sonraki caligmalarda detaylandirilarak konu edinilebilir ve analiz edile-
bilir. Benzer sekilde, denklemin gecikme teriminin 6zelliklerine gore yeni ve farkli arag-

tirmalar yapilabilir.
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5. SONUCLAR

Fark denklemleri zamana bagli ¢esitli doga olaylarinin incelenmesinin dogal bir ifade-
sidir. Zamana bagli degiskenlerin kullanildig1 olaylarin bir¢ogu ayrik (kesikli) oldugu icin
bu tiir denklemlere 6nemli matematiksel modellemelerde yer verilir. Daha da 6nemli olan
nokta ise fark denklemleri diferensiyel denklemler i¢in ayriklagtirma yontemlerinin ince-
lenmesinde karsimiza c¢ikar. Fark denklemleri teorisinde elde edilen pek ¢cok sonu¢ hemen
hemen bu tiir denklemlere karsilik gelen diferensiyel denklemlerin ayrik bir benzeri olarak
ele alinir. Bu tez ¢calismasinda ise fark denklemleri incelenmis ve bu denklemlerin ¢6ziim-
lerine ait salmimlilik kosullarina yer verilmistir. 11k olarak fark denklemleri ile ilgili genel
bilgiler verilmistir. Ikinci kisimda fark denklemleri ile ilgili temel kavramlar verilmistir.
Uciincii kisimda ise sabit katsayili-sabit gecikmeli ve degisken katsayili-sabit gecikmeli
fark denklemleri ayrintili bir sekilde ele alinmigtir. Bu denklemlerin ¢éziimlerine ait sali-
nmimlilik kosullar1 elde edilmistir. Gecikmeli diferensiyel denklemler ve fark denklemleri
i¢in elde edilen iyi bilinen salinmmlilik kosullar1 karsilastirilmistir. Sabit katsayili-sabit ge-
cikmeli ve degisken katsayili-sabit gecikmeli,

peER ke Zven=0,1,2,... olmak lizere
Qpt1 — Qp + PAp—f = 0

fark denklemini, ¢ = 1,2,...,m igin p; € (0,00) ve k; € {0,1,2,...} iken veya i =

1,2,...,miginp; € (—oc0,0) ve k; € {... —3,—2,—1} ikenn = 0,1, 2, ... olmak iizere

m
Apt1 — Qp + § Din—k; = 0
=1

fark denklemini ve p,, > 0 ve k negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere

Yn+1 — Yn + DnYn—k = 0

fark denkleminin ¢oziimlerine ait salinim kosullaria yer verilmistir.
Ayrica, tez calismasinda yer alan sonuglar bu konular ile ilgili ¢alisan bilim insanlarina

yol gosterici niteliktedir.
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