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. OZET

KOMPLEKS KATSAYILI ANALITIK VE MULTIVALENT
FONKSIYONLAR VE BUNLARIN BAZI ALT SINIFLARI

Giiltekin TINAZTEPE

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danigman: Yard. Dog. Dr. Hiiseyin Irmak
Ocak-2003, 48 Sayfa

Bu caligmamn amact, bazi analitik ve multivalent fonksiyonlarin; yildizilhg, kon-
- veksligi ve konvekse yakmhgini igeren bazi teoriler ileri siirerek Analitik ve Geometrik
" Fonksiyonlar Teorisi'ne katkida bulunmaktir. 1k basta fonksiyonlaimn yildizllig,
: konveksligi ve konvekse yakinlig ile ilgili temel tamm ve teoriler verilmig ve de
. bamlan da ispatlanmugtir. Bu caliymada kesirsel. tiltev operatoril de kullamlarak
analitik ve multivalent fonksiyonlarin ve bu fonksiyonlarin olugturduklar baz1 sinifla-
1 ¢aligma kapsami biraz daha genig tutulmugtur.

Tammlanan Ws(p; 1) ve Vs(p; p) aileleri, multivalent fonksiyonlann olugturdugu
alt sumflar olup, bu simflann analitik ve geometrik fonksiyonlar teorisine katimig
oldugu iki yeni teorem elde edilmis ve bu sonuglar literatiire girmigtir. Bu elde
edilen teoremlerin cok 6zel sonuglar da literatiirde yaymlanan bazi bagka gahgmalari
icermektedir. Ayrica; Bazi operatorlerle (Kesirsel integral operatorii, kesirsel tiirev
operatoril, adi tiirev operatorii ve integral operatoril) tammlanan yeni fonksiyon-
larin iistte belirtmis oldugumuz simflarla olan iligkisi belitlenerek bazi sonuclara

varilmisgtir.

ANAHTAR KELIMELER: Birim disk, analitik fonksiyon, multivalent fonksi-
yon, yildizil fonksiyon, konveks fonksiyon, konvekse yakin fonksiyon, kesirsel tirev,

kesirsel integral, integral operatdrii, kompleks egitsizlikler.
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* ABSTRACT

ANALYTIC AND MULTIVALENT FUNCTIONS WITH COMPLEX
COEFFICIENTS AND THEIR CERTAIN SUBCLASSES
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M.Sc. in Mathematics
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The aim of this thesis is to contribute to Analytic and Geometric Functions
Theory by using some theories concerning convexity, starlikeness and close-to-convex
of some analytic and multivalent functions. Because of this reason, at the begining,
fundemental theorems and definitions concerning stazlikeness, convexity and close-
to-convexity of functions given and some of them proved. In this work, working
content of analytic and multivalent functions and some of their classes was extended
by using fractional derivative operator

Defined W;(p; 1) and V(p; ) families are subclasses of multivalent functions and
two theorems which were introduced to analytic and geometric functions by these
subclasses were derived and results entered to mathematical literature. Special forms
of these theorems include other works published. Furthermore, by determining the
rolation hetween functions defined with some operators ( fractional integral operator,
fractional derivative operator, ordinary derivative operator and ordinary integral

operator ) and classes expressed above, some restlts derived.

KEY WORDS: Unit Disk, analytic function, multivalent function, starlike func-
tion, convex function, close to convex function, fractional derivative, fractional in-

tegral, integral operator, complex inequalities.
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: ONSOZ

‘Analitik fonksiyonlarn geometrik ézellikleri Karmagik fonksiyonlar teorisinde
néﬁlf bir yer tutmaktadir. Bu ozelliklere iliskin cahgmalar 1930 lu yillara dayan-
maktadu Bu tiir fonksiyonlar icin dnceleri ¢ok 6zel fonksiyonlar kullamimakta olup,

ahai sonraki yillarda da; acik birim diskte analitik ve bire bir olan

fzy=2"+ Z a 2"
k=p+n
'a;g,lk delinmis birim diskte de yine analitik ve univalent olan

o0

flz) =27+ Z apz®

k=—p+mn

Rlinde olan seri aciimli fonksiyonlara genigletilmigtit. Bu her iki tiirdeki seri
cihmbl fonksi;orﬂarda n ve p birer dogal say1 ve a; kompleks katsayilardir. Bunlara
skin birgok ¢ahgma kaynaklar kismunda verilmigtir. Literatiirde, ilk bagta, her iki

f‘e‘ri icin katsayilar pozitif veya negatif olarak almmug ve daha sonralan da kompleks

- katsayilar olarak incelenmigtir.

Bu tiir fonksiyonlara ait katsayi bagintilan ve diger ozellikleri belirlenmigtir. Bu
f.__: .¢a11.§mada, birinci tiirdeki ftmksiyoﬁlar ele alimarak, Analitik ve Geometrik Fonksi-
“'yonlar Teorisi’ne, yeni tammlar ve bu tammlar paralelinde yeni teoriler eklenilmigtir.
Elde edilen bu teotilerin gok ézel sonuglarim da, literatlirde yer alan bazi caligmalarla
kargilagtirilngtin . Bu alanda tlkemizde ok az sayida bilim adami, caligmalar da
" bulundugundan dolay1, bu alanda calhganlara ve ¢aligacak olanlara yardunc: olacak

| sekilde toplu bir caligma 6zelligini tasiyacag kamsindayiz.

Bana bu konuda caligia olanagi veren ve yardimlarim esirgemeyen tez danmigmani

- Sayin Yard Dog. Dr. Hiiseyin IRMAK’a tegekkiirlerimi sunanim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiziNi

Beta fonksiyonu
Kompleks sayilar kiimesi

Bir f(z) fonksiyonunun kesirsel mertebeden tiirevi

Bir f(z) fonksiyonunun kesirsel mertebeden integrali
{zeC:lz| <1}

E kiimesinin sunri

Bir f(z) forksiyonunun ¢. mertebeden adi tirevi
Gamma fonksiyonu

Bir f{z) fonksiyonunun integrali

Dogal sayilar kiimesi

NuU {0}

Reel sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi

Z~U{0}




i :rim diskte yani B de analitik olan fonksiyonlarin ; konveks'e yalkinh, konveks'ligi

e de yildialhgl, Analitik ve Geometrik Fonksiyonlar Teorisi’'nde (Analytic and Geo-

¢ Function Theory) énemli bir yer tutmaktadu. Bu alandaki aragtirmalara, ilk

f2)=14) as* (neN) (L.1)

k=n

~ seklindeki seri acihmlari olan analitik fonkstyonlarla baglanmistir. Bu tiix caligmalara
Marx (1932), Libera (1964), Bernardi (1969), Calys (1965) ve Robertson (1932,1964),
* yayinlan 6rnek verilebilic. Daha sonralari da, {istte verilen fonksiyonlar bir adum

. daha genigletilerek:

)=t Y a meN) 1.2)

k=n+1
seklindeki fonksiyonlar ele ahnrmgtir. Bu tiir fonksiyonlarla ilgili ¢ahgmalara, Marx
(1932), Robertson (1936,1964), Bernardi (1969), Szegt ve Polya (1954), Twomey
(1970), Jacubowski (1972}, Silverman (1975), Srivastava, Owa ve Chatterjea (1987)
ve Bajpai (1974) yaymlan referans olarak verilebilir. Literatiirde ise, en son yer alan

ve iistteki her iki fonksiyon tiiriinii de kapsayan ve de

fle)=2+ > amz* (npeN) (1.3)

k=n-+p

tipinde olan fonksiyonlaila, geometrik fonksiyonlar teorisi en genig hale getirilmigtir,
Bu tiir fonksiyonlar1 igeren makale ve kitaplar i¢inde Hayman (1958), Yamakawa
(1992), Duren (1983), Goodman (1983), Srivastava ve Owa (1992), Chen, Irmak ve
Srivastava (1996,1997) yayinlan referans olarak verilebilit.

(1.1), (1.2) ve (1.3) formundaki fonksiyonlar: da kapsayan agagdaki seri agimh
fonksiyonlar varsayilabilir, drnegin
) =P+ Y a2t (@€CnpeN) (1.4)
k=n+tp

- geklindeki fonksiyonlar verilebilir.




Fakat, bu tiirdeki seri agilimh Tonksiyonlar, (1.3) sekline indirgenebilir fonksiyon-
lardir. (1.3) veya (1.4) formundaki fonksiyonlara p--degerli analitik fonksiyon (p—va-
lently analytic function) ya da multivalent analitik fonksiyon (multivalently analytic

function) adi verilmektedir.

Bu yukandaki biitiin fonksiyonlarda a; katsayilari kompleks sayilar kiimesinden
' secilirse, ilgili fonksiyonlara kompleks katsayih multivalent ya da kompleks katsayih
p-degerli, a; katsayilan pozitif reel sayilar kiimesinden segilirse, ilgili fonksiyonlara
pozitif katsayill multivalent ya da pozitif katsayih p-degerli, a; katsayilar1 negatif
reel sayllar kiimesinden segilirse, ilgili fonksiyonlara negatif katsayili multivalent ya

da negatif katsayili p-degerli fonksiyon adi verilir.

Bu béliimde; belirtmnig oldugumuz (1.3) formundaki fonksiyonlarn: kullanarak, var-

mak istedifimiz hedefler icin gerekli tamm ve teoremler verilecektir.




1.2, Temel Bigiler ve Kavramlar

A&

apmn 1.2.1. (Brown ve Churchill 1996) Bir D C C bélgesinin her i¢ noktasinda

tiimvlenebifen fonksiyonlara, D de analitik ya da regiiler fonksiyonlar denir.

.';".’:I‘amm 1.2.2. (Nehari 1952) Bir f(z) fonksiyonu bix I} & C bolgesinde bire-bir ise
yani; her bir u,v € D i¢in f(u) = f(v) = u = v oluyor ise f(z) fonksiyonuna, I de

univalent ya da yalnkat fonksiyon denir.

Tanmm 1.2.3. (Nehari 1952) Bir z € D C C icin, 2 den ¢kan her 1gm ile I nin

" arakesiti, dofin pargast veya bir 151 ise, D bolgesine, z noktasimna gore yildizildir

:. “denir. Eger, her z € D igin yildizalik korunuyor ise , B ye sadece yildizil bolge ad

 yerilmektedir

* Tanmm 1.2.4. (Nehari 1952) E bolgesinde analitik ve gortnti kiimesi yiidizil olan
~ fonksiyonlara," & de yildizl fonksiyonlar denir. Bu tiir fonksiyonlarn olugturdugu

©aile Y ile gosterilecektir,

 Tamm 1.2.5. E bélgesinde analitik ve univalent olan

fe)=2"+ Y a* (aeRn,peN)

k=n+p

(1.5)

seklindeki fonksiyonlar simfim T(n, p) ile gosterilsin. Bu tiit fonksiyonlara p-degerli
ya da multivalent analitik fonksiyonlar adi verilir.

Tamm 1.2.6. Her A CR2z € Avey € Aolsun. Her A (0 < A <1) igin

1-Xz+rweah

oluyorsa, A bolgesine konveks bolge denir.

Tamim 1.2.7. E bolgesinde analitik ve univalent olan

fz) =2+ i szk (&kER;HEN)

z2qpge 1

seklindeki fonksiyonlar simft T(n) ile gdsterileceksir.

Tamm 1.2.8. (Stivastava ve Owa 1992) Eger f(z) € T(n, p) fonksiyonu,

"

f(2)

3

2 (z)} >a (Vz cln,peN;0<a<p)

(L6)

(1.7)




~ kogulunu saghyorsa, f(z) fonksiyomu o mertebeden yildizil'dir denir. Bu tiir fonksi-

yonlar simifl Yy p(a) ile gﬁsterilecgktir:.

Tanmm 1.2.9. (Srivastava ve Owa 1992) Eger f(z) € T(n,p) fonksiyonu,

me{l—l—zﬁéz)} >a (VzeBEnpeN;0<a<p) (1.8)

kogulunu saghyorsa, f(z) fonksiyonu o mertebeden konveks’tir denir. Bu tiir fonksi- ;

- yonlar smifint K, ,(«) ile gosterilecektir.

" Tamm 1.2.10. (Srivastava ve Owa 1992) Eger f(z) € T(n,p) fonksiyom,

B‘ie{f,(z)}>a (VzeE;npeN;0<a<p) | (19)

o a

kogulunu saghyorsa, f(z) fonksiyonu o mertebeden p-degerli konveks’e yakin’dir

denir. Bu tiir fonksiyonlarin olugturdugu aile KY,, ,(a) ile gosterilecektir,

Tanimm 1.2.11. (Goodman 1983) Eger f(z) € T(n,p) fonksiyonu,

2f'(z) 3
SRe{ D) }>0, (Vz € B) (1.10)

kogulunu saghyorsa, f(z) fonksiyonuna orijine gore yildizal’dir denir. Bu tiir fonksi-

yonlarin olusturdugu aile Y, ,(0) ile gosterilecektir.

Tamim 1.2.12. (Nehari 1952) E bolgesinde analitik olan ve gériintii kiimesi kon-
veks olan fonksiyonlara, B de konveks fonksiyonlar denir. Bu tiir fonksiyonlann

olusturdugu aile K ile gdsterilecektir.

Tamm 1.2.13. (Nehari 1952) Bir f(2) € T(n,p) fonksiyonu

zf'(z)
me{ e }>o (Vz € E) (1.11)

esitsizligini saghyorsa, f(z) ye E de otijine goie p-degerli yildizil fonksiyon adi verilir.

Bu tiir fonksiyonlann olugturdugu aile Y, ,(0) ile gosterilecektir.

Tanmn 1.2.14. (Nehari 1952) Bir f(z) € T{n, p) fonksiyonu

Re {1 + z.f"(z)} >0 (vz €E) (1.12)




_ éitsizligini sagliyorsa, f(z) ye E de orijine gore p-degerli konveks fonksiyon adi
venhr Bu tiir fonksiyonlarin olugturdugu aile K, 5(0) ile gosterilecektir.

-'*ﬁimm 1.2.15. {Goodman 1983) Eé;él {(z) € T(n) fonksiyonu,

Re {i;(f—gl} >, (VzeR0<a<]) (1.13)

“kogulunu saghyorsa, f(z) fonksiyonu a mertebeden yildizildir denir. Bu tiir fonksi-

_yonlann olugturdugu aile Ya(e) = Yn1(a) ile gosterilecektir.

'_:.Tanlm 1.2.16. (Goodman 1983) Eger f(2) € T(n) fonksiyonu,

Re {1 + z;:;iz))} >a (Vze€B0<a<l) (1.14)

kogulunu sagliyorsa, f(z) fonksiyonu a mertebeden konvekstir denir. Bu tiir fonksi-

- yonlarm olugter dugu aile K, (o) = K, 1(a) ile gosterilecektir.

. Teorem 1.2.17. (Goodman 1983) Bir f(z) € T(n, p) fonksiyonumum o (0 < & < p)
mertebeden konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul zf'(z) fonksiyonunun o

(0 < a < p) mertebeden yildizil olmasidir.

Ispat: Bir f(z) fonksiyonu igin,

22f'(2)) _ S @+ 2R

zf'(z) zf'(2) f'(z)

olup ve g(z) = zf'(z) denilirse

.'f I ! "I
SRECICINS (2O} _oef1+2 SIS
zf'(z) 9(2) f'(z)
elde cdilit. Bu yukandaki rasyonel ifadelerin herbirinde z = 0 noktas: kaldinlabilir

tekil noktalardir.
Tamm 1.2.18. (Goodman 1983) Eger f(z) € T(n) fonksiyonu,
Re{f(z)}>a (VzeElSa< 1) (1.15)

kosulunu saghyorsa, f(z) fonksiyonu o mertebeden konveks’e yakmdir denir. Bu tiir

fonksiyonlar sinifi da KY,(a) = KY, (o) ile gosterilecektir.




onﬁg 1.2.19. Suasiyla, Tamm 1.2.8 - Tamm1.2.11 ve Tamm 1.2.13 tanimlarindan
&e Tamm 1.2.15, T_amml‘.z 16 ve Tamm 1.2.18’deki tanmmlardan da agafidaki

igkiler kolayca gorilmektedir. . -

Yaple) C Y, (0),Knp(e) CK,(0), KYnp(e) CKY, (0),
¥, (a) € Y, (0),K.(a) C K (0),KYa(a) C KY, {0)

(1.16)

worem 1.2.20. (Duren 1983) Bir f (z) fonksiyonu, $ C C bélgesinde analitik fakat

sabit olmasin. |f(z)| degeri S nin higbir i¢ noktasinda maksimum olmaz. Maksimum

egerini, sadece S nin simnnda alir. Bu Maksimum Modil Prensibi olarak bilinir.

.Tanlm 1.2.21. Gamma (I') fonksiyonu her n € R —Zg igin

I'(n) = / t" e tdt (1.17)

seklinde tapimlamir. Ouzellikle; n € N ise

['(n + 1) = nl'(n) = n! (1.18)
seklindedir.

Tanim 1.2.22. Beta (8) fonksiyonu her n,m € R — Z, igin
1
B(n,m) = [ L1 — £yt (1.19)
] _

seklinde tanmmlamr. Ozellikle, Gamma ve Beta fonksiyonlar arasinda agagidaki gibi
bir iligki vardir:
['(n)T'{m) (1 20)

ﬁ(n!m) = m)

Eger n,m € N ise

I'n)I'(m n— 1Y (m— 1)}
Bln,m) = F((n)+(m)) B ( (n +)TT(I — 1)!) (121)

Tamm 1.2.23. (Samko vd 1993) Bir f(z) fonksiyommun & mertebeden kesirsel

integrali:

D;*(f(2) = F(lé) /( f(t))l_gdt (1.22)




khnde tanmlamr. Burada, § > 0 ve f{z) fonksiyonu kompleks diizlemin orijini
psayall basit baglantili bir bolgesinde analitiktir. Eger, z -t > 0 ise, log(z — t)
ol almarak (z —t)°~" teriminin kathlig kaldarihr.

[ ﬁ;m 1.2.24. (Samko vd 1993) Bir f(%) fonksiyonunun & mertebeden kesirsel

evi:

(z —t)°

Burada, 6 > 0 ve f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin orijini

z—t > 0 ise, log(z — t)

D(f(2) = ml )‘/' IO g (vzem) (1.23)

eklinde tammlanir.
kapsayan basit baglantili bit bolgesinde analitiktir. Eger,
gercel alnarak (z — t)~* teriminin kathihg kaldurihr.

Tamm 1.2.25. (Srivastava ve Owa 1989) Tamm 1.2.23 iin kosullar1 altinda, bir

" f(z) fonksiyonunun n + § mertebeden kesirsel tiirevi:

DI () = - DU(f(2) (v € By € No) (1.24)

geklinde tanimlamr.

Tamm 1.2.26. (Libera 1964) Bir f(z) € T(n) univalent fonksiyonunun integral

operator:
k4

Lf(2)) = -‘iﬂ © )t (V2 € Bye> —1) (1.25)

0

seklinde tanimlamir.

Tamm 1.2.27. (Bernardi 1969) Bix f(2) € T(n, p) fonksiyonunun integral o peratorit:
c+ 1.
Tal$(2)) = <22 f () dt (V2 € Bye > —p) (1.26)

0

seklinde tanimlamr.

Lemma 1.2.28. (Jack 1971) w(z), w(0) = 0 kogulunn gergekleyen E’de analitik
maksimum degerine {z} == 7

bir fonksiyon ve r € R, 0 <7 < 1 olsun. Eger |w(z)],
fizerindeki bir z; noktasinda nlagiyorsa

zow'(z0) = cw(zo) (€2 1) (1.27)




egitligini saglayacak bir ¢ vardir. Bu lemma, Jack’s Lemma’s: olarak bilinir.

Lemma 1.2.29. (Szegd ve Polya 1954) f : E — C analitik, z € E noktalar igin
|7(2)] < 1 ve f(0) = 0 olsun. Bu durumda z € E noktalan igin |f(2)| < |z| ve
|77(0)] < 1 dir. Ustelik 2 € D (29 # 0) icin |f(20)| < |20 ise ¢, |¢| = 1 Szellifinde
bir sabit olmak ilizere, f(z) = cz bi¢imindedir. Bu lemma da, Schwarz lemma’si

olarak bilinir,




3. Bazi Operatérler ve Déniigiimler

Ofém 1.3.1. (Chen vd 1997} f(z) € T(n,p) olsun. Bu durumda; Vz € E icin
(Z)"foﬁkSiyonumm 6 (6 > 0) kesirsel mertebeden integrali;

o0

! HD(p+6+1
DU = 53T 2 L+ Z pvr(zié 11; S E )

fs;).ét: f(2) € T(n,p) olsun. Tamum 1.2.23%in kullamlmasiyla

Sy - L[ 10

DG = 5 0/ o
_ ul f ] dt
S OF B WeEn

z

1 . P &1 f = . -1
= % ft(z—t) dt—}—/ Z th(z — 1)%ta, | dt

0 o Lhk=ntp
1 z
= — Pz —t)*Ldt / t*(z — t)°Ldt
F((S) ft (Z +ky Q. )
0 =ntp
Burada
I=/tp( £)°dt ve J= / Flz — )% dt (1.29)
0 4] )

olarak alnsin ve 6nce J integrali ¢oziilsiin.

4

7= [t -0

0

integrali icin
uz =z-t=>dt = —zduve t = 2(1 — u)

seklinde degisken degigimi yapilirsa

1

J = z“"q/ w711 — u)*du

0




» edilir. Burada, Beta fonksiyonuna gegilirse

| KIT(6)
_ k+6 _ kt6
J = POk + 1) = e 3 (1.30)
edilit. Eger, (1.30)’da ki ifade de &k = p alinusa
| T(5) |
= p+é = p+6—-——-——£————-—-—
=24 B+ 1) = e (1.31)

unur. Boylece; I integrali de ¢oziilmiig olur. (1.30) ve {1.31) deki ifadelerden:

o B P8 pIl(6) ) KIT() —p
DI*(f(z) = 6 [T+ 6+ 1) kz%;, Pk + 6+ 1)“’“zk

p! o0 k!

=____'___|_Z

- k—p | pt+é
Tp+6+1) o, T(k+o+1) & |7

éll.de. edilir. Bu da, bize (1.28) ii verir. Boéylece, (1.5) formundaki bir f(z) fonksi-

“yonunun kesirsel mertebeden integrali bulunmug olur.

- Teorem 1.3.2. (Chen vd 1997) f(z) € T(n,p) olsun. Bu durumda, Vz € E icin bir

J(z) fonksiyonunun 6 (0 < 6 < 1) kesirsel mertebeden tiirevi
! 2 kT(p—-6+1
DY(f(2)) = w1+ > -0 )akz’“‘P P (1.32)

T(p—-6+1) 2o pIT(E =5 +1)

olur.

ispat: Tanim 1224 deki kesirsel mertebeden tirev tanimi kullamlirsa, istenene

kolayca varli.

Teorem 1.3.3. (Chen vd 1997) f(z) € T(n,p) olsun. Bu durumda, ¥z € E icin
DY(f(2)) = — L i )a'kzk Pl (133)
F(p 6 k= n+p ' )

olur.

' ispat: Teoretn 1.3.2. nin ispatinda § yerine 1 + 6 alinirsa, istenen kolayca goriliir,

sy e,




Sonug 1.3.4. (Owa 1978) f(z) € T(n) olsun. Bu dwrumda; ¥z € E icin f(z)

fonksiyonunun & (6 > 0) kesirsel mertebeden tiirevi,

] S HOE4S) |
D) = (2 +6) 1+Z PA+5++1) (1.34)

co

DX(f(2) = 2 |14 2 P’“g QH‘SI) zk‘l} (1.35)

r@ 5)

._ olut.
Ispat: Sonuc 134 in ispatinda § yerine —é alinirsa, istenen kolayca goriiliir.

Sonug 1.3.6. (Owa 1978) f(z) € T(n) olsun. Bu durumda; Vz € B icin

m%ﬁ@wviia[“'flﬂﬂiﬁ%f“ (1:36)
k

(- e T(k—0)

ohu.
ispat: Sonug 1.3.5. in ispatinda 6 yerine 1 + ¢ alinmirsa, istenen kolayca goriiliir.

Teorem 1.3.7. (Chen vd 1997} f(z) € T(n,p) olsun. Bu durumda;

Jc,P(f ={ + Z

—n+1

akzk‘p} 22 (Vz € Byc > —p) (1.37)

olui. Yine, J.,f(z) € T(n,p) olu.

Ispat: f(z) € T(n,p) olsun.Tamm 1.2.10 ve Tamm 1.2.27 den:

. c—I—
Tl ) =2 et f (o
_ C+p‘f tc+p—1+ i tk+c_la-k dt
€% k=n+p

11




_ ot Jrerrldt+ 3 (f'tk+c-1dt)

EA k=ntp 0
c+p | totP =2 o potk |P=*
= p -+ Z aj k
z CH+Pli—pg  kentp [ o P
= 2P + Z aukz’c
k= n-l-Ik'+

“pulumr.  Boylece, (1.5) deki gibi tanimlanan bir f(z) fonksiyonunun integral o-

" peratérii de elde edilmig olur. :
“Sonug 1.3.8. (Libera 1964) f(z) € T(n) olsun. Bu durumda; |

J(f(2)) =z + i %akzk“ (Vz € Bse> —1) (1.38)

k=n+1

olur. Yine, J.f(z) € T(n) oldugu agiktir.
Ispat: Teorem 1.3.7. nin ispatinda p = 1 alinursa, istenen elde edilir.

Tanim 1.3.9 (Chen vd 1996) Bir f(z) € T(n,p) fonksiyonunun, ¢. mertebeden adi

tirevi: -

FO(z) = zp 7 4 Z akzk—q (1.39)

k—n+p

(p>q;peN;qge Ny

seklinde tammlanm. Bu tammda dikkat edilirse:
g=0= fO0) = f(z)

1=1= 100 = L = pi

dmf(z) _ ()

g=m= fM(z) = —

oldugn goriiliir.




Sonug 1.3.10. Teoremn 1.3.2da 6 =0 aalllllISB., Tamm 1.3.9 daki q= 0 haline denk

old'ugu goriiltir.

sohug 1.3.11. Teorem 1.3.3 da 6 = 0 almrsa, Tamm 1.3.9 daki ¢ = 1 haline denk

oldugn goriiliir.

Teorem 1.3.12. (Yamakawa 1992) Bir negatif katsayili f(z) € T(n,p) fonksiyonu
o (0 < a < p;p € N) mertebeden p-degerli yildizal ise

i (k—oa)ay <p-a (1.40)

k=n+p

- geklinde bir katsay1 bagintisina sahiptir.

Ispat: f(z) € T(n,p) ve (1.3) deki gibi ve de negatif katsayih bir fonksiyon olsun.

Tamm 1.2.15 den

L] r 00
zepPt— 3 kapFl

SREIC 1N N G
f(Z) 2P — Z akzk
k=n-+p

.

4 oo )
pP — 3 kapz®
= Re ¢ k=:0+p ;
- 3 apzk
\ k=n+p /
¢ o \
p— 3 kapzFP
= Re { — 4P S (1.41)
1— > apzkr
\ k=n+p y

(1.41) deki ifadede z yi reel eksende secer ve z — 1~ gotiiriiliirse:

o0 o0
p— Y ky>all~ Y @) (0<a<ppeN)
=n-+tp k=n+4-p

egitsizligini elde edilir. Gerekli iglemler yapildiginda istenen goriliir.

Teorem 1.3.13. (Yamakawa 1992) Bir negatif katsayih f(z) € T(n,p) fonksiyonu
a (0 < a < p; p € N) mertebeden p-degerli konkveks ise

oo

> bk - a)a < plp — o)

k=n+p

(1.42)
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e

klinde bir katsayr bagintisina sahiptir.

Ispafi f(z) € T(n, p) fonksiyonu (1.3) deki gibi ve negatif katsayih olsun. Tamm

2 pp—1)2"2 = 3 k(k— a2
2£"(2) —
fi(z) pzpl— % kagz¢—1
k=n+tp

pp— )P = 3 k(k— Das?

k=n+p

a (0 < « < p; p € N) mertebeden p-degerli

k=n-tp

=Re¢ 1+ k=;+p
pzpt — 3 kagz*!
\ k=n+p
m,
plp—1)— > k(k—Daxz*7
—Mel 14 ety >a (143)
. p— . kapzkr
\ k=n+p
(1.39) daki ifadede z yi reel eksende seger ve z — 1~ gotiirilirse:
o0 O
p* — Z kKl > pa — Z kaar (0<a <p; peN) (1.44)

csitsizligi elde edilir. Gerekli iglemler yapildiginda istenen goridir.

Teorem 1.3.14. (Yamakawa 1992) Bir negatif katsayil f(z) € T(n,p) fonksiyonu

konvekse yakin ise:

k=n+p

T gt 1 e

Y kap<p-a (1.45)
k=n+p
seklinde bir katsay: bagintisina sahiptir.
Ispat: f(z) € T(n,p) olsun Tamm 1.2.17 den
. pPl— % kapt?
'
Re {‘f (z)} = Re ot
zP1 zp1
=Redp— Y. kapz" P >a (1.46)




.'(1‘46) deki ifadede z — 1~ gétiiriiliizse:
P~ Z kap > a, (0< o <p;peN)
k=n+p
esitsizligi elde edilit. Bu da istenen esitsizliktir.
- Teorem 1.3.15 (Chen vd 1997) Bit f(z) € T(n,p) olsun. Bu durumda:
() D7 (Jep(f(2))) # Jop DT (f(2)))
(i) D2(Jep(f(2))) # Jep(DE(f(2)))
(iif) D" (Jep(f(2))) # Jep(DI(f(2))), olur.

Ispat: f(z) € T(n, p) fonksiyomunun integial operatorii;

"

Lf@) =24 3 P, (V2 € Be > —p)

kE=n+p

6(6 > 0) mertebeden integralinin:

ey =~ kI(p+ 6+ 1) ol
DR = e [+ > et b }

ve de 6(0 < 6 < 1) mertebeden tiirevinin de

D) = e [1+ > "“’P(p“‘s“)akzk—f’}
k=n-tp *

olduklarmi (1.37), (1.28), (1.32) ve (1.33) dan biliyoruz (1 37) ve (1.28) deki ifade-
lerden:

B — Elc+plp+6+1)
D7 (Jep(£(2))) = F(p+6+1 [+ Z A OT (1) J (1.47)

ve de




{fc+p+8l(p+6+1)
2 kllct+p+8Ip+o+1)

x | pl :
P +k=§,_ppl(k+c+5)[‘(k+§+1)

Jep(D;((2)))

agz*P| 2PHS (1.48)

oldugu goriiliir. (1.47) ve (1.48) den de, (i) sikkinin ispat1 kolayca elde edilir. Yine;
(if) sikka i¢in (L.37) ve (1.32), (iii) sikk icinde (1.37) ve (143),(1.37) ve (1.32)

kullanilarak istenenlere kolayca varilir

.Teorem 1.3.16. (Chen vd 1996) (1.5) deki gibi tanimlanan negatif katsaylh. bir
" f(z) fonksiyonu icin, agagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) i;(i) - p' <p-a (0<a<ppeN) (1.49)

(i) me{l;g}>a, (0<a<ppeN;zecE) (1.50)

(iii) i ko <p—a (0<a<ppeN) (1.51)
k=n+p

Ispat: Bir f(z) € T(n, p) fonksiyonunun (1.5) deki gibi ve de negatif katsayih oldugu
kabul edilsin.

(i)=(ii):
me{i;(i) ~p} < J;(i) —-p|<p—a
TP ELCT P

1'(2) , _ ,
= Re -;PTI > (OS(X(p,pEN,ZEE)

(ii)=-(iii): Bu y6n, Teorem 1 3.14. den agikt.

(iii) = (i):




!
f( ) —-pi>p—a, (0 <a<pp€N;z €E) oldugunu kabul edip, celiski elde
zP~

éaﬂmesme calgilacaktir:

oo
> kapzFP

k=n+p

< Y kaglz|

k=n+p

solur ki, bu da istenen ispat: bitirir,

Teorem 1.3.15 in ispatinda, izlenen mantikla agsagida verilen teoremlerdeki denklikler

kolayca gosterilebilinir.

“Teorem 1.3.17. (Chen vd 1996) (1.5) deki gibi tanimlanan negatif katsayili bir
| f(z) fonksiyomt icin, agagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) %iz))—plSp—a, (0<a<ppeN;zeE) (1.52)
(ii) .‘ﬁe{ ) }>a', (0<a<ppeN;zcE) - (1.83)
(iii) Z (k a)ar, <p—a (0<a<ppeN) (1.54)

=ﬂ,

Teorem 1.3.18. (Chen vd 1996) (1.5) deki gibi tamumlanan negatif katsayih bix
f(z) fonksiyonu i¢in, asagidaki ifadeler birbirine denktir:

@) [1 L2 *p] <p-0, (0<a<mpeN) (1.55)
HON

(ii) Re {1 + ;,:())} >a, 0<a<ppeNz€E) (1.56)

(iii) S kk-a)a<plp—a) (0<a<ppeN) (1.57)

k=n+1

Teorem 1.3.19. (Silverman 1970) (1.6) deki gibi tanimlanan negatif katsayili bir
f(z) fonksiyonu i¢in, asagidaki ifadeler birbirine denktir:




i) [f'(z) =1 <1-a, 0<a<]) (1.58)

(if) Re{f'(2)} >, 0<a<l;zcE) (1.59)
(i) kﬁlk,akgl—a (0<a<l) (1.60)

Teorem 1.3.20. (Silverman 1970) (1.6) dcki gibi tanimlanan nogatif katsayil bix

f(z) fonksiyonu icin, agagidaki ifadeler birbirine denktir:

) 2f'(2) :
i) | Sl-e 0<a<lieR) (161)
(ii) Re Z;{(z) >a, (0<a<l;z€E) (1.62)
(ii) " S (h—aa<l-a (0<a<l) (163)
k=n4t-1

Teorem 1.3.21. (Silverman 1970) (1.6} deki gibi tammlanan negatif katsayili bir
" f(z) fonksiyonu i¢in, agagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) %S) <l-a (0<a<l) (1.64)
(ii) Re 1-%—%&3) >a (0<a<l; zeE) _ (1.65)
(iii) S kk—a)a<l-a (0<a<l) (1.66)




BA7ZI MULTIVALENT (P-DEGERLI) FONKSIYONLAR

a1 :V‘s(p; p) Ailesi:
§eR—{0}npeN0Su<LzeB e f(z) €M)

151111 ve

. 14 X
Vs(pi i) = {f(Z) € T(n,p) : (M) ~(p-n)

DE(f(2))
él{linde fonksiyonlar ailesi tammlansin. Burada; DMte(f(2)), Di(f(2)) operatrleri,
(z) € T{n,p) lonksiyonunun Tamm 1.2.24 ve Teorem 1.3.2’de verilen kesirsel
mmn bir kism Irmak vd.

<(p— u)‘s} (2.1)

"(2002) tarafindan yayimlanmustir.

Eger ; (2.1) de tammlanan Vs(p; ) ailesinde, &,y ve p parametteleri uygun olarak

secilizse, Analitik ve Geometrik Fonksiyonlar Teorisi'nde onemli sonuglara kolayca
varilabilir.

Ornegin;

1) 6 = 1 segilirse V,(p; p) ailesi clde edilir ve bu aile Al (p) ile gosterilsin Bu ise,

2DI(fE) _
DECF(2) (p M)}<p #} (2.2)

Al(p) = {f(z) € T(n,p) :
(n,pGN;OSuS_l;zEE),

i1) & = —1 segilitse V_1(p; p) ailesi elde edilir ve bu aile de A%(p) ile gosterilsin. Bu

ise,

w2 = { 1) e Tp): l T | < L ey

(npeN;0<p <l z€B),

} ailesi elde edilir ve bu aile de A}(p) ile gosterilsin  Yani,

(F9) |} e

iii) p = 0 secilirse Vs(p; 0

Aj(p) = {.f(Z) € T(n,p) :

19




(6eR-{0};n,peN;z€E),

ypu— 1- secilirse Vs(p; 1) ailesi elde edilir ve bu aile de A(p) ile gosterilsin. O

<@—4f} (2.5)

Ay nm) zf"(z) ’ i _ 1}
%@—%MEﬂmyKﬂ@) ()
(6cR—{0},peN; zC B),

v) Al(p) ailesinde p = 0 veya Aj(p) ailesinde & = 1 ahmirsa
Al(p) = () = V3 (5;0)

~ oldugn agiktir ve bu denk aileler A®(p) ile gosterilsin. Yani

#0) = {f(2) € T : | L5 -

<»} 26)
(mpeN; ze B ),

vi) Al (p) ailesinde y — 1— veya Aj(p) ailesinde 6 = 1 alinnsa
Aj(p) = Al(p) = Vi(pi 1)

elde edilir. Bu denk aileler A®(p) ile gosterilsin. Yani

Nﬁo={ﬂa6Tmeﬁ—p+zﬁgﬂ<p-1} )

(neN;peN- {1} z€E),

vii) p = 1 segilitse V4(1; ) ailesi clde edilit ve bu aile de AT(p) ile gosterilsin. O

halde

<u~w} (28)

AF(}‘},) = {f(z) = T(TI) : ‘ (@ﬁ%l) o (1 — #)6

20




(6eR-{0}0<p<LzeE),

< 1} (2.9)

(6eR~{0};z€E)

bulunur.
" Simdi bir f(z) € T(n,p) fonksiyonu icin asagidaki teoremi verip ispatlamlacaktir:

Teorem 2.1.1. (Irmak vd 2002)

§eR-{0},mpeN,0<u<l,zeE ve f(z) € T(n,p) olsun. Eger f(z)

fonksiyonu
> Ll 1 6 < 0 ise
SREE RN, 210)
DI*(f(z)  DEf(2) <1, §>0is
26 7
csitsizligini sagliyorsa, f(z) € Vs(p; p) dir.
ispat:
f(z) fonksiyonunun kesirsel tiirevinin
DH(f(2)) = e S i KM e (2.11)
z I'p—p+1) Rl 'Mk—p+1)
oldugunu biliyoruz.
2D (f(2))

e (f(z) € T(n,p); 2 €B;0 < p< 1)

e




gdésini (2.11) i kullanarak hesaplamaya ¢aligalim

P ! el 4 i L apzkrl
T(p— 1) kiarp Lk — )
p! k!

. o
YT z Fk— 1 1)

k—p—1

arz

p! k! .
e A —apz
I(p— ) k—zn:ﬂ T(k—p)
= ol A

2P TN A
F(p—u+1) k%pl‘(k—ﬂﬂ)

plal o Kkll(p—pn)
22 {1+ kA L
Lp - p) ( k§+p P(k—p)

B plzP o Elp—p+1)
T i+ a2k
F(P—#”?“l)( k:%pp!l“(k—u*-l) )

e K(p—p)
1+ > gzt P
_ (p_ ﬂ) k=n+p F(k p’)

x  El(p—p+1)

1+
k-:zn:+p p'[‘(k: — M+ 1)

= (p— p)[L + € (2)] (212)

zk—p

Burada Q(2) = 3" cx2® seklinde ve ©,(0) = 0 kosulunu saglayan ve E da analitik

bir fonksiyondur.

Simdi (2.12) esitliginin her iki tarafimn 6. kuvvetini gdzoniine alaim. Bu durumda

66) = (Bt} — (- ma+ ) 213)

olur. Esitlikte
2D F(2)\°
i BN A 0 < 1
(Feg) Crmosn<n

ifadesi icin esas dali gozoniine almaktayiz.
(2.13) esitliginin sag tarafimn z = 0 noktasinda seri agiimnt elde edelim.
G(z) = (p— mW’[L+ ()]

G'(2) = (p— w)’8[1 + ()1 (2)

22




(z) = (P = )01+ u(2)P MY (2) + (p ~ 1)°8(8 — D)[1 + Q4 (2)]-2(5% (2))2

karida G ve G nin tiirevlerinden
G(0)=(p—n)’
G'(0) = (p — )by

GO = (- )2+ (0 - 1)P8(6 ~ 1)ed

sonuclarim elde edilit. O halde,

6 = e+ 0z, O

1! 2! *
= (p 1)+ (p p)i5erz+ BT P Rt (5 —pfoe e,
=(p—p) [1 t bz + 22 62(;5“" Dty
= (P — 1)1 +w(2)]
geklinde olacaktir. Dolayisiyla
G(z) = (%@) 6 =(p—u)* (1 +w(2)) (2.14)

seklinde oldugu goriiliir.

Agkea goriildiigi gibi; w(z), w(0) = 0 kogulunu saglayan ve E de analitik biz
fonksiyondur. (2.14) esitliginin her iki tarafinin tiirevini alimrsas

)

(2D f(2) + DIt#f(2)] D#f(2) — 2 [DY+#f '(Z)JQJ
[DEf(2)]"




— 5( Dlﬂtf(z)) [ZDEJF”JC(Z) n Dy f(z) _, (w)}

) DEFGs) | DEF)  C\ DEfGy
ZDPf(2)\* [2D2f(z) | DE[(z) _(DEvep(ay
:‘5( DFF(2) ) et e~ (e )
2DIf(2)
DL f(z)
= 5(p— WL+ L) (2) (215)

elde edilir.

Yukandaki ifade z ile carpilir ve her iki taraf (2.14) ile taraf tarafa boliiniz ve

diizenlenirse

:DYrf(z) [ DEef(z) ([ Dlef(z)?\?
DEf(z) T2 ( Dif(z) ( DEf(z)? ) )
: 2DTHf(2)
Dif
_ f (:)z (D3+“f (2) Di*”f’(z))
ARG DTG
= 511wl (216)
elde edilir.
Simdi
max [w(z)] = fw(zo)| =1 (w(z) # ~1) (2.17)

|2|<]zol

olacak gekilde bir zp € B var olsun. Bu durumda Jack’s Lemmasi uygulamrsa
20w/ (20) = cw(z) (e 1) (218)
olacak gekilde ¢ € R vardir ve

w(zo) = e (0 # ) (2.19)
olarak yazilabilir.

(2.18) ve (2.19) ifadeleri (2.16) te gdzoniine almrsa:




., D3+uf(z) _ D;Hlf(z)
NRe {1 + (D§+“f(z) D% f(z) ) zzzo}

— Re { _l._nz'w'(z)

&1+ w(z)

()

_ c
N 6 1—|—e“9
_ C zf) ].—|-819
=5 1+e ] 1 o
10 —29
=E£Re{ (1+e }
. d |1—|-329I
_ c 14 cosf +isiné
6 2(1 4+ cos9)
1
c % 0 <0 ise
=25 1 (2.20)
> -'-S (S > 0 iSe

elde edilir. Fakat (2.20) egitsizligi (2.10) esitsizligi ile celigki olugturur. Bu durumda,

Vz € E i¢in |w(z)| < 1 olmak zorundadir. O halde, (2.14) ten

le-hu (2 é
(B ) | = (- i)
= |w(z)| (p — p)°
<(p-p)

olu. Bu ise istenen sonugtur. Yani f(z) € Vs(p; )

Teorem 2.1.1. de § = 1 yazilirsa agaffidaki somic elde edilir.




: u¢ 2.1.2. n,peN, 0<u<1ve f(z) € T(n,p) olsun. Eger f(z)

DFHAE) _ DFUE\Y L
Re{l +z (Di*“(f(z)) BE ) )} <3 (2 €E) (2.21)

sitsizligini sagliyorsa f(2) € Vi(p; 1),

..t.)_flll(; 2.1.2 de p =0 veya Teorem 2.1.1 de § — 1 = p = 0 konulursa agsagidaki sonug
ide edilix.

onug 2.1.3. (Irmak ve Cetin (a) 1999) n,p € N ve f(2) € T(n,p) olsun. Eger

el (P IO een om

“esitsizligini saglarsa, f(z) € Y, olur.

Sonu¢ 2.1.2 dé yu — 1~ veya Teorem 2.1.1 de g — 17 ve é = 1 ahnusa agagidaki

sonug elde edilix.

Sonug 2.1.4. (Irmak ve Cetin (b) 1999) Eger f(z) € T(n) fonksiyonu,

Re {1 t 2 (ﬁ((;) - J;,((j))) } < % (> cEipe N—{1}) (2.23)

esitsizliini saglarsa, f(z) € K., olur.

Teorem 2.1.5. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da

9(z) = Jop(f(2)) (2.24)
seklinde tammlansin, 'Eﬁer
o) Dorg)\) [ Pt 6>
Di(g(z DY r(g(z 25
rels (B~ Dt )} A (229)

ise g(z) € Vs(p;p) olm. Buwradaki J,, operatérii, Tanum 1.2.27 da tamumlanan

integral operatoriidiir.

Ispat: Teorem 137 de bir f(z) € T(n,p) fonksiyonunun integral operatoriinii
bulmugtik. (1.37) deki bu sonuca bakildiginda

9(z) = Jep(f(2)) € T(n,p)
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oldugn kolayca goriiliir. Yani,

Jc,p : T(nﬁp) - T(nip)
bix lineet doniisiimdiir. O halde, bu lineer doniigim Teorem 2.1.1 deki esitsizligi
saglayacaktir. Bundan dolay, ilgili ispatin detayma giriliesine gerek goriilmemigtir.

Simdi, bu teoreme iligkin agagidaki baz1 sonuclan verelim:

Sonug 2.1.6. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonuda (2.24) deki gibi tammlansm
Eger

(D) D L
R{ (Dlw(q(z)) D(g(2)) )}< g “<B) (2.26)

ise J.p(f(2)) € Vi(p; u) olur.

Sonug 2.1.7. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonuda (2.24) deki gibi tammlansmn.

Re {z (Z—((z‘f’i)l - %-((ZZ—)))} < —-;- (z € E)  @27)

Eger

ise Jop(f(2)) € Y, olur.

Sonug 2.1.8. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da (2.24) deki gibi tammlansin

R (- ven o

BEger

ise Jop(f(2)) € Ky olur.

Teorem 2.1.9. f(2) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonn da
— ) ..
gz} = (p—prg)—f(’)(z) (p € N;q € Nosp > q) (2.29)
seklinde tanmmlansin. Eger, g(z) fonksiyonu (2.25) deki kogulu saghyorsa, g(z) €
Ves(p; 1) olur. Buradaki, f(z) operatorii, bir f(z) € T(n,p) fonksiyonunun Tamm

1.3.9 daki gibi tamimlanan ¢. mertebeden adi tiirev operatéridiir.

Ispat: Tamm 1.3.9 dan, bir f(z) € T(n,p) fonksiyonunun g. mertebeden adi tiirev
tamm ve de (2 29) daki esitlik gézoniine ahndiginda,

g(z) — (p — Q)If((}) (Z) = 2P 4 i k! (p —_ q)!akzk"q

1 EPRY R
P! o k=gt P
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(n,p € N;q € Ng;p > gq)

seklinde oldugu agikca goriiliir. O halde,
g(z) : T{n,p—q) CT(n,p) — T(n,p—gq) C T(n,p)

ifadesi bir lineer doniisiimii verir. Bu da, Teorem 2.1.1 deki egitsizligin yine korun-

mas1 demektir. Bundan dolay, ispatin detayina girmeye gerek gorilmemigtir,
Simdi, buna iligkin baz1 sonuglan verelim

Sonug 2.1.10. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da (2.29) deki gibi tammlansm.
Eger, g(z) fonksiyonu (2.25) deki kosulu saghyorsa,
p—q)l,
g(z) = (—p,—Q)—f‘Q)(Z) € Vs(p; 1)

olur.

Sonug 2.1.11. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da (229) deki gibi tammlansm.
Eger, g(z) fonksiyonu (2.27) deki kogulu saghyorsa,

-
o(z) = —p-p!i).f( (2)

fonksiyonu p-degerli yildizildir, yani Y, , simfindadir.

Sonug 2.1.12. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da (2.29) daki gibi tammlansm.
Eger, g(z) fonksiyonu (2.28) deki kogulu saghyotsa,

(0—9)!
g(z) = ﬂ};!q—f( (2)

fonksiyonu p-degerli konvekstir, yani K, sufindadir.

Simdi; Teorem 1.3.1, Teorem 1.3.2 ve 1.3.3 de elde edilenlerden, sirasiyla, agagidaki

gibi fonksiyonlar tanmmlamisin,

g1(2) = zﬁmﬁi)D:é(ﬂz)) (6> 0peN; f(z) € T(np),  (230)
w(e) = PO i) 028 <mpe N s € Ttur) 23D

28




ve

%@%=5M£%£ﬁhﬂwﬁ@n(0§5£hPENJ&)eTmmn (2.32)

fonksiyonlarinin herbiri yine T(n,p) simfindadir  Buna gore, agagidaki sonuglarin

dogrulugu yine acik olacaktir.

. Sonug 2.1.13. ¢:(z) fonksiyonu (2.30) daki gibi tamimlansin. Eger; ¢,(z), (2.10)
daki esitsizligi saghyor ise, g;(z) € Vs(p; p) duv.

Sonug 2.1.14. go{z) fonksiyonu {2.31) deki gibi tammlansm Eger; go(2), (2.10)
daki egitsizligi sagliyor ise, go(2) € Vs(p; ) dar.

Sonug 2.1.15. g;(z) fonksiyonu (2.32) daki gibi tanunlansin. Eger; ga(z), (2.10)
daki esitsizlifi saghyor ise, gs(z) € Vs(p; ) dar.

L]

Bu iistteki {i¢ somicun, (2.2)-(2.9) da tanimlanan alt aileleile ilgisi olan birgok sonucu

da vardu. Bunlann hepsini belirttmeye gerek duymuyoruz.

Ayrica, (1.47)-(1.48) deki ifadelerden de

_ z_(;F(p + 6+ 1)

Pl D;*(Jep(f(2))) (2.33)

94(z)

(6 >0;p €N, f(z) € T(n,p))

ve

_ gle+p+8)lp+o+1) _
go(e) = 5 CEEEP Ly (D7 () (234

(0<6 <LpeN;f(z) € T(n,p)

seklinde fonksiyonlar tammlayahm. Yine, bu iki fonksiyonda T(n, p) simifinda olup

agagidaki sonuclar agiktir

Sonug 2.1.16. g5(z) fonksiyonu (2.33) daki gibi tammlansin. Eger; ga(z), {2.10)
daki egitsizligi saghyor isc, g5(2) € Vs(p; p) dur.
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‘Sonug 2.1.17. g5(2) fonksiyonu (2.34) daki gibi tamumlansin. Eger; g5(z), (2.10)
“daki esitsizligi saghyor ise, g3(z) € Vs(p; p) dar.

‘Yitie, bu istteki iki sonucunda; uygun parametreler secilmesi durumunda, (2.2)-(2.9)
“da tamamlanan alt aileleriyle ilgisi olan bir¢ok sonucu elde edilebilinit. Bunlarn tek

‘tek belirtilmesine gerek duyulmarmstir,
'2.2. Ws(p; p) Adlesi

§eR-{0hn,peN0<u<z€B; f(z) € T(n,p)

olsun. Bu durumda:

é
Ws(p; 1) = < f(2) € T(n,p) : (ZN-PDgf(Z))ﬁ_( I'(p+1) )

I'p—p+1)

Lp+1) \°
< (m_—l‘(p—qu 1)) (2.35)

geklindeki fonksiyonlar ailesini tammlayahm. Burada ; D#( f(z)) fonksiyonun Tanm
1.2.24 ve Tanim 1.3.2 de verilen kesirsel mertebeden tiirev operatorleridit. Bu simfa

E

ait calismanm bir kismi Irnak vd. {2002) tarafindan yaymlanmsgtir.

Eger; (2.35) de tammlanan Ws(p; 1) ailesinde, 8,  ve p parametreleri uygun olarak
secilirse, Analitik ve Geometrik Fonksiyonlar Teorisi igin 6nemli olan sonuglara ko-

layca vanlabilir. -
Ornegin;

i) & =1 scgilitse Wy(p; s} ailesi elde edilir ve bu aile B, (p) ile gosterilsin. O halde

T'(p+1) T'(p+1) } (2.36)

#ID(E) - I'(p -~ u+1)‘ Fp—p+1)

Bmm={ﬂ)ewmp)

(n,peN;0<p<1; 2 €E),

i) & = —1 segilirse W_;{p; 1) ailesi elde edilir ve bu aile de B2 (p) ile gosterilsin.
O halde

Bﬂm={ﬂﬂ€Tmmﬁ

##  Te-—p+l)| Te-—p+l)
DEf(z)  Tlp+1) l I'p+1) } (237)
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(n,peN;0<u<1;z€eR),

(8-

(6 eR—{0};n,peN;zeE),

Bi(p) = {.f'(Z) € T(n,p):

:

!

0 5
. Bl =L et | (52) -] <ot

(6eR—{0};n,peEN,; z € E),

v) B(p) ailesinde p =0 veya Bj(p) ailesinde & =1 almusa
Bi(p) = Bi(p) = W.(p;0)

oldugu agiktir ve bu denk aileler de B(p) ile gosterilsin. Yani

2f'(2)
) p<p}

B°() = { 1) € T(p): |

(n,p €N; z c E),

vi) BL(p) ailesinde p — 1— veya Bj(p) ailesinde § = 1 almirsa

B)(p) = By (p) = Vi(p; 1)
clde edilit. Bu denk aileler B%(p) ile gosterilsin O halde

BS(p) = { f(z) € T(n,p) : |z Pf'(z) —p| <P}

31

p = 0 segilirse Ws(p; 0) ailesi elde edilit ve bu aile de Bi(p) ile gosterilsin. O

(2.38)

'iv.) it — 1= scgilitse We(p; 1) ailest elde ediliv ve bu aile de Bj(p) ile gosterilsin

(2.39)

(2.40)

(2.41)




(n,p € N; z € E),

vii) p =1 secilirse Wg(1; 1) ailesi elde edilir ve bu aile de B'(p1) ile gosterilsin. O

halde '

B0 = { 1) €T (040 )' - gy )

(6eR~{0},0<p<1,2€E)

vili) p=1 ve p =0 segilitse Ws(1;0) ailesi elde edilir ve bu aile de B(p) ile
gosterilsin. (3 halde

B*(u) =< f(2) € T(n) : (-f-—(-ﬂ) -1l <1 (2.43)

(6 eR—{0}; z € E)

brlunur.
Simdi bir f(z) € T(n,p) fonksiyonu i¢in asagidaki teoremi verip ispatlayahm:
Teorem 2.2.1. (Irmak vd 2002)

seR—{0}npeN0sp<zeB fz) € T(n,p)

olsun. Eger f{z) fonksiyonu

1
e (2D 1(2) <p-ptgy 020 2.44)
o 1 .
- >p—u+§5, 5 <0

egitsizligini sagliyorsa, f(z) € Ws(p; p) dir.
ispat:

f(z) fonksiyonunun kesirxel tiirevinin
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P! k!
sz“ zl = zp |u‘+ - Zk*uul
Hz) T(p—p+1) —%J(k p 1)
(1.32) den oldugunu biliyoruz
(0<p<LpeN)

2P DEf(2)

ifadesini yukaridaki ifadeyi knllanarak hesaplamaya c¢aligalim

(T;??T) DR =
- Tt S e
“ Yo —pL " r(l()pilzja:g)z " é(p L?Jg) S
- i [ Ty r(p(ii)(f;;(; )fpﬁ 77+
_ _F.(?_P; 1L+ ) (2.45)

S cr2" seklinde ve §22(0) =0 kosulunu saglayan ve E de analitik

Burada (2) =
bir fonksiyondur.
Simdi (2.45) esitliginin her iki tarafimin 6. kuvvetini goz oniine alalm  Bu durumda
' §
— [P PDEF(N = S 1+ 2.46
(1) = D = |+ %) (2.4

ifadesi icin esas dali gbzoniine almaktayiz. (2.46)

Egitlikte (z#~?D¥f(z))
egitliginin sag tarafimn z =0 noktasinda seri acihmim elde edelim

olur.
H() = (F(g(f D) e
! o F(p + 1) ’ =10y
1) = () o+ 2 e
] _ I'{p + 1) ’ -1y Llp+ 1) ’ -
H'(z) = (F(p— " 1)) §[1 + Q2(2)}" 1%(2) (F(p—,u--i— 1)) &(6 - 1)[1
()2 (2 (2))*

33



vukarida H ve H nin tiirevlerinden

o= (25

p+1) \°
Tp—p+ 1)) ber

v Tle+1 \° Tp+1) \ o

"H'(0) = (

sonuglarl elde edilir. O halde,

-

H(0):  H'(0)2?
TR I

( fp+1) )62&2+(—————F(ﬂp+1) ))66(6*1)@

H(z) =H0)+

I'(p—p+1) p—ptl Sy
2!
C/ Te+D Y %cy +6(6 — 1),
_(I‘(p—,u+1)) 14+ d6cz+ o1 z° 4+
T(p+1) )6
=7 lt+twlz
seklinde olacaktir. Dolayisiyla
- T(p + 1) )‘*
H(z) = (*PDVf(2 6=(.——— 1+ w(z (2.47
()= (02 ) = (55 gy ) G0 )

bulunmus olur.

Acikea goriildiigii gibi w(z) de w(0) = 0 kosulunu saglayan ve B da analitik bir

fonksiyondur.
(2.47) esitliginin her iki tarafinm tiievini alimrsa:
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§lzr P D f ()P [P DE f(2) + (p - p) 2 P DES(2)]

5(ZH—PD};f'(Z))6 Dé;}{g) + (p ; p)
rip+1) \
\T(p—p+1)

w'(2)
elde edilir.

YVukaridaki ifade z ile carpilir ve her iki taraf (247) ile taraf tarafa bolimir ve

diizenlenirse
z%;%?gp—”+%-% (54 0) (2.48)
elde edilir.
Simdi -
max [w(2)| = [w(zo)l =1 (w(z0) # —1) (2.49)

lz]<]zol
olacak gekilde bir z € E var oldugunu kabul edelim. Bu durumda Jack’s Lemmast

uygulanirsa
2w (z0) = cw(z) (= 1) (2.50)
olacak sekilde ¢ € R vardu ve
w(zg) =¥ (B#m) (2.51)
olarak yazilabilir.

(2.50) ve (2.51) ifadeleri (2.48) te gozoniine almiisa




1 zw'(z)
R — infiadkedh wl A
Ak 'u+61+1u(2)7z:zﬂ
B LR 1 zw'(2)
=P g §1+w(2)|,—,,
1 zogw'(2)
=p— Re S — :
Pt E{614—'{1}(;:0)
N ¢ wizn)
=P 'u_i_me{él-%w(zg)
o e w{zo)
B a 69%{1 + w(zn)
e Che i
TPTHTE 1+ e
c | e? 14¢®
_p_“+3mc{1+6261+630
c (1 + e
. =p—p+ sReq ————
P—H § { |1+6w|2
. 1-|—Ci)"( 1+ cos@ +isind
RN 2(1 + cos )
1
' c >p—u+§6-, 6 >0 ise
cpopt 1 252
<p—,u+§5, 6 <0 ise

elde edilir. Fakat (2.52) esitsizlifi (2.44) esitsizligi ile celigki olusturur. Bu durumda,

Vz ¢ B icin |w(z)] < 1 olmak zorundadmr. O halde, (2.47) den

o (T Y| _|(_LetD ’
D)~ \Tp—p+ 1) _'(F(p—qul)) wle)

()

olur. B ise istenen somug yani, f(z) € Ws(p; ) demektir
Teorem 2.2 1. de § = 1 yazihusa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.2.2. ( Iimak ve Cetin 1999) z € B, p € N, 0 < g < 1ve f(z) € T(n,p)

SRR




olsun.

e {2

1 .
DE(f(2)) }<p‘“+§ = f(2) € Ws(p; p).

Sonug 2 2.2. de jt = 0 veya Teorem 2 2.1.de 6 —1 = p = 0 konulursa agagidaki sonug

elde edilir.

Sonug 2.2.3. z € B, peNve {(z) € T{p) olsun. Eger f(z),

(5} < = 20

Sonug 2.2.2. de p — 17 veya Teorem 22.1. de p — 17 ve § = 1 almirsa agafidaki

olur.

sonug elde edilir.
Sonug 2.2.4. z € E, p € N ve f(z) € T(p) olsun. Eger f(z) fonksiyonu,

2f"(z) 1 s C (O =
Re { ) }<p 5 = f(z) € KY,(0) = KY,

olur
Simdi, bir f(z) € T(n, p) fonksiyonu igin
‘ p—q)!,
L) ve LD 02

lineer doniigiimlerini kapsayan baz teoremleri ispatsiz verelim,

Tamm 2.2.5. f(z) € T(n,p) ve (2.24) deki gibi tamml g(z) fonksiyonu

1 .
" {wlﬂ*(g(z)) } <poutgy 0208 (253)
DHg(2) >p—u+l, § < 0 ise
' 26
koguluny sagliyorsa, Jop(f(2)) € We(p; ) dux

Teorem 2.2.6. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da (2.29) daki gibi tammlansin.
Eger, g(z) fonksiyonu (2.27) deki kosuin saghyorsa,




olur.

Teorem 2.2.5 ve Teotem 2.2.6 wn birgok aileye iligskin sonuglan vardir. Bunlan

vermeye gerek duymuyoruz.

Onceden elde etmis oldugumuz bazi lineer déniigiimler ve de bu déniisiimlerden elde
edjlen fonksiyonlarn Ws(p; u) ailesinde olduklar: i¢in, tekrar bu gekilde elde edilen
teoremlerin ispatlarmin ispat mantigl aym olacagl i¢in, ilgili teoremlerin sonuglar
olarak verilmesi daha uygun goriilmiigtii. Bundan dolay1, (2.30)-(2.37) de elde
edilen Ws(p; i) ailesinin herbir alt smufi igin de birgok sonug verilebilir. Fakat, biz
bu sonuclarn hepsini vermeye gei‘ek duymadik.

Sonug 2.2.7. g(z) fonksiyonu (2.24) deki gibi tanimlansin. Eger; g(z), (2 35) deki
esitsizligi sagliyorsa, g(z) € Ws(p; ) olur,

Sonug 2.2.8." g(z) fonksiyonu (2.29) daki gibi tammlansin. Eger; g(z), (2.35) deki
egitsizligi saghyorsa, Ws(p; p) simfindadr.

Sonug 2.2.9. g;(z) fonksiyonu (2.30) daki gibi tammlansin. Eger; g¢(2), (2.35) daki

esitsizligi sagliyorsa, Ws(p; ¢) sinifinda olur.

Sonuc 2.2.10. g3(z) fonksiyonu (2.31) deki gibi tammlansin. Eger; go(2), (2.35)
deki esitsizligi saghyorsa, Ws(p; p) sinifina aittiz.

Sonug 2.2.11. g5(z) fonksiyonu (2.32) deki gibi tamlansin. Eger; g3(z), (2.35)
daki esitsizligi sagliyorsa, Ws(p; #) simfindadir.

Sonug 2.2.12. g4(z) fonksiyonu (2.33) deki gibi tamumlansin. Bu fonksiyon (2 35)
daki esitsizligi sagliyorsa, Ws(p; ) sinifinda olur.

Sonug 2.2.13. g¢5(z) fonksiyonu (2.34) deki gibi tammlansin.  gs{z), (2.35) deki

esitsizligi sagliyorsa, yine Ws(p; p) simfinda olur,

Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2 teoremleri, Y (), K, (@), KY,np(e), Ya(o), Ka(a)
ve KY,(a) smflarina genigletilebilinir. Boylesi bit ¢ahgmadan da, yine bir gok
caligmalar elde etmermize yardimer olacakti. Dogal olarak; bu elde edilen sonuglarin
herbiri yine (2.2)-(2.9) ve (2.36)-(2.43) elde edilen alt sunflarla iligkiler doguracaktir.
Bu tilr caligmalann da, bu alanda gahsacak olan aiagtinmactlara aragtirma olarak

biralalimigtar.




SONUC

(1.5) deki gibi tammlanan T(n,p) sumfindaki fonksiyonlann olugturdugu; (2.1)
deki Vs(p; p) smfi ile (2.35) deki Ws(p; 1) ssmflarindaki fonksiyonlara iligkin iki teo-
rem (Teorem 2.1.1 ve Teorem 2.2.1) elde edilmis ve ispatlanmigtir Bu iki teorem
ve bunlara iligkin sonuclann bir kismu Irmak vd (2002) tarafindan yayimnlanmstir .
Ayrica, bazi lineer doniisiimler somicunda elde edilen bir¢ok teorem bazindaki sonuc-
lax, Vs(p; 1) ve Ws(p; 1} ve de bu siniflann alt siniflarmda olan analitik ve multiva-
lent fonksiyonlara iligkin birgok ozel sonuglan elde edilmistir. Bu sonuclarin bazilar

da literatiirde karsimiza cikmaktadr.
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