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OZET
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Ulker BASAR

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Danisman: Prof. Dr. Yilmaz Simsek
Ocak 2016, 56 sayfa

Bu tezde, Merkezi Faktoriyel Sayilarmin Urete¢ Fonksiyonlar1 ve Uygulamalar
calisilmistir. Merkezi faktoriyel sayilarinin tanimlar1 ve bazi 6zellikleri ile birlikte tirete¢
fonksiyonlar1 verilmistir. Ayrica, bazi 6zel sayilarin ve bazi 6zel polinomlarin tireteg fonk-
siyonlar1 ve uygulamalar1 arastirilmistir. Stirling, Euler, Griinert, Bernoulli ve Genocchi
polinomlarinin bazi temel 6zellikleri verilmis ve bu polinomlara ait rekiirans ve diger 6zel
sayilarla olan iligkilerine ait bagintilar verilmis, temel 6zellikleri incelenmistir. Bu sayilar
ile 1lgili sonuglar, uygulamalar ve yorumlar verilmistir.
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THEIR APPLICATIONS
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In this thesis, the central factorial numbers, their generating functions and their
applications are studied. The main properties (fundamental properties) of these numbers
and functions are given. Moreover, some special numbers and their generating functions
are given and their properties are investigated. Relationships between these numbers and
Stirling numbers, Euler, Griinert, Bernoulli, Genocchi and also Frobenious Euler polyno-
mials are given. Further, remarks and comments are given. Finally, some applications of
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ONSOZ

Bu tezde Merkezi Faktoriyel Sayilarinin Ureteg Fonksiyonlar1 ve Uygulamalari
calisilmistir. Ayrica, merkezi faktoriyel sayilarinin yanisira bazi 6zel polinomlarin {ire-
te¢ fonksiyonlar1 incelenmis, bu polinomlarin rekiirans ve diger polinomlarla aralarinda
olusturulan bagintilar gibi temel 6zellikleri verilmistir.

Ureteg fonksiyonlar1 ve uygulamalari alanlarinda birgok matematikgi ¢alismis ve
birbirinden degerli eserler vermislerdir. Bu eserlerden yararlanilarak bir ¢cok kaynakta
farkli sekillerde verilen bazi teoremlerin ispatlar1 ya da uygulamalari, temel analiz ve ce-
bir metodlar1 kullanilarak farkli sekillerde de verilebilir. Bu tezde, analitik sayilar teorisi
alaninda biiyiik rol oynayan 6zel polinom aileleri ele alinmigtir. 1. ve 2. tiir Stirling sa-
yilar1 ayrintili incelenmistir. Ozel polinom aileleri ile ilgili temel bagntilar ve 6zellikler
verilmistir. Ayrica, bu 6zel polinom ailelerine dair uygulamalar yapilmistir.

Bu tez, Giris, Materyal ve Metot, Bulgular ve Sonug olmak tizere dort ana bolim-
den olusur.

Birinci boliimde, Stirling Sayilariin tarihgesi verilmistir. Bu tezde kullanilan bazi
temel kavram ve tanimlar verilmistir.

Ikinci boliimde, Stirling Sayilarinin iirete¢ fonksiyonlari, rekiirans bagmtilari, te-
mel ozellikleri ve diger 6zel sayilarla arasindaki iliskiler verilmistir. Ayrica, Merkezi Fak-
toriyel Sayilari, Bernoulli Polinomlari, Euler Polinomlari, Bernoulli sayilari, Euler sayi-
lar1, Eulerian Polinomlari, Genocchi Polinomlari, Griinert polinomlar1 incelenmis, tirete¢
fonksiyonlar1 ve temel 6zellikleri verilmistir.

Uciincii boliimde, Merkezi Faktériyel Sayilari, Bernoulli Polinomlari, Euler Po-
linomlari, Bernoulli sayilari, Euler sayilari, Eulerian Polinomlari, Genocchi Polinomlari
incelenmis, baz1 6zellikleri arastirilmistir.

Bu ¢alisma Akdeniz Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii Ogretim Uyesi
Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK yonetiminde hazirlanarak, Akdeniz Universitesi Fen Bilimleri
Enstitlisii’ne Yiiksek Lisans Tezi olarak sunulmustur. Tez ¢aligmalarimin yiiriitiilmesin-
deki yardimlarindan dolay1 degerli hocam Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK ’e tesekkiir ederim
ve saygilarimi sunarim. Egitim hayatim boyunca bana her zaman destek olan canim aileme
yiirekten tesekkiir ederim.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

N =1{1,2,3,...}

Ny =1{0,1,2,3,...}

C Karmagik sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

On Kronecker delta fonksiyonu
der(p(z)) p(x) polinomunun derecesi
H,(x) Hermite polinomlari

B, (x) Bernoulli polinomlari

B, Bernoulli sayilari

bi () Ikinci tiir Bernoulli polinomlar1
bx(0) Ikinci tiir Bernoulli say1lari
E,(x) Euler polinomlari

E, Euler sayilar

Gn(z) Genocchi polinomlari

G, Genocchi sayilari

Si(n,k)  Birinci tiir Stirling sayilart
So(n, k) Ikinci tiir Stirling sayilari
Sk(x) Array polinomlari

B (z) Griinert polinomlari

H,(a | ) Frobenious-Euler polinomlari
H,(u) Frobenious-Euler sayilari
S(A) Permiitasyon kiimesi

(™) Faktoriyel fonksiyonu

()2 Azalan faktoriyel fonksiyonu
()™ Artan faktoriyel fonksiyonu
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1. CALISMANIN KAPSAMI

Stirling sayilari ¢esitli analitik ve kombinatorik problemlerde siklikla kullanilmaya
baslamistir. 18. ylizyilda James Stirling tarafindan ilk olarak bulunmustur. Bu sayilar gii-
niimiizde onun adiyla adlandirilmistir. Stirling sayilari birinci tiir Stirling sayilar1 ve ikinci
tiir Stirling sayilar olarak iki ayr1 gruba ayrilmistir. Bu ¢alismamizda Stirling Sayilari
ve bu sayilarin 6zellikleri incelenmistir. Giris boliimiinde Stirling Sayilarina temel tes-
kil edecek tanimlar, 6zellikler ve teoremlere yer verilmistir. Bu ¢alisma sirasinda incele-
nen kaynaklarda Stirling Sayilar1 i¢in notasyon farkliliklari oldugu goriilmiistiir. Birinci
tiir Stirling sayilart S1(n, k), s(n, k), s& ve [}] v.s.; Ikinci tiir Stirling sayilar1 igin ise,
S(n, k), Sa(n, k), Sk, S é”)ve {Z} v.s. notasyonlari kullanilmistir. Bu ¢caligmada ise Birinci
tiir Stirling sayilar icin S, (n, k), Ikinci tiir Stirling sayilari icin ise S»(n, k) notasyonlar
tercih edilmistir.

Stirling sayilar1 adlandirmasi ilk olarak Danimarkali matematik¢i Niels Nielsen
(1865-1931) tarafindan yapilmistir. Newton serileri iizerinde ¢alisan Isko¢ matematikci
James Stirling (1692-1770) tarafindan kesfedilen bu sayilara ilk kez Nielsen kitabinin 68.
sayfasinda atifta bulunmustur. (Nielsen 1965) Bu donemde Stirling ¢calismalarina devam
ederek matematik tarihi i¢in 6nemli bir kag kitap yaymlamistir. Bu ¢alismalar kullanilarak,
Ward, Bell, Riordan, Carlitz gibi matematikgiler bu alana ¢ok degerli sonuglar ve teoremler
kazandirmislardir.

Stirling sayilarinin bulunusunun ardindan, Stephensen tarafindan merkezi faktori-
yel sayilar1 kesfedildi ve uzun yillar kendisi tarafindan ¢alisildi. Bu faktdriyel sayilarinin
ozellikleri ve uygulamalar1 Riordan (1963), Jordan (1960), Roman (1978), Rota (1978),
Comtet (1972) gibi linlii matematikgilerinde arasinda bulundugu bir grup tarafindan tarti-
silmaya baglandi. Ayrica, bu faktoriyel sayilari1 bazi yazarlar tarafindan ”’Stephensen poli-
nomlar1” olarak da adlandirilmaktadir.

Ureteg fonksiyonlarinin istatistik, olasilik teorisi, kombinatorik, uygulamali mate-
matik, sayilar teorisi ve fizik gibi birgok alanda uygulamasi vardir. Bu tezde ise Merkezi
Faktoriyel sayilar1 ve Stirling sayilari galigilacaktir, bir ¢ok polinom ailesi ile aralarin-
daki bagintilar verilecektir. Bu tezde Euler, Bernoulli, Genocchi, Griinert polinomlarina
ve Merkezi faktoriyel sayilar ile ilgili uygulamalarina yer verilecektir. Bu polinomlar ile
iligkili bir ¢ok teoremler, 6zdeslikler ve bagintilar verilecektir. Stirling sayilar1 bu tezde
yogun bir sekilde ele alinacaktir. Bu polinomlar ve sayilar son yillarda bir gok matematikgi
tarafindan farkl1 alanlarda calisilmistir. Ornek olarak Srivastava, Gould, Kim, Simsek, Bo-
yadziev, Murray gibi matematikgiler gosterilebilir.



2. TEMEL KAVRAM VE GOSTERIMLER
2.1. Bir Kiimenin Parcalanis1 (Boliintiisii)

Tamm 2.1.1. (Karakas 1998) I indeks kiimesi olmak {lizere A kiimesinin bos olmayan
altkiimelerinin bir ailesi < A >= {A; | i € I, # @} olsun. < A > kiimesi i¢in

(1) AinA; =a3,Vi#j

2 A=UA

iel
sartlar1 saglaniyorsa < A > kiimesine A’nin bir pargalanigi (boliintiisii) denir.

2.2. Permiitasyon

Tamim 2.2.1. (Karakas 1998) A bostan farkli bir kiime olsun. Eger bir f : A — A fonksi-
yonu bire-bir ve Orten ise f fonksiyonuna A kiimesi tizerinde bir “Permiitasyon” denir. A
kiimesi tizerindeki tim permiitasyonlardan olusan kiime S(A) ile gosterilir. Bu ¢aligmada
aksi belirtilmedikge A kiimesi A = {1,2,3,...,n} olarak alinacaktir.

Teorem 2.2.2. (Karakas 1998) A = {1,2,3,...,n} kiimesi tizerinde taniml biitiin per-
miitasyonlarin sayisi | S(A) |= nl.

Tamm 2.2.3. (Karakas 1998) @ € S(A) permiitasyonu A kiimesinin i, i, . .., 7, gibi
birtakim elemanlarini ardi ardina degistirip geri kalan elemanlarini sabit birakiyorsa, yani,

CY(Z]_) = /L.Qa a(ZZ) = 7;3,..., OC(Z‘T—l) = 7:7”9 O[(Z,r.) = il

veherj € A—{iyiy,...,% }igin o)) = j ise v ya bir devir (¢evrinim) denir.
Bu tanimdaki bir devir o = ( 4y io, . . ., i,) ile gosterilir.

Bununla beraber,

a = (irin, ... ir) = (ods, ... i i1) = ... = (ir, i1, ..., 0r1)

yazilabilecegi agiktir.

Tanim 2.2.4. (Karakas 1998) a = (4142, ...,%,),0 = (j1.J2, - - -, Js) iki devir olmak tizere
eger, (41,42, ...,% )N (J1,j2, - - -, Js) = & sart1 saglaniyorsa bu iki devire “Ayrik Devirler”
denir.

Teorem 2.2.5. (Karakas 1998) Her permiitasyon ya bir devirdir yada sonlu sayida ayrik
devirlerin ¢carpimi olarak yazilabilir.

Bu calismada logaritma fonksiyonunun seri agilimini kullanacagimizdan dolayi,
agagidaki tanimi verecegiz. + = 0 komsulugunda log(1 + z) ’in Taylor serisi asagidaki
tanim ile verilir. Bu seri 1.tiir Stirling sayilarinin tirete¢ fonksiyonu i¢in énemli bir yere
sahiptir.



Tanim 2.2.6. (Murray 1961) Logaritma fonksiyonunun seri agilima,

In(1+2x) = —Z(—l)"%n, —-l<z<1 (2.1.)

n=1
dir.
Tamim 2.2.7. (Carlitz 1969) | t |< R, Re Rve z € C igin,

Fit2) =Y o)

olsun. Bu durumda, F'(t, z) fonksiyonuna (g, (z)) dizisinin iirete¢ fonksiyonu denir. g, (2)
dizisinin biitiin temel 6zellikleri F'(¢, z) fonksiyonu tarafindan bulunabilir.

2.3. Faktoriyel Fonksiyonlar:
Tamm 2.3.1. (Murray 1961) m pozitif bir tam say1 ve h bir rasyonel say1 olsun. z(™
asagidaki sekilde tanimlanir:

2™ = g(z —h)(z —2h)...(x —[m —1]h),m =1,2,3,...

Eger m = 0ise (™ = 1 yani (%) = 1 olur.

Ozel durumda x = m, h = 1 alinirsa,
m™ =m(m —1)(m —2)...2.1 =m!
olur. m negatif bir tam say1 olsun. O zaman z(~™ su sekilde tanimlanr:
1 1

= = —1,2.3,...
! (x+h)($+2h)(x+mh) (:E+mh)(m)’m , 2,3,

olur. Ayrica 2™ fonksiyonlarin1 Euler gama fonksiyonu yardimiyla da tanimlayabiliriz.
Faktoriyel fonksiyonlarinda m = 1,2, 3, ... yazilirsa faktdriyel polinomlari elde edilir ve
bu polinomlarin katsayilar1 bize 1. ve 2. tiir Stirling sayilarini verir. (h = 1 alalim)

2.3.1. Azalan faktoriyel fonksiyonu

Tanim 2.3.2. (Mond and Krammer 2004) x € R ve n € N olmak {izere,

(x) = :ﬁ;(x_k>:x<x_1)<x_2)---($—n+1) >0
7 1 ,n=20

seklinde tanimlanan (z)® fonksiyonuna “Azalan Faktoriyel Fonksiyonu” denir. Azalan
faktoriyel fonksiyonu negatif tamsayilar i¢in su sekilde tanimlanir, n € Z* olmak fizere;

1
(x+1)(z+2)...(x+n)

dir.
Uyari 2.3.3. h = 1 icin 2™ = (2)™’ dir.



2.3.2. Artan faktoriyel fonksiyonu

Tanim 2.3.4. (Mond and Krammer 2004) x € R ve n € N olmak tizere,

(2)" = :li[:(x—l—k:)::E(x—l—l)(x+2)...(x+n—1) ;m >0
1 n=20

seklinde tanimlanan (x)" fonksiyonuna “Artan Faktoriyel Fonksiyonu” denir. Artan fak-
toriyel fonksiyonu negatif tamsayilar i¢in su sekilde tanimlanir, n € Z* olmak lizere;
— 1
e ) N Py

dir.

(Murray 1961) tarafindan Faktoriyel polinomlart ile 1. tiir Stirling sayilar arasin-
daki iliskiyi gosteren bagint1 asagidaki sekilde verilmistir:

dir.

Tamm 2.3.5. (Erdelyi 1953) ¢ € C olsun. Herhangi bir « karmasik sayisi i¢in B, (z)
Bernoulli polinomlari,

xt -
et = ZBn(x)n!, |t |< 2w (2.2)

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanr.
Uyar 2.3.6. = 0 ise B,,(0) = B,, yada v = 1 ise B, (1) = B,, 'dir.
Tamim 2.3.7. (Erdelyi 1953) ¢ € C olsun. Bernoulli sayilari,

m

t =t
— :ZBmE,HK o (2.3))

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

Tanim 2.3.8. (Erdelyi 1953) B,,, Bernoulli sayilar1 olmak iizere

By = 1olsunn > 1 igin;

B, = Xn: (ZL) B (2.4)

=0

dir.



Onuncu dereceye kadar olan Bernoulli sayilar1 sirasiyla asagidaki gibi verilir:

By = 1.

1
By = 157
B, = 6,1
By = —1%,
Bs = E,l
By = —5%,
By = =

Uyan 2.3.9. B3, Bs, By, ... gibi tiim tek indisli Bernoulli sayilar: 0 dur.

Teorem 2.3.10. (Conway 1986) Bernoulli sayilart ile Bernoulli polinomlar: arasindaki
iliski asagidaki sekilde verilir:

Ba(z) = i By (Z) Z"k (2.5.)
k=0

Altinci dereceye kadar olan Bernoulli polinomlar: sirasiyla asagidaki gibi verilir:

By(z) = 1,
1
Bi(z) = z— 3
By(z) = 2 —x+ %,
Bs(z) = 2°— ng + %x,
By(z) = x4—2x3+x2—3—10,
Bs(z) = 2°— gfl + gx?’ - éx,
Bs(r) = 2°—32° + gf — %xQ + é

Tamim 2.3.11. (Roman 2005, Weisstein 1998) ikinci tiir Bernoulli polinomlar1 b, () ile
gosterilir. by (z) polinomlarinin tirete¢ fonksiyonu,

140" = bi(e)

Nk 2.6.
In(1+t) &= & 26

dir.



Dordiincii dereceye kadar olan ikinci tiir Bernoulli polinomlar1 sirasiyla asagidaki
gibi verilir:

bo(z) = 1,

bi(z) — %(2x+1),

ix) = (67 1),

ba(z) — £(4x3—6x2+1),
1

by(r) = %(30334 — 1202 + 12022 — 19).

Tanim 2.3.12. (Roman 2005, Weisstein 1998) Ikinci tiir Bernoulli say1lar1 asagidaki iireteg
fonksiyonu ile tanimlanir:

(2.6.) bagintisinda = = 0 alinirsa;

G bk<0)tk ot

k! In(1+ ¢)

k=0

olur. Buradaki by (0) sayilarina ikinci tiir Bernoulli sayilart ya da Cauchy sayilari denir.

Dordiincii dereceye kadar olan ikinci tiir Bernoulli sayilar sirasiyla agagidaki gibi

verilir:
bo(0) = 1,
1
bl (O) = 57
1
b2<0) - _67
1
b3<0) = 17
19
b = ——.

Tanim 2.3.13. (Roman 2005, Simsek 2013) ¢ € C olsun. Euler sayilar1 asagidaki iireteg
fonksiyonu ile tanimlanir:

n

2 =t
—_— = E,—. |t|<
et +1 ; n! [tl<m
Bu tirete¢ fonksiyonundan;

Ey=1ven >1ig¢in,



dir.

Besinci dereceye kadar olan Euler sayilari sirasiyla asagidaki gibi verilir:

By = 1,

1
Ey = Ié;
By = "
By = -3

Uyan 2.3.14. E,, = 0’dir.

Tamm 2.3.15. (Erdelyi 1953) ¢t € C olsun. Herhangi bir = karmasik sayisi igin E,,(z)
Euler polinomlari,

2
et +1

o0 tn
xt
(—)e _gEn(x)a,]tkw

tireteg¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

Altinc1 dereceye kadar olan Euler polinomlar1 sirasiyla asagidaki gibi verilir:

Eo(l’) = 1,
1
E1(2E> = .T—§,
Ey(z) = 2 -2,
3 1
E — 3 2,2 -
3(2) e SRy
Ey(r) = 2*—22°+ 1,
5 5 1
E — 5 _ Y. 4 2 -
5(x) 2’ = 5% + 58~ 5
Es(z) = 2°%—32° +52° — 3.

Tamm 2.3.16. (Roman 2005) t € C olsun. Herhangi bir x karmasik sayis1 i¢in G,,(z)
Genocchi polinomlari,

2t
et +1

(

o0 tn
)t = ZGn(x)H, |t|<m (2.7)
n=0 ’

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

Tanim 2.3.17. (Simsek 2009) Genocchi sayilarinin iirete¢ fonksiyonu,

2t e
s Z;Gna (2.8.)
seklindedir.



Sekizinci dereceye kadar olan Genocchi sayilar sirastyla asagidaki gibi verilir:

G2 - —1,

G, = 1,

Gs = -3,

Gg - 17
Uyarl 2.3.18. G1 =1, G3 = G5 = G7 =...=0dw

Simdi birka¢ Genocchi polinomunu bulalim. Genocchi sayilarinin iireteg fonksi-
yonu (2.8.) bagintisindan,

. 2
>ty -
— n! 1+ et

seklindedir ve bu denklemi

t2 2t o0
G Gt G— = =9¢ _1nnt
o+ Git + 22! + T (—et) n§_0< ) e

bi¢iminde yazarsak G = 0 oldugu gériiliir. Diger Genocchi sayilarini bulalim.

2 n=1
ln — ’ 2
(G+1)"+ G, {0, n>1} (2.9)

Bu bagintida Genocchi sayilarint veren bagintidir. (2.9.) bagintisindan asagidaki rnekler
verilebilir:

(2.9.)’dan = 1 igin;

(G+1)'+G =2

1 1
(O)G0+ (1)G1+G1 = 2, (Gp=0)
0+G1+G1 - 27

G, =
bulunur.
(2.9.)’dan = 2 igin;
(G+1)*+Gy = 0

2 2 2

elde edilir ve gerekli iglemler yapilirsa G5 = —1 bulunur.
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(2.9.)’dan = 3 igin;

(G+1)°+G; = 0

3 3 3 3
(O>G3+ (1>G1+ <2>G2+ <3>G3+G3 = 0,

buradan G5 = 0 olarak bulunur.

Benzer yolla diger Genocchi sayilar1 bulunabilir. Buldugumuz bu Genocchi sayi-
lar1 yardimiyla Genocchi polinomlar1 asagidaki bagint1 ile verilir:

n

Gulz) =" (Z) Gra"* = (G + z)"™.

k=0

Yukaridaki bagint1 yardimiyla,

(1) n=01i¢in,Go(z) =0
(2) n=1i¢in,G,(z) =1
(3) n = 2i¢in,Gy(x) = 2z
(4) n = 3i¢in G3(x) = 32* — 3z

bulunur.

Tanim 2.3.19. (Boyadzhiev 2012) e* fonksiyonuna x% operatoriinilin tekrarlanarak uy-
gulanmasi ile bir polinom dizisi elde edilir. Bu polinomlara Griinert polinomlar: denir.

Tanim 2.3.20. (Carlitz 1963, Simsek 2013) 1 # u € C cebirsel sayis1 olsun. Bu durumda,
H, (z,u) ile gosterilen Frobenious- Euler polinomlart,

1-— > n
—uet:v = ZHH(I”U)_I’
n:

et —u
n=0

ifadesi ile tanimlanir.

Ozel olarak z = 0 ve u = —1 almirsa, sirasiyla, H,,(0, u) = H,(u) ve H,(z,—1) =
E,(x)’tir. H,(u) sayilarina, Frobenious- Euler sayilar1 denir.

Teorem 2.3.21. (Chang and Ha 2001) u € C olsun. Herhangi bir u karmasik sayisi igin
H, (u) Frobenious- Euler sayilari,

n

H, (1) = %Z <Z>Hk(u), n>1

k=0

tireteg fonksiyonu ile tanmimlanr.



* Frobenious-Euler Sayilart:

Hw(-1) = -
Hifu) = U i 1

Ho(u) = (Ho(u) + 2Ha(u) + Ho(u))

1 1 2
H ——-H = —
2(1) U 2(v) u+u—1
u u—1+42u
H. = .

2(u) u—1 wu(u—1)

o Bu—1

o (1)

Teorem 2.3.22. (Chang and Ha 2001) uw € C olsun. Herhangi bir u karmasik sayisi igin
H, (z,u) Frobenious- Euler polinomlari,

H,(z,u) = Z <Z>x"‘ka(x,u), n>1

k=0

tireteg fonksiyonu ile tanimlanir.

* Frobenious-Euler Polinomlari:

Hn(u) r— = ZH”(I’U)H
n n=0 ’

23 (Rt = Lttt

Hy(z,u) = Z(Z)x"_ka(u)

Hy(x,u) = ’1“:0
Hi(z,u) = xHy(u)+ Hi(u)

u—1
Hy(z,u) = 2?Hy(u)+ 2xH,(u) + Hy(u)
_ 24 2 vt 3u—1
B u—1 (u—1)2
u = —1 oldugu durumda Frobenious-Euler sayilar1 Euler sayilarina esittir:

H,(~1) = E,

10



dir.
Tanim 2.3.21. de verilen lirete¢ fonksiyonu kullanilarak,
Hy(u) =1

ve
(H+1)" —uH,(u)=0

seklinde indirgeme bagintisi ile hesaplanir. Yani,

l—u , > t"
et—ue - ;Hn(m’U)m
l—u otHn ()
et —u
(1 — u) — et(Hn(“)+1) _ uetHn(“)
o0 t”
= 0P +0t+ (1—u) = > ((Ho(u) + 1)" — uH,(u))—
— n!

l—u = Hy(u) —uHp(u)

Ho('LL) = 1
oldugu gosterilmis olur.
Tanim 2.3.23. (Chang and Ha 2005, Simsek 2013) ¢t € C olsun. Herhangi bir ¢ karmasik
sayisi i¢in S¥(x) Stirling polinomlar (Array polinomlari / Bell tipi polinomlar),

e — 1.4 1
(e = 3 sk

tn
n!
0 n:

irete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.
Bu polinomlarin bazi 6zellikleri asagida verilmistir: (Chang and Ha 2005, ?)

(1) k>nven < 0ise Sj(z) = 0’dw.
(2) SY(z) = S™(x) = 1"dir.
(3) Sp(x) = 2" dir.

(4) Sp(z) = ARz = L i(—n’f—f () (@ + ) dir.
7=0

(5) Sk(z) =Y (1)a" %S5 (n, k) dir.

Tanim 2.3.24. (Butzer, Markett and Schmidt 1991) n, k negatif olmayan tamsayilar ol-
mak tizere ()%, Azalan Faktoriyel Fonksiyonu olmak tizere Merkezi faktoriyel sayilart
asagidaki sekilde tanimlanir:

(x)* = it(n, k)z*, (x € R;n € Ny = NU {0})

k=0

11



dir. Buradaki (x)2 Azalan Faktoriyel fonksiyonu ise su seklide tanimhidur:

(x)gzlve(x)@:x(x+g—1)...(9:—g+1),(n6N).

Tanmim 2.3.25. (Butzer, Markett and Schmidt 1991) n, k negatif olmayan tamsayilar olmak
lizere, 1. tiir t(n, k) merkezi faktoriyel sayilari agagidaki tirete fonksiyonu ile tanimlanir:

(2arcsin h (£))*

Ztnk: ([ t]< 2,k e Ny).
n=0

Bu sayilarin bazi 6zellikleri asagida verilmistir: (Butzer, Markett and Schmidt
1991)

(1) n>0,k=0iset(n,0) =, dr.
(2) k> niset(n, k) =0dr.
(3) n yerine 2n ve k yerine 2k + 1 yazilir ise t(2n,2k + 1) = t(2k + 1,2n) = 0’dir
(k’, n e NO)
2.4. 2. Tur Merkezi Faktoriyel Sayilar:

Tamim 2.4.1. (Cigler 2015, Simsek 2014) n, k negatif olmayan tamsayilar olmak iizere,
2. tiir T'(n, k) merkezi faktoriyel sayilart asagidaki tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

(22)! (Gt +et— 2)k = Z: T(n, k’)(;—;:)' (2.10.)

Bu sayilarin baz1 6zellikleri asagida verilmistir (Simsek 2014):

(1) n,k € N olmak tizere (0, k) = T'(n,0) = 0’dir.

(2) n,k € Nolmak tizere k = 1ise T'(n,1) = 1’dir.

(3) n=Fk=0ise7(0,0) = 1"dir.
2.5. 1. Tiir Stirling Sayilari
Tanmim 2.5.1. (Murray 1961) n, k negatif olmayan tamsayilar ve £ < n olmak iizere, n
elemanli bir kiime iizerinde tanimli & tane ayrik devirin ¢arpimindan olusan permiitasyon-

larin sayisina “Birinci Tiir Stirling Sayilar1” denir ve Sy (n, k) ile gosterilir. 1. tiir Sy (n, k)
sayilar1 asagidaki tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

1
(og 251 n. k, |t|< 1 (2.11)

Bu sayilarin bazi 6zellikleri asagida verilmistir: (Murray 1961)
(1) k> mnise Si(n, k) = 0drr.
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(2) k=0,n=0ise 51(0,0) = 1’dir.

(3) n> 0,k =0ise Si(n,0) = 0’dr.

(4) k=1ise Si(n,1) = (n—1)""dw.

(5) k=mnise Si(n,n) = 1"dir

(6) n>0,k=2ise S1(n,2) = (}) = @’dm

Ornek 2.5.2. A = {1,2, 3, 4} kiimesi iizerinde taniml1 2 ayrik devirin carpimindan olusan
permiitasyonlar,

¢ Qap = (12>(34)7
* g = (13)(24),
o ag = (14)(23),
o oy = (1)(234),
¢ a5 = (1 (324)7
© s = (2)(134),
a7 = (2)(314),
« ag = (3)(124),
© a9 = (3)(214),
* agp = (4)(123),
e aj; = (4)(213)

seklindedir. Boylece 4 elemanli A kiimesi lizerinde tanimhi 2 ayrik devirin ¢arpi-
mindan olusan permiitasyonlarin sayisi, S;(4,2) = 11 olur.

Cizelge 2.1. Tanim 2.5.1°e gore Birinci Tiir Stirling Sayilari

n | Si(n,1)|S1(n2) | Si(n,3) | Si(n,4) | Si(n,5) | S1(n,6) | Si(n,7) | Si(n,8)
1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0
3 2 3 1 0 0 0 0 0
4 6 11 6 1 0 0 0 0
5 24 50 35 10 1 0 0 0
6 120 274 225 85 15 1 0 0
7 720 1764 1624 735 175 21 1 0
8| 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1

Uyarn 2.5.3. (Murray 1961) n, k negatif olmayan tamsayilar olmak iizere ()%, Azalan
Faktériyel Fonksiyonunun agilimindaki x* i terimlerin katsayilarina “Birinci Tiir Stirling
Sayilart” denir. Matematiksel gosterimi ise,

(2)t =) Si(n, k)z*

13
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seklinde olacaktir.

Cizelge 2.2. Tanmim 2.5.3’e gore Birinci Tiir Stirling Sayilari

n| Si(n,1)|S(n,2) | Si(n,3) | Si(n,4) | Si(n,5) | Si(n,6) | Si(n,7) | Si(n,8)
1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 -1 1 0 0 0 0 0 0
3 2 -3 1 0 0 0 0 0
4 -6 11 -6 1 0 0 0 0
5 24 -50 35 -10 1 0 0 0
6 -120 274 -225 85 -15 1 0 0
7 720 -1764 1624 -735 175 -21 1 0
8 | -5040 13068 | -13132 6769 -1960 322 -28 1

2.6. 2. Tiir Stirling Sayilar:

Tamim 2.6.1. (Cam 2005) n ve k negatif olmayan tamsayilar olmak iizere, n elemanl bir
kiimenin k tane ayrik ve bos olmayan alt kiimeye parcalanislarinin sayisma “ikinci Tiir
Stirling Sayilar1” denir ve Sy (n, k) seklinde gosterilir.

Ornek 2.6.2. Ornek olarak S5(4,2)’yi bulalim. Dért elemanli {1,2, 3,4} kiimesini iki
ayrik ve bos olmayan alt kiimeye parcgalayacagiz. Iste bu pargalanislar:

* {15,{2,3,4}
« {1,2,3}, {4}
. {1,2},{3,4}
« {1,2,4},{3}
« {1,3},{2,4}
. {1,3,4},{2}
« {1,4},{2,3}

Toplam 7 tane buldugumuzdan, S5(4,2) = 7’dir.

2.tiir Stirling sayilar1 asagidaki tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:(Murray 1961)

(et o 1)k 0 tn
A nz% Sy (n, k)ﬂ (2.13)

k!
Bu sayilarin bazi 6zellikleri asagida verilmistir: (Arakawa, Ibukiyama and Kareko
2014)

(1) n=Fk =0ise S2(0,0) = 1"dr.
(2) n >0,k =01ise Sz(n,0) = 0’dir.
(3) k=1lise Sy(n,1) = 1’dw.
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(4) k =nise Sy(n,n) = 1"d.
(5) k > nise Sy(n, k) = 0’dir.
(6) k=n— Lise So(n,n— 1) = (2) = 22 >djr,

2

(7) k = 2ise Sy(n,2) =271 — Idir.

Cizelge 2.3. Tamim 2.6.1’e gore ikinci Tiir Stirling Sayilari

n| Si(n,1) | S1(n,2) | Si(n,3) | Si(n,4) | Si(n,5) | Si(n,6) | Si(n,7) | Si(n,8)
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0
3 1 3 1 0 0 0 0 0
4 1 7 6 1 0 0 0 0
5 1 15 25 10 1 0 0 0
6 1 31 90 65 15 1 0 0
7 1 63 301 350 140 21 1 0
8 1 127 966 1701 1050 266 28 1
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3. MATERYAL VE METOT
Bu boliimde sayilar teorisinin bazi 6nemli kavramlari ve 6rnekleri verilecektir.

3.1. 1. Tiir Stirling Sayilarimin Temel Ozellikleri
3.1.1. Sy (h, k) igin rekiirans bagintisi

Si(h, k) igin rekiirans bagintist asagidaki sekilde verilir:
Si(n+1,k) +nSi(n, k) = Si(n, k — 1) (3.1.)

Bu method (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014) tarafindan verilmistir.

lo 1+t
f1<t,]€) = ( g ZSl n, k
d 1 1
—fi(tk) = el
1+t # 0 ’dir. Her 2 tarafi (1 + ¢) ile garpalim:
(1 —|—t)if (t,k) = ! (log(1+ )"
n—l o tn
1+t;51nk( i ;Sl(n,k—l)m

;Sl(n7k>( _1)!4';51(”776)(”?1)! = goSl(n,k—l)i—T;

Yukaridaki bagintidan,

ZSanrlk +Zn51nk: ZSlnk‘ —

Bu bagmtlda ; in katsayilari esitlenirse, asagidaki sonug bulunur:

Si(n+1,k) +nSi(n, k) = Si(n,k —1).

Rekiirans bagintisi asagidaki gibi farkl sekillerde de verilebilir:
Sl(n - 1, k — 1) = Sl(n, l{?) + (n - 1)5’1(n - ]_, ]{?)
ya da

Si(n,k) =51 (n—1,k—1)—(n—1)S1(n—1,k)
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dir.

(3.1.) bagintisinin farkl bir ispati da (Murray 1961) tarafindan tiimevarim yontemi
kullanilarak verilmistir. Bu ispat1 kisaca verelim:

ozelligini kullanirsak;

L) ) ()
= Z Sy(n, k)z*t —n Z Sy (n, k)"
k=—oc0 k=—0o0
Y Sin+1,k)F = Y (Si(n,k—1) = nSi(n, k))z*
k=—oc0 k=—oc0

Si(n+1,k) = Si(n,k—1)—nSi(n,k)
dir.
(3.1.) bagintisindan;
Si(n,n) =1, Si(n,k) =0(k < 0,k > n+1,n > 0igin) elde edilir.

Si(n+1,n) 4+ nSi(n,n) = Si(n,n—1)
Si(nn) = Sl(n,n—l)—yll—Sl(n—l—l,n)

Si(n,n) = 1 oldugundan,
n=.51(n,n—1)4+ S (n+1,n)
bulunur.

3.1.2. (1+t)” Fonksiyonu yardimyla 1. tiir stirling sayilar1 icin iirete¢ fonksiyonu elde
edilmesi

Bu method (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014) tarafindan verilmistir.

(1)

o0 k,
z _ xlog(l+t) __ x
(1+t)"=e =20

k=0

log"(1+1)

17



2)

(1+1t)" = <£) t* | t |< 1, (Binom Teoremi)

ar—1)... (v —k+1) ,
k! !

R
1(k’,'])xj)y

>
k=0
>
k=0
— g (x), o
2,28
S ik, ) )
j=0 k=0 ’

dir. Burada (2), = z(z —1)...(x — k+ 1) ve (x)y = 1’dir.

o) j '
(14 6)7 = e+ = 3™ T (log(1 + 1))

Jj=0

<

dir. Buradan,
(log (1 + t))
ZSl k.j) k;l

bulunur. Boylece (2.11.) bagintis1 elde edilir.

Teorem 3.1.1. (Mond and Krammer 2004) n,k negatif olmayan tam sayilar olmak iizere;
> Si(n,k) =nl (3.2)
k=0

dir.

Ispat. Teorem 2.2.2.°den A = {1,2,3,...,n} kiimesi {izerinde tamimli tiim permiitas-
yonlarin sayist n! dir. Teorem 2.2.5.’den her permiitasyon sonlu sayida ayrik devirlerin
carpimi olarak yazilabileceginden (3.2.) esitligi saglanmis olacaktir. O

Teorem 3.1.2. (Ibis 2005, Mond and Krammer 2004) n > 1, x bir tamsayi ve x < n icin,

k=1

dir.

Ispat. Bu teoremin ispati (Michaels and Rosen 1991) tarafindan verilmistir. Ayrica tiime-
varim metodu ile (Ibis 2005) tarafindan da verilmigtir [
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3.2. 2. Tiir Stirling Sayilarinin Temel Ozellikleri
3.2.1. Sy(h, k) igin rekiirans bagintisi

Ss(h, k) i¢in rekiirans bagimntist asagidaki sekilde verilir:
SQ(TL + 1, k’) = kSQ(?’L, ]{?) + Sg(n, k — 1)

Bu method (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014) tarafindan verilmistir.

t _ 1\k 0 n
it ) = = S e
d t k) = tr t 1 k—1
Efé(a )_l{?(/{?—l)'e<€ - )

(2.13.), (3.3.) ve (3.4.)’den,

> Sa(n,k) (ntn__l)! 0 _1 1)1((et — 1+ =D
1 ' 1 t -1
- (k—l)!(e —DF + (k_1>!(6 - 1"
k t k 1 t k-1
= m(e - 1) —I—m(e —1)
SO LIRS SEN NS

elde edilir. Buradan

So(n+1,k) = kSa(n, k) + Sa(n, k — 1)
bulunur. Ya da

So(n, k) = kSa(n —1,k) + Sa(n — 1,k — 1)

seklinde de yazabiliriz.

(3.3)

(3.4.)

(3.3.) bagintisinin farkli bir ispat1 da (Murray 1961) tarafindan timevarim yontemi

kullanilarak verilmistir. Bu ispat1 kisaca verelim:

o0

" = Z Sy(n, k)z®

k=—0o0
oldugu bilindiginden,

" = Z Sy(n 4 1, k)z®

k=—00

19
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oldugunu gostermeliyiz. (3.5.) bagintisinin her iki tarafin1 da (z — k) ile ¢arparsak;

[e.9]

2z —k)= Z Sy(n, k)(z — k)z®

k=—o0

elde edilir. 2**Y = (z — k)2™® oldugundan;

Z So(n, k)z*TD = gntl _ pgn

k=—0o0

Z Sy(n, k —1Da® = Z Sy(n +1,k)z® — k Z Sy(n +1,k)z®

k=—0o0 k=—oc0 k=—00

Buradan, x*) katsayilarini esitlersek (3.3.) bagimtist bulunmus olur.

3.2.2. 2. tiir Stirling sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu elde edilmesi

Bu method (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014) tarafindan verilmistir.

Fi(z) = Z Sa(n, k)Z: olsun.

n=0
1—e™® = kF
(- 2D
dFy(z)  kdx
F.(z)  1l—e=®
ke®d
InFy(z) = /ej—ﬁ

InFy(x) = kln(e®—1)+Inc

Fo(z) = (eI—l)kc:ZSg(n,k)i—T

Yukaridaki bagintidan ¢ = (k!)~! elde edilir. Buradan,

(e 1)

Filw) = —F

bulunur.

Teorem 3.2.1. (Murray 1961)

n(n+1)

SQ(”"‘].,TL) = 2

esitligi vardur.
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Ispat. Bu ispat (Murray 1961) tarafindan verilmistir. Rekiirans bagmtis1 kullanilarak ya-
pilir.

Sa(m,n) =nSa(m —1,n) + Se(m —1,n — 1)
m > 0 ve her n igin, S5(0,0) = 1 ve S2(0,n) = 0 oldugundan,
(3.3.)’de n # 0 igin, m = n + 1 durumunda;

Sa(n+1,n) = nSy(n,n)+ Sa(n,n—1)
= n+ S(n,n—1)
= n+n—1)+Sy(n—1,n—-2)
= n+n-1)+n-2)+---+1
n(n+1)

olur. O

3.3. Faktoriyel Fonksiyonlar: ve Stirling Sayilar1 Arasindaki liski

[e.9]

o () — Z Si(n, k)xk ya da z = Z Si(n, k)xk
k=1

k=—o0

Buradaki S (n, k) 1.tiir Stirling sayilaridir.

n

o 1" = Z Sy(n, k)x® ya da 2" = Z So(n, k)x®)

k=1 k=—00
Buradaki Sy (n, k) 2.tiir Stirling sayilaridir.

Formiilde n yerine degerler vererek ilk 5 terimini yazalim. Bu fonksiyonlarin kat-
sayilar1 bize 1. ve 2. tiir Stirling sayilarini1 verecektir.(Murray 1961)

1

M = gz
e = 22—z
2B = 23— 327 + 2%
e = 2t — 62 + 112 — 62
2® = 2® — 102" + 352° — 5022 4 24z
r = g
2 = z® + s
8 = 2® 432 4 20
= 2@ £ 70 4 62@ 4 O
2® = 2® 4 152W 4 252 4 102 4 20

Ornek 3.3.1. 2 = S,(5,1)x — S1(5,2)2 + S1(5,3)x> — S1(5,4)z* + S1(5,5)2°
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Faktoriyel fonksiyon agilimimdaki 2°°in katsayilar ile yukaridaki fonksiyon esit-
ligindeki katsayilar1 karsilastirirsak;

S1(5,1) = 24,
$1(5,2) = 50,
$1(5,3) = 35,
Si(5,4) = 10,
$1(5,5) = 1

bulunur.

Teorem 3.3.2. (Mond and Krammer 2004, Murray 1961) v € R ve n > 2 tamsayi olmak
lizere;

(@)=Y Si(n,k)z* (3.6.)
k=1

dir.

Ispat. Murray tarafindan verilen bu ispati kisaca verelim.
Tlimevarim yonteminden,
n=2 degeri i¢in (3.6.) esitligi dogrudur.
n-1 tamsayi degeri igin (3.6.) esitligi dogru olsun.
n tamsay1 degeri i¢in (3.6.) esitliginin saglandigin1 gosterelim.
(@) = (@)" Me+n-1)

n—1
= (x4+n-— 1)25’1(71— 1, k)ak
k=1

n—1 n—1
= ) Sin—1,k)z"" 4+ S (n—1,k)(n—1)a"
k=1 k=1

n

— znzsl(n —1Lk—12"+) Si(n—1,k)(n—1)z*
k=1

k=1

— i{sl(n —1,k—1)+(n—1)Si(n—1,k)}a"

= Z Si(n, k)a*
k=1
elde edilir. n
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Teorem 3.3.3. (Murray 1961) n ve k pozitif tamsayilar olmak tizere

2" =" Sy(n, k) (x)k

Ispat. Bu ispat Murray tarafindan verilmistir. Kisaca asagidaki sekilde verilir.

Tlimevarim yonteminden,

n = 1 degeri igin (3.7.) esitligi saglanir.

n tamsay1 degeri i¢in (3.7.) esitligi dogru olsun.

n + 1 tamsay1 degeri i¢in (3.7.) esitliginin saglandigini gosterelim.

T

n+1

2 Sa(n, k)(x)k

> (@)ESy(n, k)

i(fv)’“(m’ — k+k)Sa(n, k)
i«w% )+ b))San )
i«xw RS B)
;(fc)’““sz(n, k) + é k(2)ESs(n, k)

(S2(n,0) + Sa(n, 1))(z)t + (Sz(n, 1) 4 255(n, 2))(x)?

4o (Sap(nyn) 4 (n +1)So(n,n + 1)) (x)2H
> (San k= 1) + kS (n, k))(x)®

Z So(n + 1, k) (z)E

Burada n+1 tamsay1 degeri i¢in esitlik saglanmis olur.

Onerme 3.3.4. (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014)

(1) Si(n,m) = Sy(—m,—n)

(2 ot = (1)

NE

0(—1)m51(n, m)z™
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3 (@) = 3 Sanm)a(#)" (1> 1)
(4) m,n > 0 olmak iizere, Y (—1)'Sa(n,1)S1(I,m) = (=1)™8,.n

>0

(5) m,n > 0 olmak iizere, Y (—1)'S1(n,1)So(l,m) = (=1)™5,.n

>0

m!

(6) m,n = 0 olmak iizere, So(n,m) = (=)™ Z(—l)l(m)ln
0

(7) (1—t)(1— 2t) (1—mt) — Z Sa(n, m)t", (m > 1)

Ispat. Ispatlar (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014) tarafindan verilmistir. Kisaca bu
ispatlar1 verelim:

(1) Bagmtisinin Kaniti.

1. ve 2. tiir Stirling sayilarin 6nemli baslangi¢ kosullar1 ayn1 oldugundan dolay1
rekiirans bagintilar1 arasinda da bir iligki vardir. (3.3.) rekiirans bagintisinda, n yerine —m
ve k yerine de —n yazalim:

So(—=m + 1, —n) = So(—m, —n — 1) — nSy(—m, —n)
esitligin her 2 tarafina n.Sy(—m, —n) eklersek;

So(—=m + 1, —n) + nSs(—m, —n) = Sy(—m, —n — 1)
(3.1.) rekiirans bagintisi elde edilir.

(3) Bagimtisinin Kanitt.

Timevarim yontemini uygulayalim. n = 1 igin esitlik saglanir. Varsayalim ki,
esitlik n i¢in de dogru olsun. O zaman,

(:zc%)’”r1 = 93— ZSQ n,m)x™ dcfc)
=x2%mm< %%W wiww

n+1 d

= Z(mSg(n,m) + Sa(n,m — 1)):67”(%)’"
m=1
n+1

d
p— S 1 m m.
7;1 o(n+ 1 m)a" ()
(4) ve (5) Bagintisinin Kanit1.
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Kanit i¢in Onerme 3.3.4.(2)’yi ve Teorem 3.3.3.”ii kullanalim. Verilen bagintida n
yerine 1 yazarak, Teorem 3.3.3. bagintisinda yerine konulursa;

" = Z Sy (1, m)z’,
" = 252(7%[)( 1) Z(_l)msl(l,m)xm
= D)"Y S DS (1 m)

esitligin her 2 tarafinda bulunan katsayilar karsilastirildiginda istenen sonug elde edilir.
(6) Bagitisinin Kanit.

Sa(n, m) i¢in rekiirans bagintist ile esitligin sag tarafini kanitlayabiliriz. Esitligin
sag tarafin1 a,, ,, ile gosterelim. a,, ,,, icin baslangi¢ kosullar1 su sekilde tanimlansin:

apo =1vea,o=0,(n>1) (Burada 0’ = 1).

Eger n = 0 vem > 1 ise o zaman,

S (=1)!("") = (1 = 1)™ = 0 dir. Bu nedenle, a,,o = 0’dur.

man,m + Qpm—1

(7) Bagintisinin Kanitr.
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Esitligin sag tarafinm f,, ile gosterelim. (3.3.) rekiirans bagmtisindan,

fm = ng(n,m)t”

= Z(Sg(n—1,m—1)+m82(n—1,m))t”

=1 Z So(n,m — 1)t" +mt Z Sao(n, m)t"
n=m—1 n=m

= tfm—l + mtfm

Boylece, f, = = fm-1 elde edilir. Sy(n,1) = 1, (n > 1) oldugundan, f; = L i¢in
esitligin sol tarafina esit oldugu goriiliir. ]

3.4. 1. Tiir Stirling sayilarinin cebirsel ifadesi

Nasil binom katsayilari (x + y)" polinomunun katsayilari ise, 1.tir Stirling say1-
larida bir polinomun katsayilaridir.

Teorem 3.4.1. (Cam 2005) 1.tiir Stirling sayist S1(n, k), n > 0 igin

P.(x) =x(x+1)...(x +n—1) polinomunda x* 'mn katsayisidir. Yani,

Py(x) =) Si(n, k)a*

dir.

Ispat. Bu teoremin ispat: (Cam 2005) tarafindan verilmistir. Bu ispat1 kisaca verelim:

P,(z) polinomunda z* teriminin katsayilari a,, ; olsun. Yani,

n

P,(x) = Zan,kxk

k=0

olsun. Bu polinom
P, q(x)=z(x+1)...(z+n—2)

esitligi (r + n — 1) ile garparsak;
(x+n—1)P,4(x)=(x+n—Dz(x+1)...(x+n—2)

asagidaki polinom esitligi bulunur. Bu nedenle,
P.(z)=(x4+n—1)P,_1(x)
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Ozelligini saglar.
Po(x) = (x+n—1)Po ()

oldugundan, bu polinomlar timevarimla kanita elverislidirler. Bundan yararlanip hesap-
layalim:

P(z) = (z+n—-1)P,4(z)=(r+n—-1) Z U1, T

k=0
n—1 n—1
k
= :cg Ap-1k T —i—(n—l)g Ap—1) T
k=0 k=0
n—1 n—1
_ k41
= E Ap—1p "+ (n—1) A1 T
k=0 k=0
n—1 n—1

Herhangi iki polinomun esitligi, her & € Z i¢in bu polinomlarm z* terimlerinin katsayila-
rinin esit olmasi anlamina geldigine gore, negatif olmayan tam say1 n > 1 i¢in;

Apo = QAp—1,0

Anon Ap—1n-1

ve 0 < k < n iken
Qpk = Ap—1k—1 + (TL - 1)a'n—1,k

dir.

Buldugumuz bu son iliski sayesinde a; o ve a; 1 katsayilarindan hareketle tiim a,,
katsayilarini bulabiliriz.

a10 = 0ve a11 = 1
esitlikleri de kolaylikla bulunabilir.

Goriildiigi tizere a,,j ve Si(n, k) sayilar birbirleriyle ayni timevarimsal baglan-
tiy1 sagliyorlar. Dolayistyla baslangic kosullari ayniysa a,, ;. ve Si(n, k) esit olurlar.

Nitekim Oyle de bulunur:
51(170) =0= @10 VE Sl(]_, ].) =1= 11

Demek ki
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Sl(n, ]{7) = Qn,k
olmal. O]

3.5. Kuvvet Toplamlar1 Yardimiyla Bernoulli Sayilari ve 2. Tiir Stirling Sayilar1 Ara-
sindaki Bagintilar

Asagidaki esitligi inceleyelim (Boyadzhiev 2012).

1 & 1
1m+2m++(n_1>m: m+ Bknm-i-l—k
m+1k:0 k

VYm > 0,n > 1 i¢in Unlii Bernoulli formiiliidiir. Bu toplam 2. tiir Stirling sayilar1
tarafindan da direk hesaplanabiliyor.

nm = ; (Z) Sy(m, k)

binom doniisimiiniin bir 6zelligidir. Verilen {a;} dizisi, bunun binom doéniisimii {by}
dizisi ise su sekilde tanimlanir:

£ (0

k=0

Ters formiilii:

w=3 (Z) (—1)"*,

k=0
n

olur. Daha 6nce yazdigimiz n™ = Z (1) S2(m, k)k! formiiliinden;
k=0

142" 4™ = i{i <Z)Sz(m,k)k!}

p=1 k=0

_ kzn;sZ(m,k>k!{pZn; (Z)}

Toplam sirasini degistirdik. Simdi bilinen bir 6zellik » * (7) = (;'f}) kullanalm.

p=k

& n+1
= E |
£ Sg(m, k)k (k} X 1)

1
I 4+2" 4. 40" = ng(m,/?c)k!(THr )

oldugunu elde ederiz.
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3.6. Delta Operatorii ve 2. Tiir Stirling Sayilar1 Arasindaki Tliski

Bu boéliimde 6nce A operatoriiniin kisaca 6zelliklerini verecegiz.(Murray 1961)

Af(z) = flz+1) = f(2)

Af(z) = AAf(2) = f(z+2) = flz+1) = fz+1) + f(2)
= S+ -2f(=4+1) + ()

Af(z) = AAY(2) = fz+3) =2f(z+2) + f(z+1) = f(z+2) +2f(z + 1) — f(2)
= f(z+3)=3f(2+2)+3f(2+1) — f(»)

= (s

n=0

a7y = o0 (5) e n—i)

J=0

A" f(z) kullanilarak agagidaki sonuca ulasilir. Bu da A operatorii ile Stirling sayilari ara-
sindaki iliski Murray tarafindan asagidaki sekilde verilmistir:

Teorem 3.6.1. (Murray 1961) f(x,k,n) = 27"
olmak tizere;

(1) k> nise f(0,k,n)=0"dw
(2) f(0,k,n) = Sa(n, k) dwr

Ornek 3.6.2. (1) ézelligine bir drnek:

A2 = A*(AZ%) = A%[(z+1)* = 27
= A2 4224+1—-2%)=A%2z+1)=A(A(2z+1))
= ARz +3-22-1)=A(2)=2-2=0

(2) 6zelligine bir 6rnek:

A2 = A((z+1)P=2*)= AP +322+32+1—2%)
= A(Bz*+3z+1)
= 3(z+1)*+3(z+1)+1-322-32—1
= 32°4+62+3+32+3+1-32"-32-1=62+6
= 6

3.7. Griinert Polinomlari

x% operatdriinlin e” fonksiyonunun seri agilimina tekrarlanarak uygulanmasi ile
Griinert polinomlari 2.tiir Stirling sayilari olan Sy (m, n)’ye donisiir. Bu bir polinom dizisi
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uretir:

xd—ex = xe®
x
dy . d d ,
@0V = ()
= z(e” +ze”) = (2* + x)e"
d 3 x _ d d 2 x
()% = (e )a—)
d
= x%((af +z)e") = z(2r + 1)e” + x(2® + x)e”
= 22+ +2° +2%)e” = (2% + 327 + 1)e”
d m_ T m m m,.2 m,.m\ T
(x@) e = (By'+Bl'z+ Bz +---+ B z™)e (3.8.)

Buradaki B} katsayilari 2.tiir Stirling sayilaridir (Boyadzhiev 2012).
Teorem 3.7.1. (Griinert Teoremi)(Boyadzhiev 2012)

B!" katsayilar: yukaridaki (3.8.) bagintisi tarafindan tammlandi. O zaman,

m o __ 1 - n—=k n m
By = S ()
k=0
dir.
Uyan 3.7.2. B = Say(m,n) dir.

Ispat. Ispat Boyadzhiev tarafindan asagidaki sekilde verilmistir:

zk

- seri agilimindan,

e’ =

(e 9]

k=0

d. ., . =k
(a:%) e :ZT,m:O,l,...
k=0

oldugunu elde ederiz.

dm . 0 1
( d:cm) B xz(n—l)'
n=1
“—~ n(n—1)!
—~ n!



OO Lok
B4 By + BPa? 4+ BTa™ = " /f
k=0
(=1 o= kM
BSE SN
7=0 k=0

Sag taraftaki 2 kuvvet serisinin Cauchy ¢arpimindan,
B+ B'x + By'a® + -+ + Bla™ = Zx”{ Z( ) )Rk}
Katsayilarini karsilagtirirsak teorem kanitlanmais olur. [

3.7.1. Griinert polinomlar1 ve (-1 )™ yardimiyla S(m, n) iirete¢ fonksiyonu bulma

n > 0 herhangi bir n tamsayisi igin, f(x) = (e” — 1)" fonksiyonunun MacLaurin
serisi,

= (0
:anf!)x

m=0

dir. Bu amagla ilk olarak sdyle yazalim:

1y =30 () ke

k=0

ve o zaman f™(0) suna doniisiir:

n

(%)m(eu’c —1)" |pm0= Z (Z) (—=1)"FE™ = nlSy(m, n)

k=0

Bu nedenle,

16—1 Zngn

2.tiir Stirling sayilar1 i¢in exponensiyel iireteg¢ fonksiyonu bulunur. Aslinda bu top-
lam sadece m > n durumunda yazilabilir. Clinkii m < n oldugunda Sy(m,n) = 0’dir
(Boyadzhiev 2012).
3.8. Merkezi Faktoriyel Sayilar
3.8.1. T(n,k) Merkezi faktoriyel sayilarimin 6zellikleri

Bu boliimde analitik fonksiyonlar tizerinde 7T'(n, k) merkezi faktoriyel sayilarinin
tirete¢ fonksiyonlarini ¢alisacagiz. Bu fonksiyonlar1 kullanarak, bazi fonksiyon esitlikleri
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elde edecegiz. Bu fonksiyonlar ve esitlikleri kullanarak iirete¢ fonksiyonu asagida ta-
nimlanmig olan 7'(n, k) merkezi faktoriyel sayilarmin bazi 6zelliklerini ve bagmtilarini
verecegiz.

Srivastava ve Liu merkezi faktoriyel sayilarinin bir¢ok 6zelligini ve uygulamasini
vermistir (Srivastava and Liu 2009).

Srivastava ve Liu ’nun bu ¢aligmasinda, su bagint1 yer alir: (Srivastava and Liu
2009)

2" =Y T(nk)a(z—1)(x—2°)(x - 3%)...(z — (k- 1)%). (3.9

(2.10.) ile (3.9.)’u birlikte kullanirsak,
T(n,k)=T(n—1,k—1)+k*T(n—1,k)

elde ederiz. Buradan > 1,k > 1, (n, k) # (1,1). n, k € Nigin
T(0,k) =T(n,0)=0veT(n,1) =1

dir (Srivastava and Liu 2009).

(Cigler 2015) *de Cigler T'(n, k) sayilari i¢in su bagintiy1 vermistir:

T(n,k) = @ ]Z:;(—l)j (ij) (j — k).

(Simsek 2014)’de Fr(t, k) fonksiyonu incelenmis ve asagidaki ozellikleri veril-
mistir:

Fr(0,k) =1
dir. Bu 6zellikten 7°(0,0) = 1 olur. Frr(t, k) 6zel sayilarin tirete¢ fonksiyonlari ve hiper-

bolik fonksiyonlar ile baglantilidir. Bu nedenle su fonksiyonel esitlik elde edilir:
k

Frlt. k) = G

(cosh(t) — 1)*

Fr(t, k) fonksiyonu Sy(n, k) ikinci tiir Stirling sayilarinin tireteg fonksiyonu ile de
baglantihidir:

Fr(t k) = Fs(t,2k)e ™,

burada,

1 - tr
Fg(t, 2k) = <2k)'<€t - 1)2k = 252(77/; 2]6)5
' p— '
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Ve

Fy(t k) = (2’“—;), ZOFs(t>j)Fs(—t, k- 3).

(2.10.)’un t ye gore tiirevini alirsak, merkezi faktoriyel sayilarinin 6zelliklerini ve
rekiirans bagintisin1 bulabiliriz.

d kQRE-2)!

%FT(t’ k)= W(e —e )Fr(t,k—1)
yada

d _ 2k(2k —2)! .
EFT“’ k) = WFT(t k — 1) sinh(t).

Teorem 3.8.1. (Simsek 2014)

kn 27

2 — E T 3.10.
dll".

3.8.2. Merkezi faktoriyel sayilari ve 1. tiir stirling sayilar1 arasindaki iliski

Teorem 3.8.2. (Butzer, Markett and Schmidt 1991) n, k € Ny olmak izere,
_ _n+kn J—1 Nyj—k .
Sitnk) = (1Y (1) Gy Hnd)
) = oS ()G sind)
dir.

3.9. Bernoulli Polinomlar1 ve Bernoulli Sayilar

Bernoulli Sayilar1 ve Polinomlar1 agagidaki bazi 6zellikleri saglarlar:
(Murray 1961)

(1) B,(z+1) — By(x) = nz"!

(2) By, (z) =nB, 1(z)

(3) B, = B,(0) = B,(1), Bop_1 =0,n=2,3,4,...
@ 1+ ()Bi+ (5)Bo+--+(,")Bu1=0



(5) Bu(z) = (=1)"Bn(1 - x)

(6) Lt = > Bal@ g 4 p (g4 B2l 4

n=0

(7) 5 = Z Bl — 14 Byt + B2 4

(8) Zcoth® =1+ Bz 4 Baa® | Baa® |

©) 1" 42" 43+ (n—1)r = BB e 93

(10) s + g + gh +... = CEEEE 0 = 12,3,

(1) Bu(z) =a" + (V)" ' B+ (5)a" ?Ba+ -+ + () Ba
(12) n=1,2,3,... olmak lizere;

. . sin2k7x
B2n71(x) = 2(_1) (2n_1)|2(2kﬂ.)2n71’
k=1
= cos 2kmz
Bon(z) = 2012 ey

=1

Teorem 3.9.1. (Abramowitz and Stegun 1972) B,,(x) Bernoulli polinomlart igin rekiirans
bagintisi,

dCZ" =nB, ()
yva da

Bu(z +1) — By(z) = na"*
dir.

Onerme 3.9.2. (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014) n € Z ve n > 1 icin,
BQn+l =0
dr.

Onerme 3.9.3. (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014)

n—1
(2n 4 1)By, = — mZ:l (22;;) BomBagn—my, (n > 2).
Sonug 3.9.4. (Arakawa, Ibukiyvama and Kareko 2014) n > 1 i¢in,
(=1)""'By, >0
dir.
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Onerme 3.9.5. (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014)

2n—1

¢ - Sy 192, T (lal< &

cot Ly i( 1)rlo2np L 0 <| z|< )
r = - - n , x

T 2 2n! T

dir.
Teorem 3.9.6. (Murray 1961)

m _1)
Bu(z) =) (H)l Ang™
n=0
dir.
Ispat. (Murray 1961)
B () :Zn—l—l (1) (k)(mkz) (3.11)
n=0 k=0
dir.
Arg™ =3 (1) (Z) (z + k)™ (3.12.)

k=0

ozellikleri bilindigine gore (3.12.) bagintist (3.11.) bagintisinda yerine yazilirsa istenen
elde edilir. n

3.9.1. Bernoulli sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu elde edilmesi
Bu method (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014) tarafindan verilmistir.

(2.3.) ispat1 i¢in (3.13.) bagmntisin1 gostermek yeterlidir:

o0 tn
O Bnﬁ)(et —1) =te'. (3.13)
n=0 ’
Yukaridaki bagintidan;
= _ ", "\ By e "
(X Bue =1 = (ST )
co n—1
B, 1 "
B Z(Zj(n—z)'ﬂ
n=1 =0
co n—1 n g
3% (1)



elde edilir.

n > 1igin, (2.4.) rekiirans bagintisindan asagidaki sonug elde edilir:

Bu da istenen sonucu vermis olur.
3.9.2. Bernoulli sayilar: ile Bernoulli polinomlar: arasindaki iliski

Ureteg Fonksiyonu (2.2.) bagintisi diizenlenirse,

t
1 = ZB Zx

© " tk tn—k Lk
= 2 Q B
n=0 k=0

elde edilir. Buradan,

ZB ZBk R
0 k=0

n=

dir. t" lerin katsayilar1 karsilagtirilirsa (2.5.) bagintisi elde edilir. (Conway 1986)
3.9.3. Bernoulli sayilari ile Stirling sayilar1 arasindaki iliski

Bernoulli sayilari ve 2. tiir Stirling sayilar1 arasindaki iliski

Teorem 3.9.7. (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014, Boyadzhiev 2012)

Bu(w) = (-1 Yo S )

m=0

, (n>0) (3.14)

dir.

Ispat. Bu method Arakawa tarafindan verilmistir.

(2.2.) bagintisini,
te t  —log(l-(1—-e"))
et—1 1—et 1—et ’

seklinde diizenlersek ve (1 — e~ = ¢ + ... ) oldugundan bu ifade yerine ¢ yazarsak,

In(1+z)=—3(-1)"%, —1 < z < 1 olmak iizere;

n=1

o0

—log(1—1t) = Z pou
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olur.

m=1
_ s ey
— m+1
_ o Yl (=t)"
- = (—1)™m!Sy(n,m) t"
- —1)" _
Z( ) <Z m+1 >n!
n=0 m=0
Esitligin her iki tarafinda katsayilar karsilastirildiginda istenilen sonug elde edilir. [

Teorem 3.9.8. (Murray 1961) n, k € Ny olmak tizere,

$k+1
1

d n
k=1

dir.

Teorem 3.9.9. (Weisstein 1998) Bernoulli polinomlari ve 2. tiir Stirling sayilari arasindaki
iliski asagidaki sekilde verilir:

B,(z) = B,(0) + Y %Sg(n 1,k —1)(2)™

Onerme 3.9.10. (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014)
Apm = (m + 1>(an—1,m - an—l,m—i—l), (n 2 17m 2 0)

kosulunu saglayan a,, ,, dizisi tanimli olsun. O zaman,

Ano = Z(—l)mm!Sg(n +1,m + 1)agm,

m=0

dir.

Ispat. Bu method Arakawa tarafindan verilmistir.

o0

gn(t) = Z an,mtm

m=0
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rete¢ fonksiyonunu kullanalim. n > 1 i¢in a,, ,, dizisinin rekiirans bagintisindan,
gn(t) - Z(m + 1)(an—1,m - an—l,m—&—l)tm
m=0

= dt Zan lmtm+1 dt Zan 1m+1t +1)

d d
= 2901 (t)) = 2 (g1 (t) = an-10)

dt
= goa()+ (0= D (g ()
d
= 2= 1)g(0).

Burada, (t — 1)g,(t) = h,(t) yazilirsa,

hal) = (6= 1) (haa(8)), (0 > 1)
hal) = (= 1)) (ho(1)

elde edilir. Onerme 3.3.4.(3) de x yerine t — 1 yazilirsa,

D=3 Syl )t — 1)) o)

t = 0 durumunda,

—Qpy = Z Sa(n, m)(—=1)"m!(apm—1 — @om)

= Z Sa(nym + 1)(=1)™ (m + g — Y Sa(n,m)(—1)"mlag,m
= —Z )" mlag, ((m + 1)Sa(n,m + 1) + Sa(n,m))

= —Z )" m!Sa(n +1,m+ 1L)agn,

bulunur. ]

Bernoulli sayilar: ve 1. tiir Stirling sayilar1 arasindaki iliski

(Roman 1992), 1. tiir Stirling sayilar1 ile 2. tiir Bernoulli polinomlar1 arasinda bir baginti
vermistir. Bu bagint1 asagidaki teoremde verilmistir:
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Teorem 3.9.11. (Roman 1992) 2. tiir Bernoulli sayilari ve 1. tiir Stirling sayilar: arasin-
daki iliski asagidaki sekilde verilir:

bu(z) = b,(0) + %Sl(n — 1,k — 1)z, (3.15.)
k=1

(3.15.) bagintisindan asagidaki 2. tiir Bernoulli polinomlarini elde edebiliriz:

bo(z) = 1,

bi(z) — %(21; L),

hix) = (6% 1),

by(x) = ;1(4373 — 627 + 1),

by(z) = %(30:54 — 1202° + 12022 — 19),

Teorem 3.9.12. (Weisstein 1998)

" n+1

n+1l __
(ZI?) - :0k+1

S1(n, k)(Bri1(x) — Brya)
dir.

3.9.4. Bernoulli sayilari, Genocchi sayilar1 ve Euler sayilar arasindaki iliski
Literatiirde Bernoulli sayilari, Euler sayilari, Genocchi sayilari ve Stirling sayilari
arasinda iyi bilinen bir¢ok formiil, bagint1 verilmistir. Bunlardan birini asagidaki sekilde

farkl1 bir yolla ifade edebiliriz. Yani,

(2.2.) bagmtisinda ¢ yerine 2¢, (2.3.) bagintisinda ise ¢ yerine 2¢ ve 2 = § alirsa,

2te! SN
e —1 ;2 Bn <2)n'
2tet N 1 t"
“D(et+1) ZQB 3
( )(
t’rL
- ZG "ol t ;% n(l )ﬁ
"y 1 tn-i—l . n tn
n=0 k=0
Zan D 0 (k)Gan_ku));
' n=0 k=0 )
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elde edilir. Buradan B,,(1) = B,, oldugundan,
M 1nB, . (%) = (Z) G By (3.16.)
k=0
bulunur. Cok 1yi bilinen
Gr=kE, 4
bagntisini (3.16.) da yerine koyarsak,

1 2l-n '\ /n
B, (5) = - Z(k>kEk—an—k

k=0

o= ()
= 2! Z(k)ﬁEk_an_k

k=0

 oln n(n — 1 k
= 2 Zk k)!ﬁEk—an—k

Buradan asagidaki 6zdeslik bulunmus olur.

1 ~ (n—1
By <§> =27y <k - 1>Ek 1B (3.17.)

k=1

dir (Kim 2012).
3.10. Euler Polinomlar: ve Euler Sayilarinin Ozellikleri

Euler Sayilar1 ve Polinomlar1 asagidaki bazi 6zellikleri saglarlar:(Murray 1961)

(1) E,(2) = Ena ()

(2) En(x) =( " En(1 — )

(3) E.(0)+ E,(1) =0,n=1,2,3,...
@) B (0) + E,(—1) =21 n=1,2,3,.

TJ: B
(5) tanz = Z b = w+ a4+ 2o+ g e+ 520+ Burada T, =| 2"kle® [*dur.

Bu sayllar tanj ant sayilar1 olarak adlandirilirlar.
(6) Es, = 22"(2n)!E2n(5) =0,n=1,23,...
(7) EQn(O) = Egn(1> = €op — 0, n = 17 2, 3, e

®) 25 = > Eu(@)th = 1+ Ei(z) + Bs(2)f?

1 1 1 . (_1)nE2 2n+1 i
(9) 12n+1 — 32n+1 + 52ntl ~ - T 22n+2?2n)! >, = 17 27 37 te

e FEor|x
(10) sec:p:%' (22’2')! 1+1x2+ﬂx +mx + .
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=+ % + -+ + e, 12 + e, kosulunu saglar. Burada e,, + %[

U+ 2o 4 - 222l = (0°dir Birkag e, degeriise eg = 1,1 = 5, 62 = 0,

<« +

n!

(11) En(x) = <5

n!

(n—1)! (n—2)! 1!
e3 = i, e, =0,e5 = % seklindedir.
o0
(12) tanz = T’;j,"’k = o438+ 2o+ a2 4. . Burada Ty, =| 2FkleF [dur.
k=1

Bu sayilar tanjant sayilari olarak adlandirilirlar.
(13) n=1,2,3,... ve 0 £ z < 1 olmak Tlizere;

4(—1)" = cos(2k + D

L (2k 1 1)

4(—1)" X sin(2k + )7
7T2n+1 — (2k+1)2n+1

Egn_l (.Z‘) =

Egn ($) =

Bu polinomlar birgok matematikg¢i tarafindan matematigin degisik alanlarinda ¢ali-
stlmistir ( Euler 1738, Abramowitz ve Stegun 1972, Carlitz 1959, Comtet 1974, Srivastava
2011, Shiratani 1975, Simsek 2004, 2005, 2006, 2010, 2011, Srivastava, Kim ve Simsek
2005, Ozden ve Simsek 2008, Agoh ve Dilcher 2009, Ozden vd 2010).

Bernoulli polinomlar1 ve Euler polinomlarini farkli sekilde ifade etmek miimkiin-
diir. (Chang and Ha 2001) Bu polinomlar daha acik bir sekilde asagidaki gibi verilebilir:
(Gould 2010)

n

ve

dir.
Uyan 3.10.1. Ozel olarak x = 0 i¢in B,,(0) = B, ve E,(0) = E, dir.
Bernoulli polinomlar1 ve Euler polinomlarinin en énemli 6zelliklerinden birisi de

Raabe bagintisidir. Bu bagintilar agagidaki gibi verilir ( Raabe 1851, Carlitz 1953, Abra-
mowitz ve Stegun 1972, Walum 1991):

-1
Bo(z) =m" 'S B, (“ k) ,(¥m > 1,¥n € N).
k=0 m
s x+k
E, = " -1 kEn )
@ = w3t ()



n+1 —
(Vm(gift say1) > 1,Vn € N).

3.10.1. Euler polinomlar: ve 2. tiir Stirling sayilar1 arasindaki iliski

Teorem 3.10.2. (Roman 1992)

dir.

3.11. Genocchi Polinomlar1 ve Genocchi Sayilar

Genocchi polinomlari ve sayilar1 Analitik sayilar teorisinde kullanilan 6nemli poli-
nomlardandir. Genocchi polinomlar1 ve sayilari lizerinde g-analiz ve p-adik analizin 6zel-
likleri uygulanmis ve genis bir ¢aligma alani olusturdugu bir ¢cok matematik¢i tarafindan
goriilmistiir. Bu boliimde Genocchi polinomlari ve sayilari tanimlanacak ve Genocchi po-
linomlar1 ve sayilarinin 6nemli 6zellikleri tizerinde durulacaktir. Genocchi polinomlar: ve
sayilarinin Analitik sayilar teorisindeki bazi 6nemli teoremleri ve ispatlarina da bu bo-
liimde yer verilecektir.

Teorem 3.11.1. (Kim 2007) (}) = “2=R==MD) o hnak sizere;

Eu(z)=Y (Z) %x”k (3.18.)

k=0

du.

Teorem 3.11.2. (Kim 2007)
Gpi1=(n+1)E,

dir.

Ispat. (Kim 2007) (3.16.) bagintisinda x = 1 alinirsa,

E, = e
> (3) s

n = k durumunda ise

Gn+1 = (TL + ]-)En
elde edilir. n

42



4. BULGULAR

Teorem 3.4.1.°in ¢ok 6nemli sonuglari vardir. Simdi teoremde verilen bilgiler dog-
rultusunda x yerine degerler vererek birka¢ toplam formiiliinii verecegiz:

* r = —2i¢in;

e r=1—ni¢in;
P,(1—=n)=0

oldugundan asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc 4.0.3.
n k k
>3 (§) v simm -0
k=0 7=0 J
dir.

* r=n+1ig¢in;

n

Pu(n+1)=>Si(n,k)(n+1)*

k=0

(n+1).(n+2)...(n+14n—1)= ~(n)7

n
oldugundan;
n—1 n k k
[Tn+i+1)= ()&(mk)
=0 k=0 j=0

elde edilir. Buradan asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.0.4.
n k
k _
> (4)sutnn = Lo
J n
k=0 7=0
dir.
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n

Py(2) = 2(2+1).242)...2+n-1)=) Si(nk)(2)"

= 234...(n+1)= zn:Sl(n,k)(Q)k

- zn: Si(n,k)(2)F = (n+1)!

bulunur.

* r = 3i¢in;

P(3)=3.(3+1).3+2)...(3+n—1)= (”;2)!
dir.
* v = 4igin;
P(4)=4(4+1).4+42)...(44n—1)= (n;g)!

dir.

* r = migin;
Py(m) = m.(m+1).(m+2)...(m+n—1)=> Si(n km"
(m+mn-—1)! )
(m —1)!

dir.
Simdi faktoriyel fonksiyonunun bazi 6zelliklerini verelim:

2®) =z (x—h).(x—2h)...(x—h(m—1)),

h = 1 igin;
a® =z (z—1).(z—2)...(x—(m—1)),

m™ =m(m—1)...(m—m+1) =ml,

n

() =z.(z=1) .. (x—m+1) = (=1)"S(n, k)a*,

k=1
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bulunur.

Teorem 4.0.5. (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014, Murray 1961)
Sa(n, k) = iAk:E” le=0= lZn:(—l)”_j "
2(12, = z=0= 7 pr j J

1 knn
_ HA 0 (4.1.)

Ispat. (Murray 1961) Teorem 3.6.1.(2)’den
k 00 k 00
1 (kN 1 VA AN "
i o0 () = Gy e ()i = S s g
j= n= j= n=

yazilir. Buradan% katsayilar1 esitlenirse ispat biter. [

Teorem 4.0.6. (Boyadzhiev 2012)
B" = Sy(m,n)

_ %; (Z) (—1) kg

olur. Ayrica, Sy(m,n) = 0, m < n oldugunda ve Sy(n,n) = 1’dir. Bu polinom,

o) = S2(n,0) + Sa(n, )z + - - + Sy(n,n)z™, n = 0,1,2,... exponansiyel
polinom olarak adlandirilir. Bu polinomlar su esitlik ile tanimlanir:

pn(7) = e (v-L)"e” ya da iireteg fonksiyonu e*(¢~1) = Z #n(2) gn

n!

n=0

[k 5 tanesini bulalim:

polz) = 1

pi(z) = @

o) = 2*+ux

os(x) = 2 +3* +x

w4(x) ot +62° + T2? + 2
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a herhangi bir sabit oldugunda su sekilde yazilabilir:

(50 )e = i, (a)e™

X

olur.

Lemma 4.0.7. (Chang and Ha 2001) o € C\{1} i¢in;

H,(a|x)= Zk'Sk )

olur.

Ispat. (Chang and Ha 2001) Frobenious-Euler sayilarinin iireteg fonksiyonu:

= Z H,(a | :Ij‘)%’dll‘.
n=0

k
Sp(a) = gAram = 45 3 (D) (@ + )"
=0
ozelliginden,
o0 k 00
ot 1 ik it
sttt = o0 () Sy
n=0 7=0 n=0
k
1 )
= = (_1>k J(l?)e(:cﬂ)t
=0 J
1
— H(et—l)ke“

elde edilir. Boylece;

> " -1
S | ol 0l
n=0 ’

et—1._, ., -1 y
= (1- ) e (] |< 1 oldugunu varsayalim.)
a—1 a—1
o - e —1 k _xt
B Z(a — 1)
k=0
oo o k' tn )
= Z Z —15,C( ) ,n > kise Sp(x) = 0’drr.
oo (= DF
oo k
k! N A
- Z (o — 1)k i (@) |
k=0 n=0

bulunur.
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Teorem 4.0.8.

m=0

dir.

Ispat. Lemma (Chang and Ha 2001)’dan ve

1 . (k+m—1
0 a)F Z( m )“"“'<

m=0

bagmtisinda k£ = 1 igin

1 = .
l—azza

m=0

geometrik seridir. | o |< 1 ise (4.2.) bagintisinda yerine koyalim.

Hy(a | m)zgk!&?(w) 3 (’”m_l)am

m=0 m
n k 00
1 k n E+m—-1\ ,,
- Srp e (e (P
k=0 T j=0 J m=0
N (k+m—1\ , < i k n
= (M NSy ()
m=0 k=0 j=0 J
elde edilir. O

Sonuc 4.0.9. = = 0 alinirsa,

m=0 k=0 j=0
bulunur.
Sonuc 4.0.10.
Ho(a) = f: Y (’“ * " 1) O™ S (n, k)
m=0 k=0
elde edilir.

Sonug 4.0.11. n ¢ift bir dogal sayr olmak iizere;

H=3"Y <2’“ e 1) oS, 2643 ni (2’“ M m) ™ Sy(n, 2k-+1)

m=0 k=0 m=0 k=0
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(3.10.) bagintisindan,

e 2k +m —1 = k%
H,(a) = ™) T, k
@ =2 ( m )“ "D i )
m=0 k=0 J
oo n+l
2%k +
+y ( mm)amsg(n,2k+1)
m=0 k=0

elde edilir.
Teorem 4.0.12. (Arakawa, Ibukivama and Kareko 2014)

=2 (-1

n=0

San)

dir.
Teorem 4.0.13.

2]
A% | o= (2k) 'n'z

k= 27

@z

dir.

Ispat. Teorem 3.6.1.(2)’ de verilen bagintida k yerine 2k konulursa,

1

Sa(n, 2k) = o]

AQk n’x 0

elde edilir. (3.10.) bagintisinda yerine yazilirsa;

bulunur.

Sonug 4.0.14. (Roman 2005) n > 1 olsun.

bn(0)=(3 b1 ( +Zk (n—2,k —2)B,

dir.
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Ispat. (Roman 2005) tarafindan asagidaki bagint: verilmistir. Bu bagintiy1 diizenleyelim.
bo(x) = (1 —=n)b,(0)+n(2 —n)b,_1(0) + nb,_1(0) B (z)

= —ZEZ = le(n — 2.k~ 2)By(x)
k=2
ba(0) = (L= n)bu(0) + n(2 — n)by_1(0) + b1 (0)B,

+§:k _181 —2,k—2)B,

ba(0) = (1—n)by(0) + (n(2 —n) — g)bn,l(O) + nby_1(0)

(n— 1
— 2,k —2)By
+ Z E 2)
3 — n2 " on—1
by, = by— —_— — 2,k — 2) By, 1
o = 55 1<o>+§k(k_1)sl<n B >
[
Ornek 4.0.15. n = 2 igin;
-1 1
b(0) = 7171(0) + 551(0» 0) B
! N 11
4 26
-1 n 1
412
B 1
6
dir. n = 1,2,3,... i¢in yukaridaki bagint1 yardimiyla tiim ikinci tiir Bernoulli sayilari

bulunabilir.
Teorem 4.0.16. (Roman 2005)

t
Zbk “inr D)

Ispat. (2.6.) ve (2.1.) formiillerinden,

> tk t
b(0)— = —
kZ—O k! In(t +1)

ﬁ tn

B t
- 2 3 4 5

t-L+L L4+,

1 1 1 19

= 1 t— =24+ =3 — =t

+2 6 +4 30 +
= > u(0)t"

n=0



]

un(0) = b"T(!O) elde edilir. Burada w,,(0) ikinci tiir Bernoulli polinomlaridir. b,,(0)
sayilarina ayn1 zamanda 1. tlir Cauchy sayilar1 da denir ve asagidaki sekilde de tanimla-
nabilir:

1
b,(0) =¢, = /x”dm
0
dir.
Ornek 4.0.17. n = 2 igin,
1
b2(0) = /x(x — 1)de = —=
0

bulunur. n = 3 i¢in,

1
b3(0) = /:c3d:c
0
1
= /(x?’ — 32 + 2x)d
0
1
T4
bulunur.
Teorem 4.0.18.
n n—k m
Ba(y) =23 (37 )y 3 S )

dir.

Ispat. (Arakawa, Ibukiyama and Kareko 2014) tarafindan verilen (3.14.) bagmtis1

m!Ss(n, m)
m+ 1

By =(=1)" Y (-)"

m=0
dir. (3.16.) bagintisini (3.17.) de yerine koyarsak Teorem 4.0.18. ispatlanmis olur. O
Teorem 4.0.19.

dtl m <2j)2m—2k d :
(2 S (2m,2j—1
m) Z i@m — 2z + 1) ) ;0 2(2m, 27-1)

dir.
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Ispat.

olmak iizere,

=D tnm
n=0
olarak ele alalim.

Bm = Qo,m + a2 m + -+ A2k,m +--+ Q2d,m + a1m + a3 m +-+ A2d—1,m

Bu seri toplamu tek ve cift indislerine gore ayrirsak,

d+1
= Za2jm+za2j 1,m
d+1 . d .
(29! , (25 = 1)! i
Bn = S (-1 23(_ 2 et T g 95 1

elde edilir. (3.14.) bagintisinda n = 2d seklinde bir ¢ift tamsay1 ise o zaman;
A+l
27)! ¢
B, =
]z: 2] + 1

dir. Eger n = 2d + 1 seklinde bir tek tamsay1 ise o zaman (3.14.) bagintis1 agagidaki
sekilde yazilir:

j—l

M&

2 S(n,2j — 1) (4.3.)

J=1

n > 1li¢in By, 11 = 0 ve

2n+1
-1 2n+1 —1)™ m 2 1 —
(1P 3 " Salen+ 1m) = 0
elde edilir.
d ) d+1
(25 —1)!
2 -~ 7 27 —1 4.4,
ZO]HSQmJ) Z 75 Sa(m, 2% = 1) (44)

Eger n = 2m, d > 1 i¢in bir ¢ift tam say1 ise o zaman,

d+1 (2].), d o
Boy, = Z T = Z 52 om,2j — 1), (4.5)
Jj=0 7=1
Buradad+1=[ 5 |]+1,d=] 5 |] dir.

(3.10.) bagintisini (4.5.) bagintisinda yerine koyarsak agsagidaki baginti elde edilir:

d+1 m QJ 2m 2](2 d .
2 =D om.2j-1
m) ;;; 2k)1(2m — 2k)1(2) + 1) ; 2(2m.2j-1).

O
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5. SONUC

Bu tez ¢aligmasinda Merkezi Faktoriyel sayilariin kullanim alanlarindan bahse-
dilmis, uygulama olarak da Bernoulli, Euler, Griinert, Frobenious-Euler ve Genocchi po-
linomlar1 gibi polinom aileleri ile Euler sayilari, 1. ve 2. tiir Bernoulli sayilari, 1. tiir ve 2.
tiir Stirling sayilari, Frobenious-Euler sayilar1 ve Genocchi sayilar1 incelenmistir.

Klasik analiz metotlariyla da ispatlanabilen bazi temel 6zelliklerin farkli polinom-
lar ailesi ve sayilar kullanilarak ispatlar1 da verilmistir.

Ayrica;
(1) 1.tirve 2. tiir Stirling sayilari, Griinert, Genocchi,Bernoulli ve Euler polinomlarinin

rekiirans ve iirete¢ bagintilar1 farkli metotlarla ispatlanmaistir.

(2) Genocchi, Euler ve Bernoulli polinomlari i¢in bazi 6zdeslikler ve bu polinomlarin
diger analitik sayilar ile arasindaki bagintilarin farkl ispatlar1 verilmistir.

(3) Analitik sayilar ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir.

(4) Butezde baz1 6zel sonuglar da verilmistir.
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