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ONSOz

Bu ¢alisma esas olarak onbilgiler ve bulgular olmak {izere iki boliimden olugsmakta-
dir. Daha sonra kullanilmak {izere, Bernoulli polinomlari, Frobenius Eulerian poli-
nomlar1, Geometrik polinomlar, Ustel polinomlar, Riemann zeta, Hurwitz zeta, Lerch
zeta Fonksiyonlari, poly-istel fonksiyonlar, H(s), H(s,z) Dirichlet Serileri, énbilgiler
boliimiinde tanitilmig ve bazi 6zellikleri verilmigtir.

Bulgular boliimiinde ise poly-iistel fonksiyonlarin agilimlar: yapilmis ve Frobenius
Eulerian polinomlarinin geometrik polinomlar cinsinden ifadeleri verilmigtir.
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OZET

HURWITZ ZETA VE LERCH ZETA FONKSiYONLARININ
ASIMPTOTIK ACILIMI VE TAYLOR KATSAYILARI

Levent KARGIN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danmisman: Prof. Dr. Veli KURT

Aralik 2009, 49 Sayfa

Bu tezin amaci poly-iistel fonksiyonlari, geometrik ve iistel polinomlar yardimi
ile incelemektir. Ayrica Apostol-Bernoulli fonksiyonlar: ve Frobenius Eulerian poli-

nomlariminin agilimlarin farkl bir yoldan aragtirmaktir.

Tezin ilk boliimiinde Bernoulli polinomlari, Riemann zeta, Hurwitz zeta ve poly-
tistel fonksiyonlar1, H(s) ve H(s,z) Dirichlet serileri hakkinda bilgi verilmistir. Tkinci
boliimde Apostol-Bernoulli, Riemann zeta ve Hurwitz Zeta fonksiyonlar: ile H(s,z)
Dirichlet serisinin gercekledigi temel teoremler ve bagmtilar verilmistir. Ugtincii
béliimde (zD) tiirev operatoriiniin sagladigi baz1 6zellikler verilmistir. Daha sonra

katsayilar1 Hurwitz zeta ve Lerch zeta fonksiyonlari olan seriler incelenmistir.

Son boliimde poly-iistel fonksiyonlarin seri agilimlar: yapilmig ve Frobenius Euler-

ian polinomlarinin geometrik polinomlar cinsinden ifadesi verilmistir.
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ABSTRACT
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M.Sc. in Mathematics
Adyviser: Prof. Dr. Veli KURT

December 2009, 49 Pages

The aim of this thesis is to study polyexponantial functions with the help of
geometric and exponantial polynomials and to investigate expansions of Apostol-

Bernoulli functions and Frobenius Eulerian polynomials in a different way:.

In the first section of the thesis we introduce Bernoulli polynomials, Riemann
zeta, Hurwitz zeta, polyexponantial functions, Dirichlet series H(s) and H(s,z). In the
second section, main theorems and some relations which holds by Apostol-Bernoulli,
Riemann zeta, Hurwitz zeta, polyexponantial functions and Dirichlet series H(s,z)
are given. In the third section, some properties of the (zD) operator are given.

Afterwards series with Hurwitz and Lerch zeta function coefficients are studied.

In the final section, series with polyexponantial coefficients are studied and Frobe-
nius Eulerian polynomials and numbers are obtained in terms of geometric polyno-
mials.
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1. GIRIS

1.1. Calismanin Kapsami

Bu tez caligmasinin ana materyalleri Bell ve Fubini polinomlar1 ve sayilar: olarak da
bilinen iistel ve geometrik polinomlar ve sayilar ile birlikte {istel polinomlarla iligkili

olan poly-iistel fonksiyonlardir.

Ustel polinomlar ilk olarak Ramanujuan tarafindan calisilmis fakat elde ettikleri
yasadig1 siire icerisinde yayimlanamamistir. Ustel polinomlarla ilgili ilk yayim Bell

ve Touchard tarafindan yapilmigtir. {Z} ikinci tip Stirling sayisi, n elemanl bir

kiimenin kesismeyen ve bostan farkli k£ tane alt kiimeye parcalanig sayisini verir.
Stirling sayilarinin bir toplam ifadesi olarak tanimlanan iistel sayilari, bir kiimenin

kesismeyen ve bogtan farkli kiimelere tiim miimkiin parcalaniglar: sayisini verir.

Poly-iistel fonksiyonlar ilk olarak Hardy tarafindan caligilmigtir. Hardy calis-
malarinda bu fonksiyonlarin sifirlar1 ve asimptotik agilimlariyla ilgilenmistir. Boy-
adzhiev tarafindan yapilan bir gahismada (BOYADZHIEV 2007c), Poly-iistel fonksi-
yonlarin sayilar kuraminda oénemli bir yeri olan Riemann zeta fonksiyonu ve bu
fonksiyonun genellegtirmeleri olan Lerch zeta ve Hurwitz zeta fonksiyonlar: ile i-

ligkisi incelenmistir.

Calisma kapsaminda iistel ve geometrik polinomlarin sagladig1 baz ozellikler ve
aralarindaki iligkiler incelendikten sonra bu bagintilardan yararlanilarak Frobenius
FEulerian polinomlar: ve sayilarinin geometrik polinomlar ve sayilar: ile iligkisi ve-
rilmigtir. Ayrica katsayilar: poly-iistel fonksiyonlar olan seriler, Hankel ¢evre integrali

yardimui ile hesaplanmigtir.



1.2. Temel Kavramlar ve Gosterimler

1.2.1. Bernoulli, Frobenius Eulerian Polinomlari, Apostol-Bernoulli Fonk-

siyonlar1 ve Sayilari

Tanim 1.1 z bir karmasik say olmak tizere B, (x) Bernoulli Polinomu

o0 n

=> B, —!, |z <2 (1) (1.1)

n=0

Tz

ifadesi ile verilir. Bu egitlikte © = 0 i¢in B, (0) ifadesi n. Bernoulli sayist olarak

adlandwrilir ve B, ile gosterilir. Boylece (1.1) esitliginde x = 0 alimarsa ,

2 2.z
v —1 Buy

n=0

n!
ifadesi elde edilir (Apostol 1976).
Onerme 1.2 Bernoulli polinomlar: ve saylary asagudaki dzellikleri saglarlar:
i. Bp(x+1)— B, (z) =na"', n>1
ii. B, (1) = B, (0), n > 2
iii. B), (x) =nB,—1(z) ,n>1
w. B,(1—z)=(-1)"B,(z),n>0

v. B, (z) = an()ka Fn>0
vaaf:i(@Bhn>z
k=0

Yukaridaki 6zdegliklerde n’ ye degerler verilerek sirasiyla;

1 1 1
By = 1, Bi=——, By=~, B3=0, By=——, B5;=0
0 ’ 1 9’ 2 6) 3 ) 4 30’ 5 )
1 1 )
Bg = B; =0, B By=0, Bjp=—, ...
6 o 01T 8= T3g0 DT 0= g
ve
1 , 1 , 3., 1
By (z) = 1, B1($)=$—§7 By (z)==x —x+6 Bg(x):a:—im + 357,
1 5 5 1
B = z'-2 -—. B i 5 —
4 () zt — 223 + o 30" 5(r) =2 5% —|—3a: i

Bernoulli sayilar1 ve polinomlar: elde edilir.

2



Tamim 1.3 = ve A bir karmagik sayr olmak tzere H, (x, \) Frobenius Eulerian Poli-

nomlar: ,

ez_

1—A | 2"
( A).e :ZHn(x,A)H, A£1  |z—In)| <27 (1.2)
n=0

ifadesi ile verilir. Bu egitlikte v = 0 i¢in H, (0, \) ifadesi n.Frobenius Eulerian sayis

olarak adlandirilir ve H,, () ile gosterilir. Boylece (1.2) esitliginde x = 0 alinarsa
1—-A - 2"
~>N"H, ()=
(ez — )\) nZ:% ) n!

ifadesi elde edilir (Carlitz 1959).

Onerme 1.4 Frobenius Eulerian polinomlar: ve sayilar asagjudaki ozellikleri saglar-

lar:
i.H, (x+1,\) — AH, (z,\) = (1 = \) 2",
. H (x,\) =n.H,_i (z,)\),

i (&) Ho(2,0) = g5 Hr (2,0

ox n—r)!

w. Hy, (z+y,\) = > (Z)Hk (2, \)y" ",

0. 32 (") Hy (2, A) — AH,, (2, ) = (1— A)a™.

k=0
Onerme 1.4 v.” de n’ ye degerler verilerek sirasiyla,

Ho(\) =1, Hi(\) = T

ve
z(1—-=X)—1
1—X 7

Frobenius Eulerian sayilar1 ve polinomlar: elde edilir.

Ho (Q?,)\) = 1, Hl ()\) =

Tanim 1.5 S (n, k) ikinci ¢esit Stirling sayilar,

(et ;' 1) _ Z IS (TL, k) :l_r: (1.3)

n>k

3



esitligi ile tansmlanwr (Comtet 1970). Baz kaynaklarda ikinci ¢esit Stirling sayilarin
S (n, k) gésterimi yerine {}} gosterimi ile de gdsterilebilir (Graham, Knuth ve Patash-
nik 1989).

Tamim 1.6 x ve \ bir karmagik sayr olmak tzere 3, (x, \) Apostol-Bernoulli fonksiy-

onlari,

P e oM
Aez_lznzzoﬁn(m,nm, AN#£1 |z +In)\| < 27 (1.4)

ifadesi ile verilir. Bu egitlikte x = 0 i¢in (3, (0, \) ifadesi n. Apostol-Bernoulli sayist
olarak adlandirilir ve [3,, () ile gosterilir. Boylece (1.3) esitliginde x = 0 alinarsa

)\ez—l Z

n=0

ifadesi elde edilir (Boyadzhiev 2007a,).

Onerme 1.7 (Boyadzhiev 2007a) Apostol-Bernoulli fonksiyonlar ve sayilar asagi-

daki ézellikleri saglarlar:
iAB, (x+1,0) — B, (x,)) = na""!,
()" B (@,0) = 2518, (2,0,
iii.f, (A) = 3% nf R (20"
.6, (2,0 = 32 ()8 (V)"

0

0.8, () =AY ()8 ().

k=0

Onerme 1.7 v. ve Onerme 1.7 vi’ de n’ ye degerler verilerek sirasiyla,

_ 1 gy 2 3NN
80N = 0, BN = 575 B = = BN =
BO(I’)‘) = Ov ﬁl(m’)‘) = ﬁ7 52(1:7/\) = 2 <();\__11))2_, 2)\’ o

Apostol-Bernoulli sayilar1 ve fonksiyonlar: elde edilir.



1.2.2. Gamma, Digamma, Riemann zeta, Hurwitz zeta ve Lerch zeta

fonksiyonlar:

Tanim 1.8 z € C, Re(z) > 0 olmak dizere Gamma fonksiyonu,

['(z) = /000 t*te tdt (1.5)

seklinde tanimlanir (Srivastava ve Choi 2001 ).

Onerme 1.9 (Srivastava ve Choi 2001)Gamma fonksiyonu asagjidaki 6zelikleri saglar:
. D(z+1)=2I(2),
“w I'(n+1) =nl,
iri. T (%) = /7,

w. T (z) I (z+1)=F=,2€C\Z

sin(7z)’

v. & — qeot (nz). zeC\{0,-1,-2,...}

U(z) = 2loglﬂ(z) =

5 (1.6)

ifadesi ile verilir.

VU (2)’ nin integral gosterimi;

dir.

VU (2)’ nin seri gosterimi;

\D(Z)Z_WZO(%H_kiz)

esitligi ile verilir. Burada v = —W (1) Euler sabitidir (Boyadzhiev 2007D).




Tanim 1.11 z € C ve Re(2) > 1 olmak tizere Riemann zeta fonksiyonu,

ifadesi ile tanvmlanir (Apostol 1976).

Tamim 1.12 2 € C ve Re(z) > 1 ve 0 < a < 1 reel sayr olmak tizere Hurwitz zeta

fonksiyonu,

(=) +1 E (1.8)

n=0

ifadesi ile tanimlanar.

Ozel olarak;
a=1ic¢in ¢ (2,1) =((2)

elde edilir (Apostol 1976).

Tanim 1.13 |z| < 1 idken s € C veya |z| = 1 iken Re(s) > 1 olmak iizere, Lerch

Zeta fonksiyonu,

@(z,s,a)zz :

(n+a)s (1.9)

n=0

ifadesi ile tanwmlanir. Burada a € C\ {0, —1,—2...} dir. Ozel olarak;
z=114¢in ®(1,s,a) = ((z,a)

ve

z=a=11i¢n ®(1,s,1) = ((2)

elde edilir . Ayrica ® (z,s,a) integral gésterimi

1 oo .I‘S_l
P = e
(2:5,a) I (s) /0 1— 2o

esitligi ile verilir (Srivastava ve Choi 2001 ).



1.2.3. Ustel, Geometrik Polinomlar ve Sayilar:

Tamm 1.14 7®,,” ile gosterilen n. Ustel sayisi ikinci gesit Stirling saylarman toplama

olarak

o, = i {Z} (1.10)

k=0

ifadesi ile verilir.

Ustel sayilari, iiretec foksiyonu yardimiyla

o n
x x_
g P, ="t
n!
n=0

seklinde ifade edilir (Boyadzhiev 2005).

Tamm 1.15 Ustel polinomlar,
o, (1) = {Z}x’f (1.11)
k=0

seklinde tanimlanir ve iistel tirete¢ fonksiyonu ile,

i o, (1) t—n' = o) (1.12)

n

olarak ifade edilir. (1.11)” de x = 1 alimarsa

o, =, (1) = :0 {Z}

bulunur. §imdi bu polinom ve sayilarin baz degerlerini verelim.
Oy (2) =1, @ (2) =2, Oy (2) =a +2°, O3(x) =ax+32°+2%,. ..

ve

@0217 @1:17 @2:2, (1)3:5,...

dir (Boyadzhiev 2005).



Tanim 1.16 Geometrik polinomlar,
wy, () = {Z}k'xk (1.13)
k=0

esitligi ile verilir. (1.18)" de x = 1 alinarak w, geometrik sayilar,

Wy = wy (1) = i {Z}k'

k=0

elde edilir. Bu polinom ve saylarin bazilariny asaqidaki bicimde listelenebilir.
wo (z) =1, wy (z) = 2, wy () =22° + 2, w3 (x) = 62> + 62>+, ...

ve

w():]_, U}l:]_, ’LU2:3, U}3:13,...

diir. Geometrik polinomlarin tistel tirete¢ fonksiyonu

[e.e]

1 t"
1—x(et—1) :an(@ﬁ

n=0

ifadesi ile verilir (Boyadzhiev 2005).

1.2.4. Poly-Ustel Fonksiyonlar

Tanim 1.17 Re (a) >0, x € C ve s € C olmak tzere poly-iistel fonksiyonlar,

o0 n

es (x,a) = Zom (1.14)

ifadesi ile veriir. a =1 i¢in

es(:v,l):es(@:z%m

dir. 1905 de Hardy F) s (x) notasyonunu kullanarak bu serinin sifirlarini ve asimp-

totik davranisine incelemistir (Boyadzhiev 2007c ).

Onerme 1.18 (Boyadzhiev 2007c)Poly-iistel fonksiyonlar asagidaki ozellikleri saglar-

lar:



Q. epyr (@, N) = a7 [Tt le, (t,N) dt,

. (£2)"ey(2) = ey (z) = €™

1.2.5. H(s) ve H(s,z) Dirichlet Serisi

Tanim 1.19 f(n) aritmetik fonksiyon olmak tizere Dirichlet serileri

Z; f::)

ifadesi ile verilir (Apostol 1976).

Tanim 1.20 n € N i¢in

1 1 1
h(n)=1-+=+-+...4+—=
(n) +2+3—|— —i—n

el e

k=0

serisi harmonik sayist olmak tzere

H(s =Y

(1.15)

Dirichlet serisi Re (s) > 1 i¢in mutlak yakinsak ve s’ nin analitik fonksiyonudur

(Apostol ve Vu 1984).

Tanim 1.21 s,z € C olmak dizere

=1 1
H(S,Z):Z§ E

n=1

ol
—_

dir (Apostol ve Vu 1984).



2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMA

2.1. Apostol-Bernoulli Fonksiyonu, Eulerian Polinomu ve Sayilarinin Bazi

Ozellikleri

Teorem 2.1 Apostol-Bernoulli fonksiyonu

Bn(x+y,\) = En: (Z) B, (x,\) g™

k=0
toplama teoremini saglar.
Ispat. (1.4)’ den,
Prg z(z+y) zx
ze ze
el — zy
ZB (x+y) n! Aer — 1 )xez—le

— B (@0 2\ (=Y
- (;é% n! ’ > <n=0;ﬁz )

yazilabilir. Sag taraftaki ifadeye Cauchy carpimi uygulanirsa;

6x+, n g (T Ay h n
SN S (SN ).

elde edilir. Burada 2" li ifadelerin katsayilar1 kargilagtirilarak istenen egitlik bulunur.

]

Onerme 2.2 Apostol-Bernoulli fonksiyonu icin
n k—1 j

1 n E—1 A Y
A= — n—kzk 1 A
e == 2 () ()

k=0 Jj=0

egitligi saglanar.

Ispat. Onerme 1.7 iv.” de /3, (\) yerine Onerme 1.7.iii.” ii yazarak istenen sonug elde

edilir. ]
Onerme 2.3 Apostol-Bernoulli fonksiyonu i¢in

A3 (m,\) = —I—nZk” L)k
ozelligi saglanar.

10



Ispat. (1.4) den,

A" Bn m, )\ = B, (\) n AT ze™? z
Z Z n! Aer—1  der—1

n=0 n=

> (A Bn(m, ) = B,(\) = =
n=1 :

I
w
>~
)

oo m—1 o
= > | n) N 1)—

n=1 k=0

Buradan istenen sonug elde edilir. ]

2.2. Riemann zeta, Hurwitz zeta ve Lerch zeta Fonksiyonlarinin Bazi

Ozellikleri

Teorem 2.4 (Apostol 1976) ¢ (s,a), Re(s) > 1 i¢in mutlak yakinsak, o > 1 +
d (6 > 0) igin dizgin yakinsaktir. Hemde o > 1 yart dizleminde s’ nin analitik

fonksiyonudur.

Ispat. (1.8)" de mutlak deger alirsak

Z‘(n—l—a)_s‘zz n+a)’ Zn+a (1+)
n=1 n=1 n=1
seklinde yazilabilir. Buradan ¢ > 1 i¢in mutlak yakinsaklik elde edilir. [

Teorem 2.5 (Apostol 1976) o > 1 i¢in

I ()¢ (s,0) = /Ooo e (2.1)



dir. Ozel olarak a = 1 i¢in,

dir.
Ispat. Ik olarak se€ R ve s>1 alp ispat1 yaptiktan sonra sonuclar analitik devam
yardimiyla karmagik s diizlemine genisletecegiz.

' (s)’ nin integral gosteriminde x = (n + a)t alalim. Burada n > 0 olmak {izere;

['(s)= / ¥ e dy = (n + a)s/ s tem(ntalt gy,
0 0

elde edilir. Buradan
(n+a)°T(s) = / t5 e et
0

bulunur. n > 0 i¢in esitligin her iki tarafinda n izerinden toplam alinirsa;

((s,a)T (s) = Z/ tsle et
n=0"0

elde edilir. Esitligin sag tarafi ¢ > 1 igin yakinsaktir. Levi’ nin yakinsama teore-
minden (Apostol, T.M. (1974) Mathematical Analysis, Teorem 10.25) toplam ile

integralin yerleri degistirilerek

C(S’ a’) r (3) - Z/ ts_le_nte_atdt — / Z e_nte_atts_ldt,
n=0 0 0 n=0

elde edilir. t > 0 ise 0 < e < 1 oldugundan

00 . 1
D e =

n=0

geometrik serisi elde edilir.Dolayisiyla

Zfs—le—at

00
E e—nte—atts—l _ 7
1—e"

n=0

elde edilir. O halde;

o] ts—le—at

_ * —nt _—atys—1 _
C(s,a)F(s)/ ;e e 't dt/o T o=

0
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dir. Bu esitligi 0 > 1 olmak tizere tiim karmagik diizleme genisletmek icin egitligin
her iki tarafinin o > 1 icin analitik oldugunu gostermeliyiz. Ispatlamak icin esitligin

sag tarafinm 140 < o < ¢ (¢ > 1 ve § > 0) bolgesinde analitik oldugunu varsayalim.

ol—at ol—at
[l == ([ ) ==
0 0 ]__6

elde edilir. 0 <t < lise t° ' <9 vet > 1ise t°F <t~ ! olur. Ayrica t > 0 icin

$5— 1 —at

1—et

et —1 >t olur. Buradan

1 40-1_—at 146, (1-a)t 1 (1—a)
/ t—edt < / e dt < 6(111)/‘ -1 — € ’
o0 l—et g et—1 0 )

o0 tcrfl —at oo tcfl —at oo tcfl —at
/ —edtg/ ¢ dtg/ © _dt=C(e,a)T(c).
1 1_6_t 1 1_€_t 0 1_6_t

elde edilir. Bu durumda (2.1)” daki integral 1 +0 < 0 < ¢ (¢>1wve d > 0) igin

ve

diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla bu bolgede analitik bir ifadedir. O halde (2.1)” daki

ifade analitik devam yardimiyla ¢ > 1 icin gecerlidir. ]

Teorem 2.6 (Apostol 1976) ¢ (s) Riemann Zeta foksiyonu s = 1 basit kutbu harig

tiim karmasik diizlemde analitik fonksiyondur ve s = 17 deki rezidii degeri 1 dir.

2.3. H(s) ve H(s,z) Dirichlet Serisinin Ozellikleri
2.3.1. H(s)’ nin Meromorfik Devam

Tamm 1.20" deki h(n) harmonik toplaminin,

k
1 3 o, [T Parsa (%)

asimptotik agihminda n — oo igin h(n) ~ log(n) dir. Burada v Euler sabiti,
P,, (z) = By, (x — [z]) Bernoulli fonksiyonu, Bs, = Ba, (0) Bernoulli sayisinm goster-
mektedir ve ¢ (1 — 2r) = =22 dir.

(2.2)” de her iki tarafi n=* ile carpip n > 1 iizerinden toplam alinirsa;

P
H (s) = C()+7C()+Cs+1+2§1—2r§s—l—2r+zns/ %dw
(2.3)
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elde edilir. | P, ()| < M oldugundan

P2k+1
$2k+2

M & 1
§2k+1zna+2k+l

elde edilir. Dolayisiyla seri ¢ > —2k+-1 yar1 diizleminde diizgiin yakinsaktir dolayisiyla

ns

seri ¢ > —2k yar1 diizleminde analitik oldugunu gosterir. O halde (2.3) H (s)’ nin

o > —2k yan diizlemindeki analitik devamidir.

(2.3)’ den H (s)’ nin kutup noktalar1 ¢ (s), ¢ (s), ¢ (s + 1) ve r iizerinden toplam-
daki ¢ (s + 2r) katsayilar1 kutup noktalaridir. Buradan;

s = 1’ de ikinci mertebeden kutbu var ve Res(H(s),s =1) =~ dir.

s = 0’ da basit kutbu vardir ve Res(H(s),s =0) = 3’ dir.

s=1-2r (1 <r<kvek>1) de basit kutbu var ve Res(H(s),s =1—2r) =
¢ (1 —2r) = =£2=> dir (Apostol ve Vu 1984).

2.3.2. H(s)’ nin Diger Bir Gésterimi

H(s)’ yi negatif ¢ift tamsayilarda hesaplamak igin ¢ > 1 olmak iizere

dir. Buradan

H(s) = Z;n(n Zk>—<3+> ;1k ki (2.4)

elde edilir. Euler toplam formiilii £ > 1 i¢in tiim tamsayilar ve Re(s) > 1 igin;

Sl el (PR () [ Bl
P ks s—1 2 - 2r—1 nstT2r- 2k+1) J, asTF
(2.5)

elde edilir. (2.4)’ da (2.5) uygulanirsa o > 1 igin;

H(s):%((snLl)—l—i—S)l - Z(S—i_TQﬁIQ)C (1—-2r)C(s+2r)

r=1
S+ 2k 1 & P2k+1
(Zk + 1) Z ﬁ/ xs+2k+1 (2.6)
n=1

14



bulunur. Esitligin sag tarafindaki son toplam o > —2k i¢in analitiktir. Buradan (2.6)

formiilii ¢ > —2k yar1 diizleminde H(s) i¢in alternatif bir gosterimdir.

1 <q<kveqé€Zign (2.6) da s = —2q alirsak;

H(-2q) = 5C(1-2) =~ 2.7

elde edilir (Apostol ve Vu 1984).

2.3.3. H(s,z)’ nin Meromorfik Devami

Re(z) > 1 olmak iizere;

yazilabilir.

dir. (2.5)” den
" 1 2+ 2r =2\ C(1=2r) (242K [ Py (z)

bulunur. Esitlikte her iki tarafi ¢ > 1 olmak tizere n™* ile ¢arpilarak n > 1 iizerinden

toplam alinirsa;

Hs) = )¢ L2y 2y (28)
+Z(z;zif)gu—2r)g(s+z+2r—1)

r=1
z+ 2k = Pyt (2)
2k +1 Z ns x2+2k+1
bulunur. Bu durumda s’ yi sabit alarak H(s,z), s # 1 i¢in tiim z diizleminde
meromorfik fonksiyondur. Benzer gekilde 2’ yi sabit alirsak H (s, z) tiim s diizleminde
meromorfik fonksiyondur. z = 1 i¢in (2.6) gosterimi kullanilir. z # 1 olmak tizere her

sabit z i¢in H(s, z)’ nin s diizlemindeki kutup noktalar1 ¢ (s), ( (s + 2z — 1), ( (s + 2)

ve r iizerinden toplamda ( (s + z + 2r — 1) foksiyonlarmm kutup noktalaridir. Bu
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durumda H(s,z)’ nins=1,s=2—2,s=1— 2, s =2 — 2r — z noktalarinda basit
kutbu vardir. Bu noktalardaki rezidii degerleri;
Rex(H(s,2),s = 1) = ((2),
Rez(H(s,z),s =2 —z) = 1=

z?

Rez(H(s,z),s =1—2z) =3,

Rez(H(s,z),s =2—2r—z)= ("1 ) (1 —2r) = Z(ZH)(H&) 202 B, dir.

2r—1
Not: Baz rezidii degerleri 2z’ ye bagh oldugundan rezidiiyii sifir yapan z degerleri
icin H(s,z)’ nin kutbu yoktur. Ornegin z negatif ¢ift tamsay1 olursa ¢ (z) = 0

oldugundan s = 1 kutup noktasi degildir.

(2.8)” de 7’ ye sifir ve negatif tamsay1 degerleri verilerek;

H(s,0) = ((s—1) (s #1,2)
His,~1) = 30(s—1)+5C(s—2) (s £1,2,3)
H(s,—2) — %C(s _o)+ %C(s S 8) = 2¢(—1)¢(s — 1) (s £1,2,3,4)

esitlikleri bulunur (Apostol ve Vu 1984).

2.3.4. H(s,z)’ nin Farklh Go6sterimi

o > 1 ve Re(z) > 1 olmak iizere

H(s,z) = Zn_SZk z ZZn_SkJ_Z:Zn_ZZk_S

k=1 n=k
= Zn_z<n —i—zks)—Cs—l—z +Zn_zzks
n=1 k>n k>n

seklinde yazilabilir. (2.5)" den dolay:

1 C(s+2z—-1) s+ 2k P2k+1
H(s,2) = SCls+2)+—=——7— _<2k+1)zn2/ xs+2k+1
k

_Z(8_53112)“1—2r)<(s—|—z+2r—1) (2.9)
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elde edilir. Bu esitlikten H (s, z)’ nin tiim s diizleminde veya s # 1 olmak iizere
tiim z diizleminde meromorf fonksiyon oldugu goriiliir. H(s,z)’ nin z diizleminde
z=1—5,2=2—svez=2—2r — s noktalarinda basit kutbu vardir. Bu kutup

noktalarindaki rezidii degerleri;
Rez(H(s,z),z=1—35) = 3,
Rez(H(s,z),z =2 —s) = 5,

Rez(H(s,z),z=2—-2r—s)=—("1")C(1—2r) = S(SH)(SJF&')'!’(SHT_Q) By, dir.

Not: Bazi rezidii degerleri s’ ye bagh oldugundan rezidiiyii sifir yapan s degerleri
icin H (s, 2)’ nin kutbu yoktur. Ornegin s = 0 igin binom katsayilar sifir olacagindan
z=0,—2,—4,... veya benzer sekilde s = —1 i¢in z = —1, —3, .. .noktalarinda kutbu

yoktur (Apostol ve Vu 1984).
2.3.5. H(s,z) i¢in Reciprocity Kurali
Rao ve Sarma 1979 yilinda ikiden biiyiik s ve z tamsayilar: igin

H(s,2)+ H(z,8)=C(s)((2) +((s+2) (2.10)

reciprocity kuralini elde etmisglerdir. Mutlak yakinsaklik kullanarak yaptiklari ispat,
o > 1ve Re(z) > 1 iginde gegerli oldugu aciktir. Ayrica bu esitlik s ve z sonlu olmak
iizere tiim s ve z karmagik sayilar i¢inde gegerlidir. H(s, z) igin (2.8) ve H(z, s) i¢cin

(2.9) egitlikleri taraf tarafa toplamrsa (2.10) elde edilir.

z=01i¢in H (s,0) = ((s — 1), (s # 1,2) oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

H(0,s) = ((s)¢(0)—H(s,0)
- %g(s)_g(s—l) (s #1,2)

elde edilir (Apostol ve Vu 1984).
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2.4. Ustel ve Geometrik Polinomlarin Ozellikleri

Teorem 2.7 (Boyadzhiev 2005) Geometrik polinomlarin Ustel polinomlar yardimayla
integral gosterimi

wy, (2) = /000 @, (2)) e A

dar.

Ispat. (1.11)" den

D, (2)) = {Z}zk)\k
k=0

yazlabilir. Her iki tarafi e ile carpip integralini alinarsa;

/ O, (22) e A = / Z{Z}m%-m
0 0 k=0
= Z{Z}zk/o e\

k=0

yazlabilir. Onerme 1.9 ii.” de

/ MNeAdA =T (k+1) = k!
0

oldugundan ve (1.13)’ den yararlanarak

!Awq%(awe“M=:§;{Z}%k“:w”@)

elde edilir. ]

Onerme 2.8 (Boyadzhiev 2007c) ®,, () iistel polinomlar asagidaki 6zellikleri saglar-

lar:
i By (1) = 2 (@, (2) + Py (7))
it. ©pir (2) =22 o (1) ®s (2),

iii. @, (x) = 3325 (1) s ()
dir.
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2.5. Poly-iistel Fonksiyonlarin Bazi Ozellikleri

Onerme 2.9 Poly-iistel fonksiyonlarin integral gésterimi

['(s)es(z,\) = / e e dt
0

dar.
ispat.
ot 0 6—ntxn
© = !
~ nl
esitliginin her iki tarafin1 +*~'e~* ile carpip integralini alirsak

/OO tS*lef)\te.'L‘e_tdt — /OO i eintmn tS*lef)\tdt
0 0 !

n.

n=

0
= Zx—T / Oots—le—“”“)dt
0 n: Jo
_ i a” T(s)
()
= T'(s)es(x,A)

elde edilir.

Onerme 2.10 |z| < |\| olmak iizere

Zep(:c,)\)zp:e““"%—zel(x,/\—z)

p=0

egitligini saglar.

Ispat. Poly-iistel fonksiyonlarn tanvmine yerine yazarsak

[e.¢] oo n .p
Se@N? = 23 iy

p=0 n=0
- >0 ()
n=0 p=0
2 " z
- ;;T(:H_n—i—)\—z)
2 " > zx"
- nzz;)_!+nz:;n!(n+)\—z)



bulunur.

Onerme 2.11 e

dir.

ispat.

dir. Buradan

(x,\ — z) fonksiyonun z = 0" da Taylor agilima
(s +m) m
€s (IE, A— Z) = T;) Wes-&-m (-Iv >‘> z
d\" ['(s+m
(E) es (T, A —2) = %‘fs))eﬁm (2, A — 2)

o0

d\" m
€s (l’,)\—Z) = T;)<%> €s (‘T7/\_Z)|z:0 m)
(s +m) m
= Z F(S)m' €S+m (JJ,A)Z
elde edilir.
Onerme 2.12 p=0,1,..., Ve € C ve Re(\) > 0 i¢in
— (P
e_p(r,\) =¢e" Z <k) N Ep, (2)
k=0
dir.

Ispat. (1.14)’ den

elde edilir.



Sonug 2.13 Poly-tistel fonksiyonlar ile ilgili
e.’IZ
e—p (2) = —Pps1 ()

bagintisy ya da

bagintisy vardar.

Ispat. Onerme 2.12’ de A = 1 alimr ve Onerme 2.8 ii. kullamlarak istenen sonuc

elde edilir. -

Onerme 2.14 Lerch zeta fonksiyonunun poly-iistel fonksiyonlar cinsinden integral

gosterimz
D (2,8, M) = / es (tz, \) e 'dt
0

dir.

Ispat. (1.14)’ den yararlanilarak

b tz. Ne ldt = e tdt
[Tt = 7Y
_ < nft
= Zn!(n—i—)\)S/ dt

TL

:Zn—f—/\ D (z,8,\)

n=0

elde edilir. -

Sonug 2.15 Hurwitz zeta ve Riemann zeta fonksiyonlarinin poly-iistel fonksiyonlar

cinsinden integral gosterims

C(s,N\) = /OO es (t,\) e "dt (2.11)
C(s) = /0 (D) et (2.12)

dir.

Ispat. Onerme 2.14’ de z = 1 alarak (2.11) bulunur. Onerme 2.14’ de z = A = 1
icin (2.12) elde edilir. n
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Tiirev Operatérii ve Gercekledigi Baz1 Ozellikler

Tamim 3.1 f () tiurevlenebilir bir fonksiyon olmak tzere tirev operatori su sekilde

tanimlansin,

’

(@D) f () = xf ()
Ozel olarak f (x) = z™ almirsa
(xD)" f(x) = (D)™ 2" = n"a"
elde edilir.

Onerme 3.2 (Boyadzhiev 2005) g(x) m defa tirevienebilen herhangi bir fonksiyon

olsun.

(D) g () =3 {’;}xkg<k> (@)

k=0

esitligi vardr.

Ispat. Tiimevarim yontemini kullanilirsa

m =1 i¢in
. 1 k _(k
D)o = 3 et @
rg (r) = 0.g9(z)+z.yg (x)
dir.
m = k i¢in .
D) @) = 3 e
olsun.
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m = k + 1 i¢in ispatlayalim

(@D)"g(z) = (zD)[(=D)" g(x)

_ kf% {?}x (ka*~1g™® () + a*g* D (2))
_ i {7;} katg®) (2) + iﬂ {Tg}xkﬂ 54 ()

bulunur. ]

Onerme 3.3 (Boyadzhiev 2005) Ustel polinomlarn bir diger ifadesi
P, (r) =e " (xD)" e” (3.1)

dir.
Ispat. Onerme3.2 ’ de g (x) = ¢® alirsak istenen sonug elde edilir. [ |

Uyar1 3.4 (3.1) dstel polinomlarin diger bir tansma olarak kullamilmaktadur. Bu ifade-

yi biraz acarsak

e, () = (xD)"e"

elde edilir. Bu durumda

elde edilir.
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Onerme 3.5 (Boyadzhiev 2005) |x| < 1 olmak tizere

o0

1 T
m_k __
Zk g _1—xwm<1—x>

k=0

dir.

Onerme 3.6 (Boyadzhiev 2005) |x| < 1 olmak iizere

<xD)m{1ix}:11xwm(1fx)

dir.

Ispat. |z| < 1 olmak iizere = geometrik serisini agip Onerme 3.5’ den yararlanarak

istenen sonug elde edilir. [

Sonug 3.7 X\ # 1 olmak tizere

B () = 1o (ﬁ) (32)

ya da

B, (1 j Z) = k(241w (2) (3.3)

egitlikler: elde edilir.

Ispat. Onerme 1.7 iii. ve (1.13)’ den yararlanarak (3.2) elde edilir. (3.2)" de A =

7 almirsa (3.3) elde edilir. Bu ise 3, (5 jz)’ nin z’ ye bagl bir polinom oldugunu

gosterir. [

Sonug 3.8 X\ # 1 olmak tizere

B0 = 1 (Z) ke (ﬁ)

egitligi vardur.

Ispat. Onerme 2.2 ve (1.13)’ den yararlanarak istenen sonug elde edilir. n
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Onerme 3.9 m =0,1,2,... olmak dizere Lerch zeta fonksiyonu
= A
D (), —
v = 1253 (7)o (725)

ifadesi ile verilir.

Ispat. |A| < 1 olmak iizere Vs € C icin

’I’L

D (N s,a) Zon+a

n

yazilir. s = —m, (m =0,1,2,...) i¢in

® (N, —m,a) = Z/\" (n+a)™

o] m

= w( -

bulunur. (3.5) yardimu ile istenen sonug elde edilir. ]

3.2. Hankel Cevre Integrali ve Hankel Cevre Integrali Yardimiyla Baz:

Fonksiyonlarin Ozellikleri

C Hankel ¢evresi —oo’ dan baglayip negatif reel eksenin alt kismindan orijin etrafinda
pozitif yonde dondiikten sonra negatif reel eksenin iist kismindan —oo’ a giden in-

tegral yoludur.

Teorem 3.10 (Apostol 1976) 0 < a < 1 olmak tzere asagida tanimlanan I(s,a)

1 s—1 _az
I(s,a):—,/z < _dz

2mi Jo 1 —e?

fonksiyonu

s i¢in tam fonksiyondur. Hem de
((s,a)=T(1—3s)I(s,a) og>1 (3.4)
egitligini gercekler.

25



S —ZTI'S

Ispat. Burada z*, C; yolu boyunca r*¢™, Cis yolu boyuncada r°e anlamindadir.
Integralin |s| < M kompakt diskinde C}ve Cs yolu boyunca diizgiin yakinsak oldugu-

nu gosterirsek 7 (s,a)’ nin s’ nin tam fonksiyonu oldugu gosterilmis olur.
C7 boyunca r > 1 i¢in

|Zsfl| — rafl |€77rz(0'71+1t) _ ,ra'flem‘/ < 7aMfl M

€ )

C5 boyunca r > 1 i¢in

|Zsfl| _ 700'71 |€7Ti(0'71+it) _ oflefﬂ’t < 7,,M71€71'M’
Dolayisyla hem €} hem de C5 boyunca r > 1 icin

Zs—leaz
1—e*

TM—leﬂMear 7AM—1€7rMe(

1—eT er—1

1—a)r

1, —ar

¢ oldugundan integral ArM-le ile

bulunur. Ancak r > log2 igin e" — 1 > 5
sinirdir.Burada A, M’ ye bagh r’ den bagimsiz herhangi bir sabittir. Dolayisiyla

[ rM=temr ¢ > 0 igin yakmsaktir. O halde I (s,a) s’ nin tam fonksiyonudur.

(3.4)” u ispatlamak igin

it = ([ f e[ ) e

Burada g (z) = boyunca g (z) = g (—7r) ve Cy yolunda —7 < 0 < 7

olmak tizere z = ce? olur.Dolayisiyla

2mil (s,a) = /C rs e g (—r) dr + i /Tr lels D0t (ceie) de
—i—/oo r* e g (—r) dr
= 2isin(7s) /00 r* g (=r) dr +ic* /7r e’ g (ce”) do
elde edilir. Her iki tarafi 2i ile boler ve gerekli islemler yapilirsa
7l (s,a) = sin (7s) I1 (s,¢) + I3 (s, ¢)
elde edilir. Buradan ¢ — 0 ise
c—0 l—e

lim I (s,¢) = /000 malv“ =I(s)((s,a) (o0>1)
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dir. g (2) z = 0 harig |z| < 27 bolgesinde analitiktir.Dolayisiyla zg (2) |z| < 27’ de

analitirdir.Bu durumda |z| = ¢ < 27 ve A herhangi bir sabit olmak iizere |g (z)| <

2] = ¢
(oa

2m A
|1 (s,a)] < %/ e 0dp < Aemltlo!
0 c

yazilabilir. Buradan ¢ — 0 i¢in 5 (s,¢) — 0 olur ve bu durumda 7/ (s,a) =

sin (7s) T (s) ( (s, a) elde edilir. Ayrica Onerme 1.9’ dan istenen sonuca ulagihr. =

Tanim 3.11 (Apostol 1976) o < 1 i¢in  (s,a) asagidaki esitligi saglar.

((s,a) =T (1 —s)I(s,a).

Uyar1 3.12 (3.4)  den =0,1,2,... i¢in s = —n alimirsa

((—n,a) = I'(l+n)I(—n,a)

n! Z—(n+1)eaz
= — [ —dz
2 Jo 1 —e€?
elde edilir. Ayrica
C(S,CL) - F(l —S)I(S,CL)
1
= 1 (s.0)

[ (s) sin (7s)
seklinde de yazilabilir. Bu durumda s = n+1 i¢in egitlikte limite gegilirse L’ Hospital
kuraly yardimayla

C(ntl,a) = 1{1im T I(s,a)}

nl | s—nt1 sin (7s)
1 I'(n+1,0)
~ n! | cos(m(n+1))
-1 n+1 nj
U
c

2min! 1 —e*

elde edilir.

Teorem 3.13 (Apostol 1976) ¢ (s,a) s = 1 basit kutbu hari¢ her s i¢in analitik
fonksiyondur ve Res (¢ (s,a),s=1)=1
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Ispat. I (s,a) tam fonksiyon oldugundan ¢ (s,a)’ nm tekil noktalar: T' (1 — s)’ nin
kutup noktalaridir ve bu noktalar s = 1,2,3,... dir. Teorem 2.4’ den ( (s,a) s =
2,3,4,... noktalarinda analitiktir. Dolayisiyla ¢ (s, a)’ nin tek kutup noktasi s = 1’

dir.

s = n alirsak I (s,a) integrali C; ve C3 yolundaintegral degerleri toplami sifir

bulunur. Buradan

1 n—1 _az n—1 _az
I(n,a):—,/ © C dr=Res|—° ,2=0
271 Jo, 1 —¢€* 1—e?

bulunur. Ozel olarak s = 1 alirsak

az

=1

I(1,a) —Res(le Z,Z—O) = lim <

z—01 — e?

elde edilir. ¢ (s,a)’ min s = 1’ deki rezidii degerini hesaplamak i¢in

lim(s—1)((s,a) = —lim(1—s)T'(1—3s)I(s,a)

s—1 s—1

= —I(La)lml(2-s)=T(1)=1

bulunur. -

Teorem 3.14 (Apostol 1976) ¥n > 0 i¢in

bagintisy vardar.
Ispat. Tamm 3.11° den
¢ (=n,a) = nlI (~n, )

elde edilir. Ayrica

—n—1_az az
I(—n,a) = Res u,z =0) =—Res ("2 »=0
1—e?

2 > zm Bn+1 a
= —Res (z ZBm(a)m,z:O> :_(nTi)!)

istenen sonuc elde edilir. ]
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Onerme 3.15 (Boyadzhiev 2007b) Re(s) > 0 i¢in digamma fonksiyonunun Hankel
cevre integrali ile gosterimai

1 ez eSZ
U(s) = %/ <z + 1_62) logz.dz

(3.5)
foi
dir. Ayrica
I (s) _
g = Se® . .
(s) 5ri /z e*logz.dz (3.6)
c
-1 [ e*logz
SR /) — .
=) = o [ (3.7
C
1 eSZ
U (s)+~ o | 1o ezlogz dz (3.8)
o
ifadeleri de vardar.

Ispat. Tamm 1.10° den ¢ — 0 igin
| 0
1 z Sz _ —T —XISs
— < + ¢ logz dz = — ¢ ¢
2mi z 1—e?

C

N -1 [>[e™® . e s (Inz + ir) do + i
— nz +im)dr + lim
2m J, —r l—e® c—0

Co
e—w e—S.’L‘
dr =¥
/( x 1—63”) ’ (5)
0

yazilabilir. Burada lim, . fcg = 0" dir. Simdi T (s) gamma fonksiyonunun Hankel
gevre integrali yolu ile gosterimi kullanilirsa

1 1 / -5 _z
=— [ 2%
L'(s) 2m

c

intergralinde s’ ye gore tiirev aliirsa (3.6), (3.6)’ da s=1 alimirsa (3.7) elde edilir.
Ayrica (3.5) ve (3.7)" den (3.8) elde edilir.

m
Sonug 3.16 Re(a) > 0 ve Re(b) > 0 olmak zere

U (a) =W () =C(1,b) —((1,a)
dar.
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Ispat. Re(a) > 0 ve Re(b) > 0 olmak tizere (3.8)’ den

1 ed? _ ebz

yazilabilir. Ayrica Tamim 1.10" dan

W(a)—w(b):i<%m_kia)

k=0

ifadesi vardir. (1.8)’ de gvz oniine alinirsa istenen sonug elde edilir. ]

Onerme 3.17 (Boyadzhiev 2007b) Vs € C i¢in ® (), s,a)” mn Hankel Cevre Integ-

rali ile gosterimi

[(1—s) [ 271le®
d = .
(A, s,a) 5 / T e dz (3.9)
c
ya da
1 T 8 leaz
o (A = d 1
(A, 3,0) 2mil’ (s) sm(ws)/l—/\ez : (3:10)
c
dir. |A] < 1 olmak iizere
1
L
c
dir. Ayrica
z"logz
D (A, 1, a* A1
(An+1,0) 27Tm' /1—/\62 (3.11)
c
ven =0 i¢cin
—1 logz
1 ———e%d 12
B0 La) = o [ e (312)
c

esitliklery vardar.

Ispat. ¢ — 0 olmak iizere Tamim 1.13’ deki integral gosterimi kullanilirsa istenen
sonug elde edilir. (3.9)” da s = 0 alinirsa |A| < 1 olmak {izere

az

dz

1 2 le
D (N0, A\ = —_—
a) Z 27m cl—2e*

elde edilir. (3.10)’ da s = n + 1 alinirsa

1 T Z"e?”
S\ n+1 d
Ant1a) = o e T D sin(r (n - 1) /C 1—es”
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bulunur. Buradan limite gecilirse L’ Hospital kurali yardimiyla

(=)™ [ ztlogz .
o (\n+1,a)= Sminl Jo 1= Ve dz

elde edilir.

Onerme 3.18 Re(\) > 0, v € C olmak iizere s ¢ N icin

F 1_ z
es (:L-7 )\) — u/ Zsfle)\zeaje dZ
211 C
esitligi vardir. m € N icin
1™ .
em (T, \) = L/ 2" e e logz dz
2wt (m — 1)! Jo
dir.

Ispat. Ispata iyi bilinen bir gésterimden yararlanarak baslayalim. s ¢ N icin

1 1 )
- s—lozg
I'(l—ys) 27ri/z o

o
dir. z yerine (n + \) z degigkeni yazilirsa
1 I'i1-
= ( . S) / Zs—le)\zenzdz
(n+A) 2mi c

(3.13)

(3.14)

elde edilir. Her iki tarafi % ile carpip n > 0 tizerinden toplam alinirsa istenen sonug

elde edilir. m € N icin Onerme 1.9 iv.” den yaralanarak limite gecilirse L’Hospital

kural: ile

1 2
em(,\) = — < lim L/ 25l
211 | s—>m I' (s)sin7s Jo

1 :
= —— Jlm / 2N e dz
2mi (m — 1)! |s—msin7ms Jo

dir. Boylece istenen sonug elde edilir.

Lemma 3.19 s # 1,2,3,... olmak tizere Vs € C igin

(/(s,a)—i-\I/(l—s)((s,a):

271

dir. Ozel olarak n =0,1,2.3,... icin

g(naa)ECI(—n,a)+\IJ(n+1)g(_n7Q):_./Cmdz

egitlgi elde edilir.
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( s)/ 2 evlogz
c

(3.15)
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Ispat. (3.4)’ de s’ ye gore tiirev alirsak

(' (s,a) = —I'(1—9)I(s,a)+T(1—s)1 (s,0)
—T'(1—5)
r'1-—s)

I'(1—s)I(s,a)+T(1—s)I (s,a)
= —U(s—1)C(s,a)+ D (1—35)I (s,0)

bulunur. Bu da bize (3.15) esitligini verir. Bu esitlikte s = —n alinirsa (3.16) elde

edilir. ]

Lemma 3.20 Vs € C i¢in

' I'(1— s—1 az]
D, (N s,a)+P(1—5)P(\s,a)= ( S)/Z e ngdz
C

271 1— Xe?
dir. Ozel olarak n = 0,1,2, ... olmak tizere s = —n i¢in
, n! 27" e logx
(N — v )P (N — =— | ——d 3.17
L) + ¥ ()8 na) = o [ E e )
dir.
ispat. (3.9)’ da s’ ye gore tiirev alinarak n = 0, 1,2, ... olmak iizere s = —n almirsa
istenen sonuclar elde edilir. [

3.3. Katsayilar1 Hurwitz Zeta ve Lerch Zeta Fonksiyonlari Olan Serilerin

Hesaplanmasi

Tamm 3.21 Re(a) > 0 ve p € N olmak tzere

e

Y

e

n+2)...(n+p)

T (t,a,p) = Zg(n—l—l,a) CE

serilerint bu sekilde tanimlayalim.

Lemma 3.22 Vp € N ve Vz € C i¢in

t p—l 1k
_ _ o p—1\t¥ (p—1)!
p—1 1— 2y d _ tz ]{3' o
/0 Yy ( € ) Yy te ;_0: < k ) k1 P

p

dir.
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Ispat. Kismi integrasyon uygulanarak istenen sonug elde edilir. ]
Teorem 3.23 (Boyadzhiev 2007b) Vp € N ,Re(a) > 0 ve |t| < Re(a) olmak tizere

S (t,a,p) = a)+7) +Z(p_ ) (kya—t) "% —g(p—1,a)

dir. Burada g (n,a) (3.16) da verilen esitliktir.

Ispat. Uyari 3.12’ den

[e8) 0 n 1
0o 2" | e¥logz
E ((n+1,a)t" = 5 {ngl } o dz (3.18)

n=1

1 el
= — 1— e_tz) € 9%,

21 Jo 1—e?

elde edilir. Bu esitlikte her iki tarafi t*~! ile carpip t’ ye gore integral alimirsa

> 1 1 t az]
oo £ [{[ 0o} o

(1 @]
S(t,a,p) = —{—/ ‘ ngdz} (3.19)
c
p—1 —k 1 )z
p—1\ , 1 % [ K! / el 2]0gz
tP — d
+kzzo< k ) {27m' A -

27

elde edilir. Tk integral (3.8)" den W (a) + 7’ dir. Yukaridaki integrallerde (3.16)

kullanilirsa istenen sonug elde edilir. [ ]

Teorem 3.24 (Boyadzhiev 2007b) Vp € N, Re(a) > 0 ve |t| < Re(a) olmak tzere

T (t,a,p) = % (T (a) +7) ; Z s ( 1>g (k. a) 171+

dir.
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Ispat. (3.18)’ de p defa t’ ye gore integral alirsak

AR e“logz

(n+1)(n+2)...(n+p) :%/CQ t,2,p) 1_ezdz

T (t,a,p) = ZCn+1a

elde edilir. Burada

p—1 k+1
Q (t p p + Z p k - 1 yk=lyp—k—1 _ (_1)P TPtz
P! k=0

dir. Buradan

-1

? o1 az] p -1 k+1 1 —k—1 az]
T (t7 ajp) = —— € ngdz + Z Lﬂ’_k_l_‘ / ﬂdz
pl2mi Jo 1 —e? (p—Fk—1)! 27 Jo 1 —e¢?

_(_1?;)/ ZPele zlogzdz
c

271 1—e?

bulunur. (3.8) ve (3.16)’ dan istenen sonug elde edilir. |

Teorem 3.25 (Boyadzhiev 2007b) |\ < 1, A # 1, Re(a) > 0, |t| < Re(a) olmak

lizere p=1,2,... i¢cin
ZCI)(/\,n—I—l,a)
n=0 n+p
p—1 p—1
:Z( )[ A\ —k,a—t)+ U (k+1)® (N, —k,a—t)| 2 1F
k=0
~ [P A= p0) + ¥ (p) (A1 -p0)
dor.
Ispat. (3.11)’ den
Z(I))\n—l—la ! (1—6’”)@6&
" 2mi c 1— Xe?

elde edilir. Bu esitlikte her iki tarafi *~! ile carpip ¢’ ye gore integral alinirsa

e 1 t e“logz
d(A\n+1, P (1 —e ) d d
Z ntla) n-+p " 2mi C{/Oy ( ‘ ) y}l—)\ezz
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bulunur. Burada gerekli iglemler yapildiginda 1 — e* yerine 1 — \e® gelerek (3.19)’
daki ifadenin bir benzeri elde edilir.(3.12) ile ilk integral (3.17) ile de ikinci ve tigiincii

integrallerin degerleri hesaplanir ve gerekli iglemlerden sonra

roS (p—1\ [

—@(A,l,a)%+2(pk )[cbs(/\,—k,a—t)+\I/(k+1)<1>(>\,—k,a—t) tri-k
k=0

~[eli-pa)+ @ e 1-pa)

bulunur. ]

4. BULGULAR

4.1. Poly-iistel fonksiyonlar katsayili serilerin Hesaplanmasi

Lemma 4.1 Re(a) >0,2€C, se C/{1,2,...} i¢in

d F 1 - z
I (es(z,a))+ ¥ (1 —s)es(x,a) = —(27”_ ) /Czs_le‘”e””e logz dz (4.1)
dir. s = —n alinarsa
(n,a) = 4 (€5 (x,a)) +VU(l+n)e,(z,a)= l'/ 2 e 0gz dz
g ) — dS S 9 |s:7n —-n ) - 27TZ o g

(4.2)
esitligi elde edilir. Burada WV (s) digamma fonksiyonudur.

Ispat. Re(a) > 0 olmak iizere

27

1 2
I(s)= —/ e e dz
c

olsun. Bu durumda

es(x,a) =T(1—s)1(s)
elde edilir. Buradan

%(es (w,a) = I (1—s)I(s)+T(1—s)T ()

= U (1—s)es(z,a) +T(1—s)1 (s)
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bulunur. Bu durumda

d ) r(1- .
P (es(z,0)+ V(1 —s)es(x,a) =T (1—s)1 (s)= % /c 25 1e%e™ Jogz dz
dir. Ozel olarak s = —n alirsak (4.2) elde edilir. |
Not: g(n,a) (4.2) esitligi olmak iizere
~9(m,a) = mg (m — 1,0) (4)
—g(m,a) =mg(m—1,a .
da/g Y g Y
dir. (4.2)” den yararlanarak kolayca elde edilir.
Onerme 4.2 Re(a) >0, z € C igin
Z €14n ('Tu CL) t" = 61(56, a — t)
n=0
dar.
Ispat. (3.14)’ den
—1)"*t .
eni1 (x,a) = (27rzn! /Cz"eazeze logz dz
dir. Bu esitlikte her iki tarafi ¢ ile carpip n > 0 iizerinden toplam alirsak
ie (x,a)t" = i (=)™ / 2"e"e™ logz dz | t" (4.4)
e0 n ’ 0 2min! C '
—1 = (_1)” 2" az  xe?
= 5 g (;}T) e”e™ logz dz
—1 —tz jaz jxe?
= — [ e e e logz dz
211 C
_]_ z
= 5 Cez(“’t)e“ logz dz (4.5)
bulunur. -

Lemma 4.3 p € N ve z € C i¢in

t p—l —1-k
e B LT ot L ]
p—1 2Y dy = tz k! p _
/Oy e y=e 2 ( k ) k41 P

dir.
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Ispat. (p — 1) defa kismi integrasyon uygulanirsa istenen sonug elde edilir. ]

Teorem 4.4 Re(a) >0, x € C ve p € N olmak iizere

p p—1

P—1\ 1k
. “1,a)— P koa—t
SO UERORD Dl (o [ YRl

dir.

Ispat. (4.4)’ den
- -1 —tz _az xe*
ZeH” x,a) e Fe"e* logz dz

= " 2mi C

Her iki tarafi t*~! ile carpip t tizerinden integral alimirsa. Bu durumda

¢ —1 t p
/ (Z €14n (T, a) t"P™ 1) dt = </ tpletzdt) e”e™ logz dz
0 27TZ C 0

dir. Lemma 4.3’ den

—1
trp 1 (p B 1)' —tz \ p—1 1k az  xe*
ZGH” :ra)n+p = %/[T—e Zk! i o, e*e™ logz dz

n=0 C k=0

1 2
= (p—1l— /z‘pe‘“em logz dz

2mi
c
= 1 1
— Z k! (p B )tp_l_k <—/ z_(kﬂ)ez(a_t)emezlogz dz)
k 21 Jo
k=0
seklinde yazilir. Lemma 4.1’ den istenen sonug elde edilir. [ ]

Lemma 4.5 z € C i¢in asaqidaki integrali p defa uygularsak

1
Y2 dud _ < ( 1)k+1 —k—14p—k—-1 —1\P 7P —tz 4
e dydy . = (p—k:—l)!z t (—1)P 27 Pe (4.6)

elde edilir.

Ispat. p tane integral alinarak istenen sonug elde edilir. ]
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Teorem 4.6 Re(a) >0, x € C ve p € N olmak iizere

S et o
n=0 e (n+1)(n+2)...(n—|—p) (p—l)!g p )

p_l Pkltpkl

k=0

dir.

Ispat. (4.4)’ den

- —1 —tz jaz jxe*

E e14n (T, a) e “e"e" logz dz
" 2mi c

n=0
elde edilir. Her iki tarafin p defa t iizerinden integrali alinirsa

o0

s , .
0 “dtdt . . **logz d
nzzo€1+ n+1)(n+2) (n+p) ~ 2mi /(// / ) o ooz

bulunur. (4.6)’ dan

e

€i4n (2,0
g” )(n—i—l)(n—i—Z)...(n—i—p)
p—1 k41
= i (—1)P z7Pe ™ — =D 'z_k_ltp_k_l e logz dz
270 Jo — (p—k—1)!
—1) .
= u/ 2P0 e ogz dz
211 C
p—1 k:+1 1
= k—=1_— —k—1 _jaz xe?
Zp k—l 27”/02 e*e™ logz dz
k=0
seklini alir. Lemma 4.1’ den istenen sonug elde edilir. ]

Tamm 4.7 Re(a) >0, x € C ve s € C olmak iizere
d ’FL
L(x,0) = = (ea (2,0)) g = Zlog n+a) —, (4.7)

olarak tanimlansn.
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Onerme 4.8 Re(a) > 0, x € C ve s € C olmak tizere poly-iistel fonksiyonlarin

(m) g™k @%) g (z,a)

tiirev operatori cinsiden ifadesi

d
e () =

1M
ol

-k

I

NE
VR
> 3

s

Ms

) {m} ( ) [ (z,a) (4.8)
k=0 7=0 J
B 2 m\ e [m
_ §:<k) §:{j}yzxa+4> (4.9)
k=0 =0
dar.
Ispat. Onerme 3.2’ den istenen sonug elde edilir. ]

Onerme 4.9 Re(a) >0, z € C ig¢in

[(z,a) = / (e_“tem_t - em_t> % (4.10)

dir.

ispat.

o0

1
= /e(”+a)tdt
n+a

0
dir. Burada a’ ya gore integral alinirsa

o0

log (n +a) = / (eft f(nJra)t) Cit

0
elde edilir. Bu esitligi 2" ile ¢arpip n > 0 tizerinden toplam alinirsa

E l _— = —t g N — —at § —nt
n=0 ot n / [(6 il ) i <n0 ol >] t
- ) - -

bulunur. Buradan istenen sonug elde edilir. ]

Onerme 4.10 Re(a) > 0, z € C wve s € C olmak dizere poly-iistel fonksiyonlar

tistel polinomlar cinsinden asagidaks gibi ifade edilirler.
d - m m— i —at _zet — T— dt
P (es (7,0) =y = Z (k>a k / [e ‘e D, (ze') — "D, (2) n
k=0 0
(4.11)
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dir.

Ispat. (4.8)’ den

dii (e (2,0)) s, = ij (Z) ok (x%)m [(z,a)

k=0

bulunur. (4.10)’ dan

d _ — (m m—k d\" i —at ze~t z—t dt
Seswa =3 (P (o) [ (e o) 4
0

k=0
_ = m m—k —at i " ze t | _ _—t i " T @
O V(G O R COR
k=0 0
dir. Buradan istenen sonug elde edilir. ]

Sonug 4.11 Re(a) >0, z € C ve s € C i¢gin ®,, tstel polinom olmak tzere

d T - m m—k
L O M () i A
— m m— ! —at zxet — dt
:Z<k>a k/e te CIDm(:Ue t)?
k= 0

0

dir.

Ispat. (4.11)’ dan

elde edilir. ]
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Onerme 4.12 Re(a) > 0, 2 € C ve v Euler sabiti olmak iizere

1 2

! =ve" + — [ 2 'e™e™ logz d 4.12

(z,a) = e —i—2m,/z e”e" logz dz (4.12)
C

dir.

Ispat. (4.2)’ de n = 0 alirsak

d r(1 .
P (es (2,a))sm0 + ¥ (1) o (z,a) = (L) /Cz_leazeze logz dz

S 2mi
Onerme 1.18 i. ve (4.7)’ den istenen sonug elde edilir.
Sonug 4.13 Re(a) >0, z € C ve |t| < Re(a) olmak tzere
> ntl
n \4L; =1 ) —1 ya—1
;BH (@,a) —7 =lza)—l(za-1)
dir.
Ispat. (4.4) de t’ ye gore integral alirsak
- t
> ern (@,0) e - / “Edt | ™ logz d
e1in (2,0 = — e ee* logz dz
H n+1 2me g
n=0 ¢ \0
= — [ z7%e%e™ logzdz — — [ 27?0 D™ 0gz dz
2mi i
c c

bulunur. (4.12)" den yararlanarak istenen sonug elde edilir.
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4.2. Frobenius Eulerian Polinomlarinin Geometrik Polinomlar Cinsin-

den Ifadesi
(1.2) ve (1.4) ’ den
= tn 1-A\
nz%Hn (x,)\)m = (et _)\) €

_ )\_1 —1 xt
N Alet — 1 ‘

1AL e
- A tatet —1
1-2X1

00 - m
= T;%ﬁn (2, A l)a

1—-A - /Bn—‘rl (377/\_1) "

A et n+1 n!

Bu durumda
11— )\ﬁn+1 (‘Ta )‘_1)
A n+1

H, (z,\) =

elde edilir. Burada x = 0 alirsak

1— )‘ﬁn-&-l (/\_1)

Hy (A) = A n+1

(4.13)

(4.14)

elde edilir.Boylece Frobenius Eulerian polinomlar: ve sayilar1 ile Apostol-Bernoulli

fonksiyonu ve sayilar1 arasinda iligki kurulmus olur.

Onerme 4.14 \ # 1 olmak iizere

Hy(z,)\) = : <Z) Hy, (\) 2"+

[e=]

dar.

Ispat. (1.2)’ den

oo

(£ (5

n=0

elde edilir. Burada Cauchy ¢arpimi yapilarak istenen sonug elde edilir.
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Onerme 4.15 )\ # 0,1 olmak tizere
1 n
10 =13 () m (4.16)

dar.

ispat. Onerme 1.4 1.’ de z = 0 alinirsa
H, (1,A\) = \H, (}\)

elde edilir. (4.15)’ de z = 1 alinirsa

Ho(1,)\) = Y (Z) H, (\) 17*
e

bulunur. Buradan istenen sonug elde edilir. ]

Onerme 4.16 \ # 1 i¢in

oo =S {Z}k' <ﬁ>k (4.17)

k=0

dar.

Ispat. Onerme 1.7.iii’ de 3,, (\) yerine (4.14) esitligini kullanirsak istenen sonug elde

edilir. -
Onerme 4.17 )\ # 1 i¢in
n k i
n k 1\’
H = n-k i —— 4.1
e =3 (D i (1) (418)
dar.

Ispat. (4.15)" de H; ()\) yerine (4.17) yazilarak istenen sonug elde edilir. n

Sonug 4.18 )\ # 1 i¢in

Hy, (A) = wy, (A—) (4.19)

i, (z—i—l) g (2)

z

veya

dir. Bu durumda Hy, (ZJZFI) Frobenius Fulerian sayist z” ye bagly bir polinomdur.
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Ispat. (4.17)’ da (1.13) geometrik polinomlarin tanimi kullanilirsa istenen sonug

elde edilir. -

Sonug 4.19 X\ # 1 i¢in

dir.

Ispat. (4.15)’ de Hy (\) yerine (4.19) yazilarak istenen sonug elde edilir. |
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5. SONUC

Bu calisma kapsaminda bazi 6zel fonksiyonlarin Hankel ¢evre integrali gosterimi ver-
ildi. Bu gosterim yardimiyla katsayilar1 Hurwitz Zeta ve Lerc Zeta fonksiyonlar: olan
serilerin ozellikleri incelendi. Ayrica katsayilari poly-iistel fonksiyonlar olan seriler
iizerinde ¢aligildi. Frobenius Eulerian polinomlarinin geometrik polinomlar cinsinden

baz1 bagintilar1 elde edildi.
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