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Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damsman: Prof. Dr. Mustafa ALKAN
Ocak 2023, 49 sayfa

Calismamda, tam say1 dizileri ve bu dizilerin kiimeler teorisi olan iligkisi
incelendi. Kiimeler teorisinde bazi problemlerin ¢dziimlerinin genellemesinin
verilmedigi yapilan literatiir taramalarinda fark edildi ve bu problemlere ¢6ziim aramaya
caligildi. Kiimeler konusunda alt kiime elemanlarinin birbirileri ile olan iliskilerinin
incelemesi yapildi. Diziler konusu ile kiimeler konusu harmanlanarak problemler
incelendi. Dort farkli formiil diretilerek problemlere genel ¢oztiimler tiretildi. Coziimlerin
iiretim agsamalarinda Fibonacci tavsan diyagrami farkli bir bakis agist ile ele alindi. Tablo,
cizelge ve diyagramlarla yapilan ¢alisma desteklendi.

Birinci boliimde Fibonacci, Lucas, Cassini ve tam say1 dizilerinden bahsedildi.
Birbirleri ile olan iligkiler incelendi.

Calismamin ikinci boliimiinde kiimeler teorisinden ve calismamin havacilik
sektoriindeki bir probleme nasil ¢6ziim bulabileceginden s6z edildi.

Calismamin tiglincli boliimiinde kiimeler teorisindeki iki ayr1 problem genellendi
ve ¢oziimler elde edildi. Coziimler elde edilirken tam say1 dizileri ile olan iligki ortaya
cikarildi.

Doérdiinci  boliimde ise problemlerin daha da farkli boyutlarda nasil
incelenebilecegi ve yeni ¢aligmalarda nasil kullanilacag: ile ilgili bilgiler verildi. Ayrica
problemin ¢oziimiinden ¢ikan yeni bir problemden bahsedildi. Yeni problemin gelecekte
¢Oziimii yapilirken ¢alismamin katkilarindan bahsedildi.
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ABSTRACT

THE RELATION BETWEEN INTEGER SEQUENCES AND SET THEORY
DENIZ NARIN
MSc Thesis in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa ALKAN
January 2023, 49 pages

In my work, sequences of integers and their relation to set theory were examined.
It was noticed in the literature review that the generalization of the solutions of some
problems in set theory was not given, and it was tried to find solutions to these problems.
In the subject of clusters, the relations of the subset elements with each other were
examined. The problems were examined by blending the subject of arrays with the subject
of sets. General solutions to the problems were produced by producing four different
formulas. During the production stages of the solutions, the Fibonacci rabbit diagram was
handled from a different perspective. Working with tables, charts and diagrams was
supported.

In the first chapter, Fibonacci, Lucas, Cassini and integer sequences were mentioned.
Relationships with each other were examined.

In the second part of my work, set theory and how my work can find a solution to a
problem in the aviation industry were mentioned.

In the third part of my work, two different problems in set theory were generalized and
solutions were obtained. While obtaining the solutions, the relationship with the integer
sequences was revealed.

In the fourth chapter, information was given about how the problems can be analyzed in
different dimensions and how they can be used in new studies. In addition, a new problem
that emerged from the solution of the problem was mentioned. The contributions of my
work were mentioned when solving the new problem in the future.
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ONSOZ

Daha ¢ok Fibonacci olarak bilinen Pisa’li Leonard'in kesifleri Matematik diinyasina
katkilar1 agisindan devrim niteligindedir. Bunlardan en bilineni Fibonacci dizileridir. Bu
dizideki sayilar dogada birgok bitki ve hayvanin form ve tasarimlarinda ve ayrica sanatta,
mimaride ve miizikte g¢esitli bigcimlerde gozlemlenmistir. Matematik¢i Pisa'li
Leonardo’nun matematige katkilart her zaman merak uyandirdi ve ilham verdi. Yiizyillar
boyunca insanlar matematik diinyasina daha derinden bakmaya ¢alisirken onun verdigi
ilham1 kullandi. Calismamda Fibonacci dizilerini de inceleyerek say1 dizileri arasindaki
bagntilarla alt kiimeler arasinda iliskiler bulmaya ¢alistim. Yaptigim ¢aligmanin daha da
ilerletilebilecegini  ve gelecekte bu konuda c¢alismalarda kullanilabilecegini
diisiiniiyorum. Giiniimiizde havacilikla ilgili baz1 problemlerin ¢oziimiinde de 151k

olacagina inantyorum.

Calisgmam ve aldigim egitim boyunca beni yonlendiren her zaman bana
yardimet olup katkilarini esirgemeyen degerli hocam sayin Prof. Dr. Mustafa ALKAN’a
tesekkiir ederim. Ayrica yogun ¢alisma tempomda her zaman yanimda olan sevgili esime

sonsuz tesekkiirler.

Yaptigim tiim ¢alismalar Ada ve Yagiz Ali igin.
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1. GIRIS

On ii¢lincii yiizyil baslarinda, Avrupa Karanlik Caglardan uyanmaya basladi ve
Ronesans'a dogru ilerleyen siire¢ basladi. Karanlik Caglarin bogucu etkileri kalkmaya
basladik¢a yerini bilim diinyasina, sanatgilara, akademisyenlere, mimarlara artan bir ilgi
aldi. Bilim adamlar1 ve matematikgiler devrim niteliginde kesifler ve ilerlemeler yapmaya
basladilar. Iste o donemlerde katki saglayan kisilerden birisi de en cok Pisa'ya katkida

bulunan Leonardo'ydu.

Fibonacci’nin ¢aligsmalar1 oldukca iyi bilinmesine ragmen, sasirtici bir sekilde
hayati hakkinda ¢ok az sey biliniyor. Ne dogum tarihi ne de yeri kesin olarak
bilinmemekle birlikte, muhtemelen 1170 yil1 civarinda Italya'nin Pisa kenti yakinlarinda
dogdugu biliniyor. insanlar o zaman dogdugu yerleri isimlerinde tasidiklar1 igin Pisa'li
Leonardo yani Leonardo Pisano adini aldi. Fakat herkes onu "Bonacci'nin evi" anlamina
gelen, Fibonacci olarak biliyordu. Babasi Guilielmo Bonacci, Pisa’li bir tliccardi. O
zamanlar Pisa gelisen bir merkezdi. Uluslararasi ticaret ve tliccarlarin ugrak yeriydi.
Fibonacci’nin yasadigi donemler Karanlik Caglar sona ermis, ticarete ilgi yeniden
canlanmisti. Avrupa iilkeleri yeniden gelismeye ve canlanmaya baslamisti (Keith 2011).
Leonardo ticaretin kosusturmacasiyla cevrili bir hayatta biiyiidii. Leonardo bir gencken,
babas1 giiniimiiz Cezayir'inde bulunan Kuzey Afrika kiyisindaki Bugia'ya temsil gérevine
atandi. Bugia'da giiclii bir Arap varlig1 vardi. Karanlik Caglarda kapana kisilmis ve ¢cok
az bilimsel ¢alisma yapmis Avrupalilara Arap Matematikgiler bilgilerin cogunu bu ticaret
iliskileri yardimiyla aktarabildiler (Henderson 2007). Leonardo egitim gordiigii ve
hesaplama becerisini 6grendigi Bugia'da tiiccar olmaya basladi. Bu hesaplama becerisi
her cumhuriyette farkli bir para birimi kullanildigindan para birimleri arasinda
doniistiirme yapmak igin gerekli bir beceriydi. Bu yetenegi i gorligmelerini ytriitmesi
acisindan c¢ok Onemliydi. Leonardo, oradaki egitimi sirasinda ilk 6nce Hintce 1-9
rakamlarin1 ve Arap rakami 01 6grendi (Posamentier & Lehmann 2007). O zamanlar
Avrupa'nin ¢ogu Roma rakamlarmi kullaniyordu ancak Leonardo Arap tiiccarlar
tarafindan da kullanilan bu yeni numaralandirma sistemini tanidi. Bu sayilarla ¢alismanin
cok daha verimli ve daha kolay oldugunu diislinliyordu. Roma rakamlar ile
hesaplamalarin fazlasiyla ugrastirici oldugunu biliyordu. Toplama ve g¢ikarma zaman

alictydi ve carpma ve bolme c¢ok karmasikti. Bu yeni Hindu-Arap numaralandirma
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sistemiyle hesaplamalar ¢ok daha verimliydi. Leonardo'ya bu egitimi Iranli Miisliiman
matematik¢inin yazdigir bir kitap iizerinden yine Miisliman bir dgretmen verdi. Bu
egitimde sadece klasik Yunan matematigini degil, ayn1 zamanda Hintli ve Arap sistemler
tizerinden egitim aldi. Bu egitimde cebir ile tamisti (Bradley 2006). Leonardo’nun
matematikte saglam bir gegmisi olmasi onun bu konuya olan ilgisini daha da artirdi. Daha

sonra da onun dmiir boyu tutkusu haline geldi.
1.1. Fibonacci’nin Matematiksel Calismalari

Hayat1 boyunca Fibonacci, Liber Abaci de dahil olmak iizere bir¢ok kitap yazdi. Hindu
rakamlarinin avantajlarin1 yayinlayan ve ¢esitli konular tartisan matematik problemleri,
trigonometri ve ispatlari igeren bir geometri kitabi, ¢igekler lizerine Ve say1 teorisi lizerine
de ayrica Kitaplar yazdi. Son derece yetenekli bir matematik¢i olan Leonardo’nun agik
arayla eserlerinin en bilineni Liber'dir. “Hesap kitab1” anlamina gelen Abaci kelimesini
igerir. Bu kitap muhtemelen Orta Cag'in en etkili matematik eserlerinden biriydi. Latince
el yazisiyla yazilan Liber Abaci, ilk olarak 1202'de yayimlandi ve daha sonra 1228'de
revize edildi (Posamentier & Lehmann 2007). Kitabin ilk yedi boliimiinde Hindu-Arap
rakamlarini tanitimi ve ¢esitli islemleri gergeklestirmek i¢in bunlarin nasil kullanilacagini
gosteren ifadeler yer aliyordu. Sayilarin verimliliklerini ve kullanim kolayligini gosteren
matematiksel hesaplamalar agirlikla kitapta yer aldi. Fibonacci ilk olarak sayilarin nasil
okunup yazilacagini ve ardindan toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve tam sayilar ve kesirler
kullanarak bolme islemlerinin nasil yapilacagini anlatti (Bradley 2006). Bu pratik
problem ¢6zme teknikleri ile tiiccarlara kar1 nasil hesaplayacaklarimi ve bir para
biriminden digerine nasil cevireceklerini 6gretti. Liman kentlerinde ticaret yapan
tiiccarlar, hesaplarinda herhangi bir sayida para birimine sahip olabileceginden bu
hesaplamalara ihtiya¢ duyuyorlardi. Mallart 6lgmek i¢in kullanilan agirliklar da
standardize edilmemisti bu yiizden bu tiir hesaplamalar1 bilmek gerekiyordu (Henderson,
2007). Kitabin son dort boliimde ise cebir de dahil olmak {izere matematigin gesitli
dallarindan tekniklerle ugrasti, geometri ve say1 teorisi ve bir dizi problem ve bulmaca

sundu (Bradley 2006).

Fibonacci'nin kapsamli ve ayrintili agiklamalar1 ve ¢ok sayida 6rnek yeni

numaralandirma sistemi ile ilgili olarak hesaplamalara genis ¢apta katkida bulundu.
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Fibonacci’nin kitabindaki bir tavsan probleminin ¢dziimiinden elde edilen sayilarin
ozellikleri, sonraki matematik¢iler tarafindan fark edilmistir. Fibonacci sayilarina ait
tekrarli baginti, ilk kez 17’nci ylizyilda Fransiz matematik¢i Albert Girard tarafindan

kullanilmuastir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Diziler

Tanim kiimesi pozitif tamsayilar kiimesi olan bir fonksiyona dizi denir.

Dizileri fonksiyon notasyonu yerine alt indis notasyonu ile gosterilir. Yani,

(fF(D), f(2),fA3),...,f(n),...) yerine (a, a,, a,, ..., a,, ...) bigiminde gosterilir.
aq,a,, ay, ..., Ay, ... sayilarina dizinin terimleri ve n’ye bagh bir ifade olan a,,’ye ise
dizinin genel terimi denir(Evans 2011).

2.2. Aritmetik Dizi

Ardisik her iki terimi arasindaki fark sabit olan diziye, aritmetik dizi denir.
Yani r € R olmak iizere Vn € N* i¢in

A =A1 =043 — 0z = A4 —A3 =" =Apy1 —An =T

ise (a,,) bir aritmetik dizidir. r gergek sayis1 da bu aritmetik dizinin ortak farkidir. ilk
terimi a, ve ortak farki r olan (a,,) aritmetik dizisinin genel terimi a, = a; + (n — Dr

‘dir (Evans 2011).

2.3. Geometrik Dizi

Ardisik iki teriminin orani ayni olan diziye geometrik dizi denir.
Yanir € R — {0} olmak iizere Vn € N* i¢in

G2 _G_%a_ | _Ini1_

a, a, as an

ise (a,) bir geometrik dizidir. r gergek sayisi ise bu geometrik dizinin ortak ¢arpanidir.
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[lk terimi a, ve ortak garpani r olan (a,,) geometrik dizisinin genel terimi
a, = a.;. v 1 dir

(Evans 2011).

2.4. Fibonacci Dizisi
F, =0, F, =1, F, =1 baslangi¢ degerleri ve 2<n ven € Z* igin,
Fn =l +Fn—2 (11)

indirgeme bagintisi ile taniml diziye *’Fibonacci Dizisi’” denir (Koshy 2001).
Fibonacci dizisi bir homojen yineleme bagintisidir. Fibonacci dizisinin ortaya ¢ikist bir

tavsan problemi ile ortaya ¢ikmustir.
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,...

sayilar1 Fibonacci sayilarinin bazilaridir.

2.4.1. Lemma: X bir reel say1 ve F, sayist Fibonacci sayisi olmak iizere,
x2—x—-1=0

denklemini saglayan x degerleri

x"—xF, —F,_1=0 (1.2)
esittligini n > 1 iken saglar.
Ispat: F, = 0 ve F; = 1 olmak iizere tiimevarim kullanarak ispat yapilirsa,
n=1lig¢in x! —x—0 =0 esitligi dogru olur.

n=2icin F, = 1veF; = 1oldugundan x? — xF, — F; = 0 ifadesi

x? = x + 1 esitligini verir.
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Lemmada verilen ifadenin herhangi bir n degeri i¢in dogru oldugunu kabul edildi.
n + 1 i¢in dogrulugu incelenirse,
X"l —xF . —F, =0

esitligine ulasilmasi gerekir. Kabuldeki x" — xF,, — F,,_; = 0 ifadesinin her iki tarafi x

ile carpildi.

xMl —x2F —xF,_, =0 (1.2)
esitligi elde edildi. n = 2 igin elde edilden x? = x + 1 esitligi (1.2)de yerine konur ve
x"1 — (x + 1)E, — xF,_, =0

elde edilir. (x + 1) ifadesi dagitilip tekrar (x) parantezine alinir ve
X" — x(F,+ F,_1)+E, =0 (1.3)
esitligi elde edilir. F, + F,_; = F,;1 esitligi (1.3)’te yerine yazilirsa istenen
X" —xF 1 —FE, =0 (1.4)
sonucuna ulagilir.

Fransiz matematik¢i Jacques Philippe Marie Binet 1843 yilinda Fibonacci sayilari igin

‘Binet Formiilii’olarak bilinen formiilii yazmistir.
2.4.2. Fibonacci Sayilar1 i¢in Binet Formiilii

1+/5 1-/5 . .
V5 , b= —\/— ve F, Fibonacci sayisi
2 2 n

x? —x—1 = 0 denkleminin kokleri a =

olmak lizere

an_ﬁn

F,
n (I—ﬁ

esitligi saglanir (Koshy 2001).
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Ispat: Lemmadan elde edilen esitlige gére a ve f8 sayilari
a—aF,—F,_4=0
B" = BFy —Fy-1 =0
esitliklerini saglar. Her iki esitlik taraf tarafa ¢ikarilirsa,
a" — " = Fy(a - B)

ve (a — p) ifadesi karsi tarafa atilirsa,

ifadesi elde edilir (Koshy 2001).
2.4.3. Fibonacci Sayilar i¢in Urete¢ Fonksiyonu

Fibonacci sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu olusturuldu. Tam say1 dizilerinde kullanilan

yontemle,

F(x) = Fix 4 Fox* + F3x® + Fux* + -+ Fpx™ + -

olsun. O halde,
(1 -x—x*)F(x) = F(x) — xF(x) — x*F(x)
le + F2x2 + F3x3 + F4x44 + R

—lez - F2x3 - F3x4 - F4x5 _ e

_F1x3 - F2x4 - F3x5 - F4_x6 _
olup ortak paranteze alma islemleri yapilirsa,
(1—x—x)F(x)=Fx+ (F,—F)x*+ (F; — F, — F))x3 +

(Fy — F3 — F))x*+ (Fs — F, — F3)x° + -+
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(Fn—l - Fn—Z - Fn—B)xn_l + (Fn - Fn—l - Fn—z)xn + -
ve ifadesinde Fibonacci sayilarinin (1.1) tanimi kullanilarak
(1-x—x?)F(x) =Fx=x

esitligi bulunur. Yukaridaki islemlerden Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

- X
F(x) = Z Fpx" = ———
n=0

1—x—x2

elde edilir (Horadam 1965).

2.4.4. Fibonacci Sayilarinin Matrislerle Tliskisi

Fibonacci sayilar1 ve matrisler arasindaki iliski Fibonacci Q matrisi ile iliskilendirilir.
_mn1
0=y ,

Q matrisinin kuvvetleri alindiginda matrisin i¢indeki sayilarin Fibonacci sayilari oldugu

gortlir.
0% = 11 12 1
11 011 O 11 1
*=[2 [ Y=p 2
1 1111 0 2 1
04 = 3 2111 1) _ 5 3
12 1111 0 13 2
elde edlilir.

Bu ifadenin genel hali asagidaki teoremde tiimevarimla ispatlandi.
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245 Teorem:n > 1icin Q = [1 (1)] olmk iizere
F
n _ n+1 3
C=1E R 1] dir.

Ispat: Tiimevarm ilkesi ile ispat yapilirsa,
_....1_11_[F2F1]V TR

n = 1li¢iniddia Q" = [ 1 O] =|F, F, dogrudur. Simdi n = k i¢in iddianin

dogrulugu kabul edilir.

n = k + 1 i¢in de dogru oldugunu gorelim.

0+l = QkQ = Fii1w  Fy ][1 1] _ [Fren + Fi Fk+1] [Fk+2 Fk+1]

Fp Feqll1 01 [Fe+ Feq Fie+1

elde edilir. n = k + 1 igin ifadenin dogrugu gosterildi.

2.4.6. Tavsan Problemi

Ergin bir tavsan ¢iftinin her ay yeni bir yavru ¢ift verdikleri ve yeni dogan ¢iftin
bir ay zarfinda tam ergenlige eristikleri varsayimu ile, yavru olan bir tavsan ¢iftinden

baslayip, ilerleyen aylarda ciftlerin sayisi ne olur?
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2.4.7. Fibonacci Tavsan Diyagram

o @

2.ay

3.ay ‘
LN

4.ay ‘
S

5.ay ‘

=
.

SN

Q : Eriskin Tavsan Cifti

Sekil 2.1: Fibonacci Tavsan Diyagrami
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2.4.8. Dogada Fibonacci

Fibonacci sayilari, doga ile matematigin iliskisini somut olarak gosteren nadir aragtirma
konularindan biri olmustur. Bitkilerde ve dogada birgok yerde bu sayilara rastlanir. Bu
sayilarin en 6nemli Ozelliklerinden biri de ¢ok eski ¢aglarda mimari ve resimde sik¢a

rastlanan ‘Altin Oran’ ile olan iliskisidir. Ardisik iki Fibonacci sayisinin boliimi, altin

1+v5
oran olarak bilinen T\/_ =1,618033... sayisina yakinsar (Akyiiz 2013).

Sekil 2.2: Fibonacci Agact

2.4.9. Fibonacci ve Diinya

Fibonacci sayilarini nerelerde gorebiliriz? Zerger ekvatorun diinyanin mil cinsinden
capinin yaklasik olarak iki Fibonacci sayisinin ¢arpimi olarak bulunabildigini fark etmis.

Bu sayilara hem mil hem kilometre cinsinden Fibonacci sayilari ile ulagmus.

Fibonacci sayilart:

55 - 144 =7920 mil ve 89 - 144 = 12.816 kilometre (Koshy 2001).
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2.4.10. Fibonacci ve Cicekler

Bir¢ok c¢icegin ta¢ yapraklarinin sayist genellikle bir Fibonacci sayisidir.
Ornegin Sekil-1'de gosterilen cigeklerdeki yaprak sayisi. Enchanter'mn itiiziimiiniin iki
yapragi vardir, iris ve trillium tg, yabani giil bes ve delphinium ve kozmosun sekiz
yapragi vardir. Cogu papatyanin 13, 21 veya 34 yapragi vardir. 55 ve 89'lu yapraklari

olan papatyalar bile vardir. Buradaki sayilar Fibonacci sayilaridir.

Sekil 2.3: Cigeklerde Fibonacci

Cam kozalaklari, enginarlar ve ananaslardaki Olcek desenleri miikemmel Fibonacci
sayilarma orneklerden bazilaridir. Olgekler aslinda yakindan paketlenmis modifiye
yapraklardir. Kisa saplarda bulunurlar ve parastichie adi verilen iki spiral kiimesi
olustururlar. Baz1 spiraller ay¢iceginde oldugu gibi saat yoniinde, digerleri saat yoniiniin
tersindedir. Sarmal sayilar genellikle bitisik Fibonacci sayilaridir. Bazi konilerin saat
yoniinde 3 spirali vardir ve 5 adet saat yoniiniin tersine spiral; bazilarinda 5 ve 8;
bazilarinda 8 ve 13 adet bulunur. Sekil-2.3’te aygicegindeki sarmal desen tizerindeki

Olcek desenlerini gostermektedir.

12
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Sekil 2.4: Aycigegindeki sarmal desen

Fibonacci sayilarinin bazi terimleri yardimai ile baska diziler de tanimlanmustir.

2.5. Lucas Teoremi

Ly =2,L; =1 ve n> 1 olmak iizere
Ly=Lpq+ Ly

ile tanimlanan {L,} n € N say1 dizisine Lucas say1 dizisi denir. Lucas i¢in de binet

formiili

L,=a™+p"
seklindedir (Koshy 2001).
2.5.1. Teorem(Lucas Ozdesligi):

n pozitif tam say1 ve F; Fibonacci dizisinin i. terimi olmak {izere,

n
D F=Fup—1

i=1

esitligi saglanir (Koshy 2001).

13
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Ispat: Fibonacci yineleme bagintisini (1.1) kullanilarak;

F=F-F

F,=F,-F;

F3=Fs-F,
Fn—len+1'Fn

Fn:Fn+2'Fn+1

esitlikleri alt alta toplanirsa;

3

Fi=Fpz— Fo = Fryp—1
i=1

elde edilir.

2.5.2. Teorem (2.Lucas Ozdesligi):

n pozitif tam say1 ve F; Fibonacci dizisinin i. terimi olmak tizere,

n
Z Fyiq =Fap
i=1

esitligi saglanir (Koshy 2001).
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Ispat: Ispatta tiimevarim kullanildi.
n = 1 i¢in F; = F, ifadesi dogrudur.
n = k i¢in esitlik dogru kabul edillir.
Fi+F+Fs+ -+ Fp = Fyy
esitligi saglanir. n = k + 1 icin verilen esitlik saglanir m1?
Fi+ F3 + Fs + -+ Fop—1 + Fopy1 = Fo + Fagta
= Fak+2

ispat tamamlanur.

Ornegin;
10
z FZi—l = FZO = 6765
i=1

sayisina ulagilir.

2.5.3. Sonu¢ (Lucas): n pozitif tam say1 ve F; Fibonacci dizisinin i. terimi olmak {izere,

n
D =Py — 1
i=1

esitligi saglanir (Koshy 2001).

Ispat: n pozitif tam say1 ve F; Fibonacci dizisinin i. terimi olmak iizere,

n 2n n
Z Fpi = Z F; — Z Fiq
i=1 i=1 i=1

15
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= (F2n+2 —1) = F;p

(1.12 ve 1.13’ten dolay1)

= (F2n+2 - FZn) -1

=Fpi— 1

2.6. Cassini Teoremi

n pozitif tam say1 ve F; Fibonacci dizisinin i. terimi olmak iizere,
Fo1Fny1 — Fn2 =(-D" , n21

esitligi saglanir (Koshy 2001).

Ispat: n pozitif tam say1 ve F; Fibonacci dizisinin i. terimi olmak iizere,
FoF, — F=01-1=-1= (-1)!

esitliginin dogrulugu n = 1 i¢in agiktir. Herhangi bir k pozitif sayis1 i¢in dogru olsun,
Fi-1Fis1 — F2 = (-1DF
daha sonra,
FiFisz = F?ry1 = (Fepr — Fo)) (Fi + Fip) = FPpn

= FiFiep1 + F?ii1 — FicF—1 — Fyo1Fipr — F?i4
= FiFyy1 — FFeoq — F2—(=1)"
= FiFrsr = Fe(Frog + F) + (=D
= FgFiee1 = FFiyr + (1)1

— (_1)k+1
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Kiimeler

Var oldugundan beri insanoglu matematikte olmasa da giinliik yasaminda kiime
kavramiyla asinaydi elbette, 6rnegin koyun siiriisii, bugday tarlasi, kabile, bir sepet
yumurta gibi sozler kiime fikrinin ¢esitli tezahiirleridir. Ancak matematiksel anlamda
kiimenin oldukga yakin bir ge¢misi vardir. Kiimelerden agik agik ilk kez 1847°de simdiki
Cek Cumhuriyeti’nin baskenti Prag’da yasamis olan matematik¢i Bolzano (1781-1848)
s0z etmistir. O zamanlar sonsuz sayida 6gesi olan kiimelerin ¢eligki icereceginden, yani
matematikte bir celiskiye yol agacagindan korkuluyordu. Ornegin dogal sayilarla ¢ift
dogal sayilarin kuraliyla eslestirilebilmesi bilim insanlarin1 korkutuyordu ne de olsa 2N
kiimesinde N kiimesinden daha az say1 olmaliydi, yarisi kadar! 19’uncu yiizyilin sonlarina
dogru, yani bundan 100 kiisur y1l 6nce, Alman matematik¢i Georg Cantor (1845-1918)
sonsuz kiimelerden korkmamis tam tersine iistlerine iistlerine gitmis, onlari anlamaya
calismis. Ornegin N ile 2N kiimesinin (yukaridaki eslemeden dolay1) ayn1 sayida 6gesi
olduguna hiitkmetmis ve bugiinkii matematiksel anlamina ¢ok yakin bir kiimeler kuramini
matematik camiasinin agir baskilarina karsi koyarak neredeyse tek basina gelistirmistir.
Nitekim zamanin bir¢ok iinlii matematik¢isi kiimeler kuramini gereksiz bir ugras olarak
gormistiir. Kiimeler kuramiyla genclik gercek matematikten uzaklastirilip, gereksiz ve

eften piiften diisiincelere yonlendiriliyor diye diistiniilityordu (Nesin 2017).

Kiimeler kuramimi ciddiye alanlar matematigi getirisi olmayan bir alana
stiriklemekle suclaniyordu. O ¢agin en {inlii ve en etkin iki matematik¢isi Alman David
Hilbert ve Fransiz Henri Poincar’e matematigin 6ziiyle ilgili bu savasta ayr1 cephelerde
yer almigtir. Savas1 Hilbert kazanmistir; bugiin kiimeler kurami matematikte merkezi bir
konuma gelmistir. Matematigin klasik dallarinin bir¢ok onemli problemi ¢oziimiinii

kiimeler kuraminda bulmustur.

Kiimeler kurami1 varligini sonsuz kiimelere bor¢ludur. Cantor’dan 6nce sonsuz kiimelerin
varhigindan kuskulaniliyordu, kuskulanmayanlar da sonsuz kiimelerle islem yapmaya
cekiniyorlardr ya da iki sonsuz kiime arasinda matematiksel olarak (6geleri disinda) bir

fark goremiyorlardi. Cantor 1874’te yayimladigi bir makalesinde iki sonsuz kiime
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arasinda (0ge sayisi agisindan mesela) derin farklar olabilecegini gostererek matematikte
bir ¢igir agmistir. Kiimeler kuraminin gelisimi on yillar boyunca matematik diinyasinda
matematiksel ve felsefi diizeyde sert tartismalara, hatta bilimsel kavgalara neden

olmustur.

Cantor’un (matematiksel oldugu hi¢ iddia edilmeyen) kiime tanimi soyleydi:
“Kiime, algimizin ya da diisiincemizin agik ve net nesnelerinden olusan bir topluluktur”.
Oysa gilinlimiiziin matematiginde “kiime” kavrami ve “bir kiimenin 6gesi olmak™ iligkisi
matematiksel olarak tanimlanmadan kabul edilmesi gereken kavramlar olarak kabul
edilir. Matematigin diger tiim kavramlar1 bu iki kavrama dayandirilarak tanimlanabilir.
Bunu soyle algilayabiliriz: Tek bir kelime bilmediginiz bir yabanci dilden, drnegin
Macarcadan bir kelimenin anlamint Macarcadan Macarcaya bir sozliige bakarak
anlayamazsiniz; biraz Macarca bilmelisiniz ki bir kelimenin anlaminm so6zliige bakarak
anlayabilesiniz. ‘Iste “kiime” ve € simgesiyle gosterilen “6gesi olmak™ kavramlari,
matematik¢enin tanimlanmadan bilindigi varsayilan kavramlaridir. Bu iki kavram
kullanilarak matematigin diger tiim kavramlart karigikliga yer vermeyecek bigimde

tanimlanabilirler.

Alman matematik¢i Georg Cantor (1845-1918) 1878 yilinda yayimladigi
makalesinde kiimeyi, ’iyi tamimlanmis birbirinden farkli nesneler toplulugu’ seklinde
tanimlamistir. Tanimda verilen “’1yi tanimlama’’ ifadesi ortak o6zellikleri ile verilen bir
kiimedeki nesnelerin herkes tarafindan ayni sekilde anlagilmasi anlamia gelir (Nesin

2017).

3.1.1. Alt Kiime Kavram

Bir A kiimesinin biitiin elemanlar1 bir B kiimesinin de elemani ise A kiimesine B

kiimesinin alt kiimesi denir. AcB ile gosterilir.

Alt kiimelerin durumlarinin incelenmesi matematikte her zaman yeni problemler

ve cevaplar dogurmustur.
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Bir siniftaki n tane O&grenciye teneffiiste isteyen digari cikabilir denildigide
tenefflis aninda siifta bulunan 6grenci(ler) kag farkli durum olusturur? Her 6grencinin
2 sans1 vardir. Ya igeride kalacaktir ya da disar1 ¢ikacaktir. Dolasiyla n tane 2 farkl
durumun c¢arpimi ile smifta farkli goriintiiler olusacaktir. Bu goriintiilerin her biri ilk
durumdaki sinifin alt kiimelerini olusturacaktir. Ciinkii teneffiiste sinifta olan goriintii
ders aninda olanlardan biridir. Ornegin herkes disar1 ¢ikmak isterse siif bos kalacaktir ki
bu da bos sinifa yani bos kiimeye esit olacaktir. Her durumda sinifta sadece bir kisinin
kalmasi bir elemanl alt kiimeleri temsil edecektir. Bu sekilde tiim durumlar incelenebilir.
Durum sayisiin her biri smifin alt kiimesi olarak nitelendirilir. Bu durumlarin sayisi

kombinasyon islemleri ile de bulunur.

Ogrencilerin siiftaki durumlarini daha 6zel incelemek istersek bunu yine sayma
metotlari ile yapabiliriz. Bir siniftaki n tane 6grencinin teneffiiste disar1 ¢ikmak istemesi
ornegini tekrar ele alalim. Sinifta yalmizca (k) tane Ogrencin kalmasini isteyelim.
Dolayistyla siifta k tane sandalye birakalim. Ilk sandalye i¢in n farkli §grencinin oturma
sans1 vardir. ikinci sandalye i¢in (n — 1) tane, iiciincii sandalye i¢in (n — 2) tane
Ogrencinin oturma sansi vardir. Bu sekilde devam edersek k. sandalye i¢in (n — k + 1)

tane 6grencinin oturma sansi olur. Siniftaki k tane sandalyede
mMn-1)n-2)(n—-3)..(n—k+1)

tane farkli durum olusur. k tane Ogrencinin kendi i¢inde yer degistirmeleri siniftaki

ogrencilerin kimligini degistirmeyecegi i¢in yukaridaki durum sayisini (k!)’ya bolerek

mMn-1n-2)(n—-3).. (n—k+1)
k!

smifta teneffiiste olabilecek (k) tane farkli 6grenci sayisini buluruz. Bu islem sinifta
teneffiiste kac farkli sekilde smifta k tane 6grencinin bulunacagini bize verir. Sinifta
bulunan 6grencilerin durumlarinin her birinin smifin alt kiimesi oldugu belirtilmisti.

Dolayisiyla ‘n’ elemanli bir kiimenin (k) elemanl: alt kiime sayist;

mMn—-1)n-2)(n—-3).. (n—k+1)
k!
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kadardir. Bu esitlik de ayn1 zamanda (Z) ifadesine esittir. Bu ylizden kiimeler

kuraminda alt kiime sayilar1 kombinasyon hesabi ile bulunabilir.

Alt kiimelerin istenilen sayida bulunabilmesinin yani sira elemanlarin arasindaki iliskilere
dayali daha 6zel alt kiimeler problemleri de dogmustur. Ornegin 1'den n'e kadar dogal
sayilarin bulundugu bir kiimede elemanlar arasinda 6zel sartlar istenilen alt kiimeler

aranmistir. Bunlar;
i) Elemanlarin sadece tek olmasi,
i) Elemanlarin sadece ¢ift olmasi,
11)) Elemanlar aras1 belirli bir farkin olmasi
iv) Elemanlar aras1 belirli bir farkin olmamasi

gibi olabilir. Bu tarz problemlerin ¢6ziimleri ayni zamanda giinlik hayatta

karsilasabilecegimiz bazi problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan tekniklerdir.

Calismamda tam say1 dizilerinin kiimeler teorisi ile olan iliskisi kullanilarak
giinlik hayatta karsilasilan bir probleme ¢oziim aranildi. Havacilik sektoriinde
giinlimiizde yasanan bir problemi ele alindi. Havaalanlarinda ugaklarin inis ve kalkis
esnasinda izledikleri kurallar incelendi. Bu kurallar hava kontrol merkezinde bulunun
kontrolorler tarafindan denetlenen ucaklarin bazi 6zelliklerine gore belirlenen kurallardir.
Ucagin biiyiikligii, kapasitesi, kanat genisligi, agirligi, motor giicii gibi baz1 6zellikler
kendinden 6nce veya sonra gelen ucagin kalkisini veya inisini belirleyen etkenlerdir. Bu

etkenler kontroloriin belirledigi Oncelik sirasina gore isleme alinan etkenlerdir.

Resim 2.3: Havaalaninda inis kalkis sirasinda ugaklar
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Pilotlardan ugaklarin inis ve kalkista hangi sartlara gére havada ya da yerde
Ugaklar agirlik genislik ve motor giicleri gibi fakli boyutlara gore arkasindakinin kalkis
i¢in ne kadar siire ya da mesafe birakmalar1 gerektigini belirleyen etkenler oldugu ve bu
aradaki kalan mesafeleri ya da siireyi ¢aligmada istenmeyen fark olarak ele alinabilecegi
fark edildi. Genellemesi yapilan problemin ¢dziimiiniin bir havaalaninin belli bir zaman
diliminde kag farkli sekilde kag¢ farkli ugak ¢esidine inis ya da kalkisa izin verebilecegine

yardimei1 olacak bir ¢6ziim olacag diistiniildii.

3.1.2. Teorem (Alt Kiime Sayis1): n = 0 ve n bir dogal say1 olmak iizere n

elemanli bir kiimenin alt kiime sayis1 2™ dir.

ispat: A =1{1,2,3,4,...,n } kiimesinin alt kiimeleri;

0 elemanl: alt kiimeleri : @ :C(n,0)
1 elemanl alt kiimeleri : {1},{2}, ...,{n} :C(n,1)
2 elemanl alt kiimeleri : {1,2},{1,3}, ...,{n — 1,n} :C(n, 2).
n elemanh alt kiimeleri : {1,2,3,4, ..., n} : C(n,n)

Alt kiimelerin toplami : C(n,0) + C(n,1) + C(n,2) + -+ C(n,n) olur.
Binom agilimindaki
1+x)"= C(n,0)x"+ C(n,Dx" 1+ C(n,2)x" 2+ -+ C(n,0)x°
esitlikte x = 1 yazilirsa
1+1D"=C1n,0)+C(n,1)+Cn,2)+ -+ C(nn)

esitligini elde edilir. Buradan
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C(n,0) + C(n,1) + C(n,2) + ---+ C(n,n) = 2"
olur.

Ornek 1. A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} kiimesinin alt kiime say1s1 21° = 1024 olur.

Ornek 2. A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} kiimesinin,
i) 3 elemanlin = 10 icin C(10,3) = 120 alt kiimesi vardir.
i) 4 elemanli n = 10 icin C(10,4) = 210 alt kiimesi vardir.

iii) 6 elemanli n = 10 icin C(10,6) = 210 alt kiimesi vardir.

3.boliimde n elemanli bir kiimenin alt kiimelerinin birbirleri ile olan iliskileri daha

detayli olarak incelendi.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bélimde elemanlar: aritmetik veya geometrik dizi olusturan bir kiimede alt
kiime elemanlarinin farklarinin durumlarinin tam say1 dizileri ile olan iligkilerinin
incelenmesi detayli bir sekilde yapild:. Ikinci boliimdeki verilen smif drneginde,sinifta
belli sayida dgrenci belirlenip 6grencilere numara verildi. Ogrenci numaralar1 1’den
100’e kadar verilirse ve sinifta teneffiiste kalmasi gereken ii¢ 6grenci istnilip 6grenci

numaralari aritmetik dizi olan ka¢ durum vardir sorusu incelendi.

4.1. Elemanlar1 Aritmetik veya Geometrik Bir Dizi Olusturan Kiimelerin Alt
Kiime Elemanlarmin incelenmesi

4.1.1.Problem: A ={1,2,3,...,100} kiimesinin 3 elemanl alt kiimelerinin ka¢

tanesinde, alt kiimelerin elemanlar1 bir aritmetik dizi olusturur?

Coziim:
Elemanlari a < b < c ile gosterilsin. Buna gére r € Z* igin,
ab=a+r,c=a+2r
seklinde olmalidir.
a+2r <100 = a<100—2r olmaldir.
a=1vea=2 ise, ref{l2,...,49}
a=3vea=4 ise, ref{l2...,48}
a=5vea=6 ise, ref{l2...,47}

a=97ve a=98 ise, r € {1} olmalidir.

Istenilen alt kiime say1si

2(49 + 48 + 47+...+1) = 2.“"% = 2450 bulunur.
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4.1.2. Problem: 17 kisilik bir sinifta teneffiiste sinifta kalacak 6grencilerden herhangi
ikisinin numaralar arasindaki farkin dort olmadigi kag farkli durum vardir?

Coziim: Soru P={1,2,3,...,17} kiimesinin, farklar1 4 olan herhangi iki eleman
icermeyen kag alt kiimesi vardir? Sorusu ile ayn1 yapidadir.

A =1{15913,17}

B = {2,6,10,14}
¢ ={3,7,11,15}
D = {4,8,12,16}

seklinde aralarindaki fark 4 olacak sekilde 4 gruba ayrilsin.

Once A kiimesinden, istenen sekilde secilebilecek alt kiimelerin sayis1 bulundu.
Sifir elemanli : @
Bir elemanli  :{1},{5},{9},{13},{17}
Iki elemanli  :{1,9},{1,13},{1,17},{5,13},{5,17},{9,17}
Ug elemanli  : {1,9,17}

Yani A kiimesinden 1 4+ 5 + 6 + 1 = 13 tane kiime, kosulu saglar.

Benzer sekilde B kiimesi i¢in bakilirsa,
Sifir elemanlt  : @
Bir elemanli  : {2},{6}, {10}, {14}
Iki elemanli  :{2,10},{2,14},{6,14}

olmak iizere 8 kiime kosulu saglar. C ve D kiimelerinin her biri de 4 elemanli oldugundan,
bu iki kiimenin her biri de ayn1 sekilde kosulu saglar. Dolayisi ile bu kiimelerin herhangi
birlesimleri de kosulu saglayacagindan, istenen sekilde

13.8.8.8 = 6656

tane alt kiime vardir.

Sonraki asamada problemlerin genel halleri tanimlanip ispatlar1 yapilmistir.
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4.1.3. Teorem: n=(m—1k+j,j=0,1,2,3,...,(m — 2) olmak iizere
A ={1,2,3, ....,n} kiimesinin elemanlar1 aritmetik dizi olusturan m (m > 2) elemanh
alt kiimelerinin say1s1

m—j).[n—-(m-(G+1))]
2.(m-1)

tanedir.

Ispat: Elemanlart a; < a, <...< a,, olarak gosterisin. m = 1 olursa sorunun
cevabi n olur. Buyilizden 1 < m < n igin, elemanlar

a,=a,a,=a+r ,az=a+2r, ..., ap=a+(m—-Dr

seklinde olmalidir. n sayis1 ve m sayisi arasinda asagidakilerden birisi gibi bir iligki
vardir.

n=m-Dk,n=(m-Dk+1n=m-Dk+2,..., =(m—-1Dk+(m—-2)
2<k ve keZ* seklindedir.

Bu durumlar ayr1 ayr1 incelenirse;

i) n=((m-—1)k olsun. Budurumda

A={123,...,(m—1k} r€Z%¢in a,a+7r,a+2r,...,a+ (m— 1)r seklinde
yazilabilen elemanlarin en biiyiigii olan,

a+(m—-Dr<(m-1k

olmalidir.
a=1 ise r=1{1,23,...,k—1}
a=2 ise r=1{123,....,k—1}
a=3 ise r=1{1,23,..,k—1}
a=m-—1 ise r=1{123,...,k—1}
a=m ise r=1{1,23,...,k—2}
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a=m+1 ise r=1{123,....,k— 2}

a=m-+?2 ise r=1{1,23,....,k—2}
a=2m-—2 ise r=1{123,...,k— 2}
a=n—2m-23) ise r={1}
a=n—2m-—4) ise r={1}
a=n—2m-15) ise r={1}
a=n—(m-1) ise r = {1}

n = (m — 1)k seklinde iken A kiimesinin istenen 6zellikteki alt kiime sayisi,
(m—1)tane 1+ 2+ 3+...4+(k — 1) sayisi kadardir. Yani

(k -1k

(m-1) 5

i) n=m-1Dk+1 olsun. Bu durumda

A=1{123,...,(m— Dk + 1}
r€Z%ticin a,a+r,a+2r,...,a+ (m—1)ricin
a+t(m-Dr<m-1Dk+1
olmaldir.
a=1 ise r=1{1,23,....,k—1,k}
a=2 ise  r={123,....k—1}
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a=3 ise

a=m-—1
a=m

a=m+1
a=m+?2

a=m+3

a=2m-—1

a=n—2m-23)
a=n—2m-—4)
a=n—2m-5)

a=n—(m-1)

r={123,....k — 1}

ise

ise
ise
ise

ise

ise

r={123,....k — 1}
r=1{123,....k — 1}
r=1{123,....k — 2}
r={123,....k — 2}
r=1{123,....k — 2}

r={12,3, ...k —2}

ise r = {1}

ise r = {1}

ise r = {1}
ise r={1}

n = (m — 1)k + 1 seklinde iken A kiimesinin istenen 6zellikteki alt kiime sayisi,

(m—1)tane1+2+3+...+(k—1)

1 tane k

sayilarinin toplami1 kadardir. Yani
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(m—1)@+k

iii) n=(m-—1)k+ 2 olsun. Budurumda

A={123,...,(m - Dk + 2}
re€Z%igin a,a+r,a+2r,...,a+ (m— 1)r seklindeki elemanlarin en biiyiigii olan,

a+t(m—-Dr<(m-1k+2

olmalidir.
a=1 ise r=1{1,23,...,k}
a=2 ise r=1{123,..., k}
a=3 ise r=1{123,....,k—1}
a=4 ise r=1{123,...,k—1}
a=m ise r=1{1,23,...,.k—1}
a=m+1 ise r=1{123,....,k—1}
a=m+2 ise r=1{1,23,...,k — 2}
a=m+3 ise r=1{1,23,....k — 2}
a=m-+4 ise r=1{1,23,....k — 2}
a=2m ise r=1{123,..,k—2}

28



BULGULAR VE TARTISMA

a=n—2m-23)
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ise r={1}
a=n—2m-4) ise r = {1}
a=n—(2m-5) ise r={1}
a=n—(m-1) ise r={1}

n = (m — 1)k + 2 seklinde iken A kiimesinin istenen 6zellikteki alt kiime say1st,
(m—1)tane 1+ 2 + 3+...+(k — 1) ve 2 tane k sayilarinin toplanmu kadardir.

Yani (m — 1)(16_;i

+ 2k istenen formildiir.

iv) n=(m-1)k+ (m—-2) olsun. Budurumda

A={123,...(m— 1Dk + (m—2)}
r € Z% i¢cin aa+r,a+?2r,...,.a+(m—-1Dr seklindeki elemanlarin en
biiyligii olan

a+t(m-Dr<m-1k+ (m-2)

olmalidir.
a=1 ise r={123,...,k}
a=2 ise r=1{123,...,k}
a=3 ise r={123,...,k}
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a=m-—2 ise r=1{123,...,k}
a=m-—1 ise r={123,....,k—1}
a=m ise r=1{123,...,k—1}

a=2m-3 ise r={123,....k—1}

a=2m-—2 ise r=1{1,23,...,k—2}
a=2m-—1 ise r=1{123,...,k— 2}
a=2m ise r=1{1,23,...,.k—2}

a=3m—4 ise r=1{1,23,...,k—2}

a=n—2m-23) ise r = {1}

a=n—2m-4) ise r = {1}

a=n—(2m-5) ise r={1}
a=n—(m-—1) ise r = {1}

n = (m— 1)k + (m — 2) seklinde iken A kiimesinin istenen 6zellikteki alt kiime
sayisl,

(m—1) tane 1+24+3+...+(k—-1)
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(m—2) tane k
sayilariin toplami kadardir.

Yani (m-1) (ktﬂ + (m —2)k  istenilen formiildiir.

A ={1,2,3,...,n} kiimesinin m elemanl alt kiimelerinin elemanlar aritmetik dizi

olusturanlarin sayisini veren formiil tablosu olusturuldu.

m,nk €Z*ve 2<k ,1<m<n olmakiizere eleman sayisi1 formati ile alt

kiime say1s1 arasindaki iliskiyi veren bir tablo olusturuldu. (m=1 i¢in n, n=1 i¢in 1°dir)

Eleman Sayis1 Format Alt kiime sayis1
n=m-1k (m—-1k(k—1)
2
= -1Dk+1 —Dk(k—-1
n=(m-1k+ (m )2( )
= — —Dk(k—-1
n=m-1k+2 (m — 1k( ) ok
2
= -1 -2 —Dk(k—-1
n=m-"1Lk+(m-2) (m )2( )+(m—2)k

Cizelge 4.1: Formiil Tablosu

Tablonungenelhali n=(m—-1k+j, j=0,123,...,(m—2) olmak iizere
A =1{1,2,3,....,n} kiimesinin elemanlar aritmetik dizi olusturan m (m = 2) elemanlh
alt kiimelerinin sayisi

m—j).[n-—(m-(G+1))
2.(m-1)

bi¢imindedir.
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Tabloya baz1 6rnekler;

Ornek 3. 4 = {1,2,3,...,60} kiimesinin 3elemanl: alt kiimelerinin, elemanlari
aritmetik dizi olusturanlarin sayisi kagtir?

Coziim: n = 60, m = 3 i¢in formiilde yerine konulursa,
n =60 = (3 —1)30 seklinde bulunur.
k =30,m = 3 igin,

(m-1Dk(k-1) _ (3-1).30.29

= 870 olur.
2 2

Ornek 4. A = {1,2,3,...,30} kiimesinin 5 elemanli alt kiimelerinin, elemanlar
aritmetik dizi olusturanlarin sayis1 kagtir?

Cozim: n=30,m =5
n=30=(5-1).7+2

k=7, m=5igin,

(m‘l)zﬂ+2k=4'2ﬁ+14:98 olur.

Ornek 5. A = {1,2,3,...,95} kiimesinin 7elemanl alt kiimelerinin, elemanlari
aritmetik dizi olusturanlarin sayis1 kagtir?

Cozim:n=95,m=7
n=95=(7-1).15+5
k =15,m = 7 igin,

(m-1k(k-1) 6.15.14

2

+ 5k = +5.15 =705

olur.
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Bir kiimenin elemanlari 1’den baslama sartt olmadan aritmetik veya geometrik dizi
olustururken kiimenin alt kiimeleri aras1 benzer iliskiler incelendi. Ilk olarak elemanlari
aritmetik dizi olusturan sonlu bir kiimenin elemanlar1 aritmetik dizi olusturan istenilen

sayida elemanli alt kiimelerin sayis1 bulundu.

4.2. Elemanlar1 Aritmetik Dizi Olusturan Sonlu Bir Kiimenin Elemanlar1 Aritmetik

Dizi Olusturan Istenilen Sayida Elemanh Alt Kiime Sayilarinin Bulunmasi

4.2.1.Teorem : s,r reel sayilar ve n pozitif bir tam say1 olmak tizere,
A={s,s+r,s+2r,s+3r,..,s+(n—1r}
kiimesinde j = 1,2,3,4,,....,k icinilk terimi s4+(a — 1)r ve ortak farki dr olan
s+ (a—-Dr)+ (G —1)(dr)

ifadesi bir aritmetik dizidir.

Ispat: s,r reel sayilar ve n pozitif bir tam say1 olmak iizere,
A={s,s+r,s+2r,s+3r,..,s+(n—1r}
kiimesinin elemanlarin
B=1{1234,..,n}
kiimesinin elemanlart ile
s»1,s+r-2,s+2r-3,s+3r-=4,....,s+(n—Dr->n

biciminde eslestirme yapildi. B kiimesinden terimleri aritmetik dizi olusturan bir alt kiime
alindiginda, belirtilen bu eslesme sonucunda bu alt kiimenin, A kiimesinde elemanlari
aritmetik dizi olusturan bir alt kiime ile eslestigi gosterildi.

de Z*,j=1,234,,..,k i¢gin a+ (j —1)d € B olmak iizere

B kiimesinden K ={a,a+d,a+ 2d,a+ 3d, ...,a + (k — 1)d} bir alt kiime alind1.
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a * s+(a—Dr = s+ (a—Dr
at+d ) i (a+d—Dr = s+(a—Dr+dr
a+2d * s+(a+2d—Dr = s+ (a—1Dr+2dr
a+3d —t s+(a+3d—Dr = s+ (a—1r+3dr

a+(k—1)d === 5. g+ (k—1)d—Dr =s+(a—Dr+ (k—1dr

Eslesmesinde a ve d pozitif tamsayilar oldugundan j = 1,2,3,4,, ..., k i¢in

s+ (a+ (k—1)d — 1)r dogal say1 olup

s+ (a+ (j—1)d — 1)r sayisi A kiimesinin bir elemanidir.

Ayrica j =1,234,,...,k i¢inilk terimi S+(a — 1)r ve ortak farki dr olan
s+(@a-Dr)+ (G —1(dr)

ifadesi bir aritmetik dizidir.

Siradaki incelemede ise elemanlar1 geometrik dizi olusturan sonlu bir kiimenin

elemanlar1 geometrik dizi olusturan istenilen sayida elemanli alt kiime sayis1 bulundu.

4.3. Elemanlar1 Geometrik Dizi Olusturan Sonlu Bir Kiimenin Elemanlari
Geometrik Dizi Olusturan Istenilen Sayida Elemanh Alt Kiime Sayilarinin
Bulunmasi

4.3.1. Teorem: m, r reel sayilar ve n pozitif bir tam say1 olmak tizere,
A={mmrmr®mnr3 .. mr*1}
Kiimesinde j = 1,2,3,4,, ...,k i¢in
ilk terimi m.7%"!  ve ortak carpan1 ¢ olan

(m.re=H (@4t
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ifadesi bir geometrik dizidir.
Ispat: m, r reel sayilar ve n pozitif bir tam say1 olmak iizere,
A={mmrmr®mnr3 .. mr*1}

kiimesinin elemanlarini

B=1{1234 ..,1n}
kiimesinin elemanlari ile
m-o1, mr—-2,m?-3, m3-4, .., mm1on

biciminde eslestirme yapildi. B kiimesinden terimleri aritmetik dizi olusturan bir alt kiime
alindiginda belirtilen bu eslesme sonucunda bu alt kiimenin, A kiimesinde elemanlari

geometrik dizi olusturan bir alt kiime ile eslestigi gosterildi.
de Z*,j=1,234,,...,k igin a+ (j—1)d €B

B kiimesinden K ={a,a+d,a+ 2d,a+ 3d,...,a+ (k — 1)d} alt kiimesi alindu.

a h m.re1 = m.ra1
a+d m—) . r@tdl = m.r% 1
a+2d m—) . r@t2d-1 = m.r% L (r%?
a+3d m—) . r0t3d-1 = m.r% L3

m.r¢ 1 (ré)k-1

a+ (k—1)d m—) . rot(-Dd-1

Eslesmesinde a ve d pozitif tam sayilar oldugundan j = 1,2,3,4,, ...,k i¢in

m.r@t0-Dd-1 = 4y ya=1 (rd)J=1 qayi1s1 A kiimesinin bir elemanidir.

Ayricaj = 1,2,3,4,, ...,k i¢in
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4 olan

ilk terimi m.r*"! ve ortak ¢carpam1 1
(m.re ) (r?)/~1

ifadesi bir geometrik dizidir.

Calismada problemin genel halinin incelenmesi i¢in 3.1.2°deki Problem’in kaynakta

kullanilan hali ve ¢6ziim yontemi gosterildi.

4.3.2. Problem: P={1,2,3,...,17} kiimesinin, farklar1 4 olan herhangi iki eleman

icermeyen kag alt kiimesi vardir?
Coziim: Kiimeyi,

A ={1,59,13,17}

B = {2,6,10,14}
¢ ={3,7,11,15}
D = {4,8,12,16}

seklinde aralarindaki fark 4 olacak sekilde 4 gruba ayrildi.

Once A kiimesinden, istenen sekilde segilebilecek alt kiimeler bulundu.
Sifir elemanli  : @
Bir elemanli  : {1}, {5},{9},{13},{17}
Iki elemanli :{1,9},{1,13},{1,17},{5,13},{5,17},{9,17}
Ucelemanli  :{1,9,17}

Yani A kiimesinden 1 + 5 + 6 + 1 = 13 tane kiime, kosulu saglar.

Benzer sekilde B kiimesi i¢in bakildi,

Sifir elemanli : @
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Bir elemanli  : {2},{6},{10}, {14}
iki elemanlt :{2,10},{2,14},{6,14}

olmak iizere 8 kiime kosulu saglar. C ve D kiimelerinin her biri de 4 elemanli oldugundan,
bu iki kiimenin her biri de ayn1 sekilde kosulu saglar. Dolayisi ile bu kiimelerin herhangi

birlesimleri de kosulu saglayacagindan, istenen sekilde
13.8.8.8 = 6656
tane alt kiime vardir.

Kiimelerin, istenilen alt kiime sayilarini genellestirmek i¢in, indirgemeli bir dizi olan

Fibonacci Dizisinin nasil kullanilacagi gosterildi.
4.3.3. Alt kiimeler ile Fibonacci Sayilariin iliskisini Ortaya Cikarilmasi

A =1{1,234,)5,...,n} kiimesinin ardisik tam say1 igermeyen tiim altkiimelernin sayisini

asagidaki adimlar izlenilerek bulundu.

Ik olarak n elemanl A kiimesinin iki tane ardisik tamsay1 igermeyen altkiimelerinin
sayisint a, ile gosterildi. A kiimesinin tiim alt kiimelerini son elemaninin olup

olmamasina gore siniflandirildi. Bunlar;

i. n’nin olup (n — 1)’in olmadig: alt kiimeler :

Bu durumdaki alt kiimelerden iki tane ardigik tam say1 igermeyenlerin sayisi
{1,23,4,5,..,n— 2}

kiimesinin iki tane ardigik tamsay1 icermeyen alt kiimelerinin sayis1 kadardir. Yani a,,_,

kadardir.
ii. n’nin olmadig: alt kiimeler :
Bu durumdaki alt kiimelerden iki tane ardisik tamsay1 igermeyenlerin sayisi

{1,234,5,...,n — 1}
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kiimesinin iki tane ardigik tam say1 igermeyen alt kiimelerinin sayis1 kadardir. Yani a,,_;

kadardir.
Boylece , A kiimesinin tiim alt kiimeleri bu iki siniftan birinde yer alacagindan
A=1{12345,...,n}
kiimesinin iki tane ardisik tamsay1 icermeyen alt kiimelerinin sayisi
ap = Ap-1 T an_
tane olacaktir. Buna gore,
A = {1} kiimesinin ardisik tamsay1 igermeyen alt kiimeleri @ ve{1} ‘dir. a; = 2

A = {1,2} kiimesinin ardigik tamsay1 igermeyen alt kiimeleri @, {1}, {2} ‘dir. a, = 3

Boylece
p = Ap-1 + an_2

esitligi ve a; = 2, a, = 3 kullanilarak istenilen A = {1,2,3,4,5,...,n} kiimesinin ardisik
tamsay1 icermeyen altkiimelerinin sayis1 bulunabilir. Burada elde edilen dizi de Fibonacci

dizisidir.

Alt kiime sayilarini olustururken kullanilan metot, Leonardo Fibonacci’nin ’Tavsan
Problemi’’nde kullandigi sayma metodu ile iliskilendirildi. Tavsan diyagramini daha

Once gosterilmisti. Burada o diyagramin alt kiimelerle olan iliskisi tekrar ele alindi.

Aylar |1 | 2 3 14 |5 10 [ 11 | 12
Ciftlerin | 1 1 (2 |3 5 (8 |13 |21 |34 |55 |89 | 144
Sayisi

()
~
co
O

Cizelge 4.2: Tavsan Ciftlerinin Sayilarinin Aylara Gére Gosterimi
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Ayni tarz sayma metodu, aranilan alt kiimeleri sayarken de karsimiza cikar.

Fibonacci’deki tavsanlarla alt kiimeler arasi bir iliski kuruldu.

Bunu yapilirken de sadece yavru tavsan giftlerimizi sayildi. Fibonacci diyagraminda
bulunan ilging durumlardan biri de kaginci ayda bulunursaniz o aydaki tavsan giftlerinin
sayist o ana dek olan bulunmus ve bulunan toplam yavru ¢ift sayisina esittir. Ornegin
Diyagram-1°de 3.ayda 2 tavsan ¢ifti bulunur ve 3.aya kadar diyagramda toplam 2 yavru
tavsan ¢ifti vardir. 5.ayda toplam 5 tavsan ¢ifti bulunur ve 5.aya kadar diyagramda toplam
5 yavru tavsan ¢ifti bulunur. Diyagram-1’de turuncu renkli yavru tavsan sayisi ile bunu

goriildii. Bu bilgi ile yavru tavsan sayilarini veren bir tablo olusturuldu.

n n. aydaki toplam tavsan cifti n. ay dahil diyagramdaki
sayisl toplam yavru tavsan cifti (@)
sayisi
1 1 1
2 1 1
3 2 2
4 3 3
5 5 5
6 8 8
n F,=F_1 +F F,=F_ 4 +F_,

Cizelge 4.3: Eriskin Tavsan Sayisi, Yavru Tavsan Sayis1 ve Aylar Arasindaki iliski
Siradaki islemde herhangi bir kiimenin istenilen O6zellikleri saglayan alt kiimeleri
yukaridaki diyagramla eslestirildi.

Problem-2’nin ¢oziimiinde tanimlanan A = {1,5,9,13,17} kiimesinin istenilen

ozellikteki alt kiimeleri

Sifir elemanli : @

Bir elemanli  : {1}, {5},{9},{13},{17}
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iki elemanlt :{1,9},{1,13},{1,17},{5,13},{5,17},{9,17}
Ug elemanli  : {1,9,17}

olacak sekilde 13 adet bulunmustu. Buradaki alt kiimeler Fibonacci’nin tavsan

diyagraminda yavru tavsan ciftleri ile eslestirilerek gosterildi.

Problem-1"nin Céziimii fle Fibonacci Tavsan Ciftlerinin Eslestirilmesi

Sekil 4.4: Fibonacci Tavsan Diyagrami ve Alt Kiimeler Arasi ligki

e Diyagramda kiimenin elemanlart yavru tavsan ¢iftleri ile adlandirild.
e Bos kiime ilk yavru tavsan gifti olarak belirlendi.

e Bir elemanl alt kiimeler ilk tavsan ¢ifti yetiskin olduktan sonra onun yavruladigi

ciftler olarak tanimlandi.
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e ki elemanl alt kiimeleri bir sonraki satir hari¢ sonraki tiim elamanlarla

eslestirilerek elde edildi ¢ilinkii bir sonraki elemanla birlikte ayn1 kiimede

bulunmama kurali Fibonacci problemindeki yetiskin olma siiresi ile eslestigi

gortldii.

e Bu iki bilgi birbiri ile ortiistiiriilerek problem Fibonacci dizisinin sayilarini

kullanarak genellestirildi. Yukaridaki diyagramda alt kiimeler ile yavru tavsan

ciftleri adlandirilarak bir 6rnek gosterildi.

Fibonacci problemindeki tablo ile problemdeki kiimelerin eleman sayilari arasinda
iliski i¢in bir ¢izelge olusturuldu.

Fibonacci Ortamdaki Tavsan Istenilen Alt Kiime Kiimenin
Fonksiyonu Cifti Sayisi Sayisi Eleman Sayis1

F; 1 1 0

F, 1 1 0

F; 2 2 1

F, 3 3 2

F 5 5 3

Fg 8 8 4

F, 13 13 5

Fn Fn—l +Fn—2 Fn—l +Fn—2 n—2
Fpiq F, +F,_4 E, +F,_4 n—1
Fn+2 Fn+1 +Fn Fn+1 +Fn n

Cizelge 3.3: Fibonacci Sayilar1 ve Alt Kiime Sayilar1 Arasi iliski

Bu ¢izelge yardimi ile problemin genel hali yazilip genel bir ¢6ziim elde edildi.

4.3.4.Teorem: A={1,234,5,...,n}ven=m.r+k , k<mve m,r,k € Z* olmak

tizere A kiimesinin farklar1 m olan herhangi iki eleman igermeyen

[F(r+3)]k- [F(r+2)]m_k
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tane alt kiimesi bulunur.

Ispat: Akimesin =m.r + k ,k <mvem,r,k € Z* olmak iizere farkli kiimelere

boliindi;
Ai={1lm+12m+1,...m(r—-1)+1,mr + 1}
A, ={2m+22m+2,....m(r—1)+ 2, mr + 2}

A; ={3,m+32m+3,....,m(r—1)+ 3, mr + 3}

Ay ={km+k2m+k,....m(r—1)+k mr+k}

Ap={m2m,3m,...,mr}
Seklinde aralarindaki fark m olacak bicimde m gruba ayrildi.

A, kiimesi (r + 1) elemanli oldugundan istenilen 6zellikte alt kiime sayis1 Tablo-4’e

gore: F(43) tane

A, kiimesi (r + 1) elemanli oldugundan istenilen 6zellikte alt kiime sayis1 Tablo-4’¢

gore: F-,3) tane
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Ay kiimesi (r + 1) elemanli oldugundan istenilen 6zellikte alt kiime sayis1 Tablo-4’e

gore: F,3ytane
Ay 41 kiimesi r elemanli oldugundan istenilen 6zellikte alt kiime sayis1 Tablo-4’e

gore: F, ) tane

Ay, kiimesi r elemanli oldugundan istenilen 6zellikte alt kiime sayis1 Tablo-4’e

gore: F,,) tanedir.

Kiimelerin herhangi birlesimleri de istenilen kosulu saglayacagindan,

Foi3)Fiasy oo Fareay - ForanyFavay o Foriz)

k tane (m—k) tane

Yani

k m—k
[Feres]™ [Feren)]
tane istenilen kosulu saglayan alt kiime sayis1 bulunur.

Problem-2’nin genel ¢6ziimiine bazi drnekler:
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Ornek 6. A = {1,2,3,...,17} kiimesinin, farklar1 4 olan herhangi iki eleman1 icermeyen

kag alt kiimesi bulunur?
Cozim: n=17,m=4
n = 4.4 + 1 oldugundan,
k = 1,r = 4 olur. Formiilde yerine konulursa,

[F,]1. [Fg]® = 13.8% = 6656  bulunur.

Ornek 7. A = {1,2,3,...,34} kiimesinin, farklar1 5 olan herhangi iki eleman1

icermeyen kag alt kiimesi bulunur?
Cozim: n=34,m=>5
n = 5.6 + 4 oldugundan,
k = 4,r = 6 olur. Formiilde yerine konulursa,

4 1_ 4 _
[F]'[R] =34'21-28063056

Ornek 8. A = {1,2,3,...,47} kiimesinin, farklar1 8 olan herhangi iki eleman1

icermeyen kag alt kiimesi bulunur?
Cozim: n =47, m =8
n = 8.5 + 7 oldugundan,
k = 7,r = 5 olur. Formiilde yerine konulursa,

[F8]7 [F ]1 =21".13= 23414151033

bulunur.
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5. SONUC

Bulgular kisminda A= {1,2,3, ... , n} kiimesinde farklar1 ‘m’ olan herhangi iki eleman
icermeyen alt kiime sayilar1 bulunurken 6zel alt kiime sayilari segilmedi. Tiim alt kiime
sayilar tizerinde g¢alisildi. Calismada gortildi ki bu konu daha da derinlestirilebilir. A
kiimesinden istenilen sayida eleman segilerek herhangi iki eleman arasi belli bir fark

icermeyen alt kiime sayilar1 bulunabilir.

5.1.iddia

A={1,2,3, ..., n} kiimesinin farklar1 m olan herhangi eleman igermeyen ‘i’ elemanli kag

alt kiime bulunur?

Onerme alt boliimlere dagitilarak incelenebilir. m=1 igin ©nerimizin ilk kismin

inceleyelim.

m=1 i¢in ‘i’ elemanl kag alt kiime vardir?

Oclemanti = (7)
Lelemanhi= ()
2elemanti= (")
3elemanti= ("7 ?)
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n gift ise : n tek ise:

Z+1 nt1

2 2
n n+1
: n+l

A kiimesinin ‘i’ elemanl alt kiimeleri

(ntek)  olmak tizere

(=)

l

kadardur.

A={1,2,3, ... ,n} kiimesinin farklar1 m olan herhangi eleman igermeyen ‘i’ elemanli kag

alt kiime bulunur?

Sorusunda m sayis1 ve 1 sayisti ile ilgili genellemeler {izerinde calisilabilecegini
diistinliyorum. Kismi incelemeler yaptigimda Parcalanis Sayilarinin alt kiimelerine
ihtiya¢ duydugumu fark ettim. Parcalanis Sayilari ile birlikte tezimin devami niteliginde

giizel bir calisma yapilabilecegini diisliniiyorum.

5.2 Sonuclar

52.1.Sonu¢: n=(m—-1k+j, j=0,123,...,(m—2) olmak iizere A =
{1,2,3, ....,n} kiimesinin elemanlar aritmetik dizi olusturan m (m > 2) elemanh alt

kiimelerinin say1s1

(n—j).[n— (m— G+ 1))]
2.(m—-1)
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bi¢imindedir.
5.2.2. Sonug: s,r reel sayilar ve n pozitif bir tam say1 olmak iizere,
A={s,s+r,s+2r,s+3r,..,s+(n—1Dr}
kiimesinin elemanlarin
B={1234,..,n}
kiimesinin elemanlart ile
s»1,s4+r—-2,s+2r-3,s+3r—>4 ............... ,S+(n—Dr-n

biciminde eslestirme yapabiliriz. B kiimesinden terimleri aritmetik dizi olusturan bir alt
kiime alindiginda, belirtilen bu eslesme sonucunda bu alt kiimenin, A kiimesinde

elemanlar aritmetik dizi olusturan bir alt kiime ile eslesir.
Ayrica j=1,234,,....,k icinilk terimi s+(a — 1)r ve ortak farki dr olan
s+(@a-Dr)+ (G —1)(dr)
ifadesi bir aritmetik dizidir.
5.2.3. Sonug: m, r reel sayilar ve n pozitif bir tam say1 olmak iizere,
A={mmrmrimnr3 ... mr*1}

kiimesinin elemanlarini

B ={1,234,..,n}
kiimesinin elemanlari ile

m-o1, mr-2,mr¢ -3, m-4 ............... , mr™-
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biciminde eslestirme yapabiliriz. B kiimesinden terimleri aritmetik dizi olusturan bir alt
kiime alindiginda belirtilen bu eslesme sonucunda bu alt kiimenin, A kiimesinde

elemanlar1 geometrik dizi olusturan bir alt kiime ile eslesir.
Ayricaj = 1,2,3,4,, ...,k i¢in
ilk terimi m.r%"1  ve ortak ¢arpan1 7% olan
(m.re ()t
ifadesi bir geometrik dizidir.

5.2.4. Sonu¢: A ={1,2,345,...,.n} ven=m.r+k , k <m ve m,r,k € Z* olmak

tizere A kiimesinin farklar1 m olan herhangi iki eleman icermeyen
[F(r+ 3)]*.[F(r + 2)]™*
tane alt kiimesi bulunur.

5.2.5. Sonu¢: A={1,2,3, ... ,n} kiimesinin farklar1 m olan herhangi eleman icermeyen

‘1> elemanl
1<i<Z (ngift)
1<i< HTH (ntek)  olmak tizere
n—({—1)
"5

kadardir.
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