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OZET
GENELLESTIRILMIS OSKULATOR VE REKTIFYAN EGRI CIFTLERI
Ogfuzhan CELIK

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof.Dr. Mustafa OZDEMIR

Aralik 2022, 61 sayfa

Bu tezin amaci, Oklid uzayinda tanimlanan paralel egri Bertrand, Mannheim ve Back-
lund gibi bazi Unli egri ciftlerini genellestiren yeni bir egri ¢ifti tanimi vermektir. Bunun
icin egrilerin karsilikli noktalarinda rektifyan ve oskilator diizlemlerin bazi kosullar al-
tinda kesistirilmesi yardimiyla yeni bir tanim verilmistir.

Birinci boliimde paralel, involit, evolit, pedal, Bertrand, Mannheim ve Backlund
egri ciftlerinin her biriyle ilgili Oklid uzayinda yapilmis calismalar incelenip bu egriler
hakkinda bilgi verilmis ve tez calismasinin ilerleyen bélimlerinde kullanilacak tanimlara
ve teoremlere yer verilmigtir.

Ikinci bolimde Oklid uzayinda oskiilatér egri cifti tanimlanmis ve bu egri ciftinin
Frenet vektor alanlari, egriligi ve burulmasi verilmistir. Oskuilator diizlemlerinin kesisim-
lerinin karsilikli noktalarindan gecen egri ciftinin tegetlerinin yaptigi aci ~ ve karsilikh
binormallerinin yaptigi aci # olmak Uzere ~ ve 6 acilarinin spesifik degerleri sonucu or-
taya cikan egrinin hangi cok bilinen egri ciftine karsilik geldigi ifade edilmistir. Uglinci
bélumde rektifyan egri cifti tanimlanmis ve benzer incelemeler yapilarak, ¢ok bilinen egri

ciftlerine indirgenen durumlar ele alinmistir.
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ABSTRACT
GENERALIZED OSCULATOR AND RECTIFYING CURVE PAIRS
Oguzhan CELIK

PhD Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR
December 2022 61 pages

The aim of this thesis is to give a new pair of curves definition that generalizes some
famous curve pairs such as Bertrand, Mannheim and Backlund, parallel curve defined in
the Euclidean space. For this, a new definition is given with the help of the intersection of
the osculating and rectifying planes at the reciprocal points of the curves.

In the first chapter, studies in Euclidean space related to each of the parallel, involute,
evolute, pedal, Bertrand, Mannheim and Backlund curve pairs are investigated and infor-
mation about these curves is given, and the definitions and theorems to be used in the
following sections of the thesis are given.

In the second chapter, osculating curve pair is defined in the Euclidean space and
Frenet vector fields, curvature and torsion of this curve pair are given. It has been ex-
pressed which well-known curve pair corresponds to the curve resulting from the specific
values of the v and 6, where ~ is the angle between the tangents of the curves and the
intersection line of the osculator planes and, é is the angle between corresponding points
of the binormals. In the third chapter, the rectifying curve pair is defined and the cases

that are reduced to well-known curve pairs are discussed by making similar examinations.
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ONSOz

Bu tezde, paralel, involit, evolut, Mannheim, Bertrand ve Backlund gibi ¢ok bilinen
egri ciftleriyle ilgili tanimlar ve teoremlere yer verilmistir. Daha sonra oskulator ve rekti-
fyan diizlemde bu ¢ok bilinen egri ciftlerinin genellestirilmis bir denkleminin, egriliginin
ve burulmasi verilmigstir. Sonug olarak oskulator ve rektifyan dizlemde hangi 6zel du-
rumda hangi cok bilinen egrinin elde edildigi sunulmustur.

Tez konumun belirlenmesinde ve hazirlanmasinda, her turli yardim ve fedakarligi
esirgemeyen, bilgisi, tecriibesi ve destekleri ile galismalarimda bana yol gésteren degerli
danisman hocam Sayin Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR’e en kalbi duygularimla tesekkiir-
lerimi bir borg bilirim.

Bu calismami, egitim slirecim boyunca beni cesaretlendiren, manevi desteklerini esirge-

meyen aileme ithaf ederim.
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AKADEMIK BEYAN

Doktora Tezi olarak sundugum “Genellestirilmis Oskiilator Ve Rektifyan Egri Cift-
leri” adli bu ¢alismanim, akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak bulundugunu
belirtir, bu tez ¢alismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagimi gosterdigimi beyan

ederim.
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1. GIRIS

Bu tez calismasinda diizlemde yer alan paralel, involiit, evolit, pedal ve kontrapedal
egri ciftleriyle B? uzayinda yer alan Bertrand, Mannheim Backlund egri ciftlerinin liter-
aturdeki tanimlamalari, egriligi ve burulmalar verilecektir (Babaarslan ve Yayh 2013,
Burke 1960, Choi ve Kim 2012, Dede ve Ekici 2018, Deshmukh vd.2018, Ekmekci ve
Ilarslan 2001, Honda ve Takahashi 2020, Izumiya ve Takeuchi 2002, Liu ve Wang 2008,
Matsuda ve Yorozu 2003, Orbay ve Kasap 2009, Wang ve Liu 2007, Camci vd. 2020,
Camci vd. 2021). Sonra bu cok bilinen egri ciftlerinin oskilator ve rektifyan dizlem-
lerinin kesisimleri tzerinde tanimlanip genellestirilmis bir formullndn ortaya konmasini
amaclanmistir.
likh noktalari arasinda bagintilar kurularak egri ciftleri elde edilmistir. Bu elde edilen egri
ciftlerinin bir kismini paralel, involit, evolit, pedal, kontrapedal, Bertrand, Mannheim
egri ciftleri olusturur. Bu egri ciftlerinden bir kismi bircok arastirmaci tarafindan daha
buyuk boyutlarda incelenmistir. Bu arastirmalardan bazilari (Cheng ve Lini 2010, Gorguli
ve Ozdamar 1986, Hanif ve Hou 2018, Matsuda ve Yorozu 2009, Oztiirk vd. 2018) gibi
calismalardir. Ayrica bu egri ciftleri Lorentz uzayinda da (Balgetir vd. 2004, Bukci ve
Karacan 2007, Bukcu ve Karacan 2008, Gok vd. 2014, Guner ve Ekmekgi 2012, llarslan
ve Kilig Aslan 2017, Ozdemir ve Céken 2009, Ucum ve llarslan 2014, Ugum vd. 2016,
Zhang ve Pei 2020) gibi birgok arastirmaci tarafindan caligiimistir.

Paralel (Offset) egriler bir egrinin normali boyunca sabit bir uzaklikta olan bir egri
seklinde tanimlanir. Paralel egriler tolerans analizi, geometrik optik ve robot yol plan-
lamasi gibi ¢esitli pratik uygulamalarda yaygin olarak kullanilirlar ve oldukga genis bir
alanda uygulamasi vardir (Chen ve Lin 2014).

Involiit ve evoliit kavrami Hollandali bir matematikci ve bilim adami olan Christiaan
Huygens (1629-1695) tarafindan ortaya konmustur. Huygens 1673 yilinda yayinladigi
"Horologium Oscillatorium sive de motu pendulorum (Zamani Olgme Biliminde Salinim
veya Sarka¢ Hareketleri)™" kitabini yazarken involit ve evoliit kavramini bulmus ve ortaya
koymustur (Merzbach ve Boyer 2011).

1845 yilinda Saint Venant bir egrinin normalinin ayni yizeydeki bir bagka egrinin
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normali ile ayni dogrultuda olup olmadi@i sorusunu sormustur. Bertrand’a gore ise bu
sekilde bir ikinci egrinin varligi icin gerek yeter kosul ilk egrinin birinci ve ikinci egri-
likleri arasinda sabit katsayili bir lineer baglihgin olmasi gerektigini ispatlamistir. Bir
baska ifadeyle bu egrinin egrilikleri sirasiyla k; ve ko olsun, O halde \k; + pko = 1
A, v € R olmasi gerekir. 1850’den itibaren bu egri ¢iftine Bertrand egri ¢ifti denilmistir
(Ugum vd. 2016).

Mannheim egrileri 1878 yilinda A. Mannheim tarafindan ifade edilmistir. Egrilerin
karsilik gelen noktalarinda bir egrinin asal normali ile bir bagka egrinin binormali ile ayni
dogrultuda ise bu iki egriye Mannheim egri cifti denir (Yilmaz Ceylan 2015).

Backlund donustimii Isvecli Matematikgi ve Fizikci Albert Victor Backlund(1845-
1922) tarafindan ifade edilmigstir.Backlund doniisumi sabit ikinci burulmaya sahip bir
timelike egriyi sabit ikinci burulmaya sahip baska bir timelike egriye tasiyan doniisime
denir (Erdogdu ve Ozdemir 2018).

Backlund egrisinin karsihikh noktalarinin binormalleri arasindaki aci 6 ve uzaklaklari
A olmak tzere Backlund egrisinin karsilikli noktalarindaki burulmalari sabittir ve 7 =
7* = 09 seklinde ifade edilir (Nemeth 1998, Celik ve Ozdemir 2022).

A
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu bolimde, diferansiyel geometrinin bazi temel kavramlari ve ¢ok bilinen egriler
arasinda yer alan bir egrinin paralel egrisi, involut egrisi, evollt egrisi, pedal egrisi,
Bertrand egri ¢ifti, Mannheim egri ¢ifti ve Backlund egri ciftleri tanimlanip bu egri ¢ift-
lerinin egriliklerini ve burulmalari ile ilgili bazi teoremler verilmistir. Bu bélimde ver-
ilen tanimlar ve teoremler icin Hacisalihoglu (1998) ve Ozdemir (2020) kitabindan ve
Calini ve Ivey (1998), Nemeth (1998) ve Erdogdu ve Ozdemir (2018) makalesinden yarar-
lanilmistir. Diger 6zel kavramlarin tanimi ve sonuglari, tez boyunca konu icerisinde uy-

gun yerlerde agiklanacaktir.
Tanim 2.1. 'V bir vektor uzayi olmak Uzere,
fVxV—-R

seklinde tanimlanan dénisiim, V 7', %', 2 € Vve V a,b € R icin asagidaki kosullari
saglarsa V vektdr uzayina R reel sayilar cismi izerinde bir i¢ carpim uzayli, g déntsumiine
de V Uzerinde bir i¢ carpim denir. 7’ ve 3 vektorlerinin i¢ carpimi f (7', %) veya
(7,77 ile ifade edilir.(Ozdemir 2021).

o 11. f (7, %) = f (¥, ) (Simetri)
. iz.J; (Bilineerlik Ozelligi)
e 13.V 7 e Vigin f (7, Z) > 0 (Pozitif Tanimlilik-1)
o i4. f(T,7)=0% T = 0 (Pozitif Tammlilik-2)
Tanim 2.2. V = R” olmak lizere 7" = (21,22, ..., Zn), ¥ = (Y1, Y2, -y Yn) 1GIN
F={,):R*xR* >R

fonksiyonu,

f(xy) = (T, Y) =x151 + Tayo + ... + Ty

seklinde tanimlanirsa R™ uzerinde bir i¢ carpim olur. Bu sekilde tanimlanan i¢ ¢arpima

R" uzayinda Oklid I¢ carpimi denir.

171 =/(@.7) = /et + a3+ ..+ a2

3
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seklinde tanimlanan || z’|| ifadesine " vektériiniin uzunlugu veya normu denir.
(R", Oklid i¢ Carpimi) = E" (Oklid Uzay!)

R” izerinde tanimlanan Oklid i¢ carpimi ile birlikte R™ uzayina Oklid Uzay1 denir (Ozdemir
2020).

Tanim 2.3. I = (a,b) C R uzayinda bir agik aralik olmak tzere, o : I C R — E"
donustimu (a, b) araliginin her noktasinda parcali stirekli ise, o’ya E" uzayinda bir egri
denir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.4. I = (a,b) C R uzayinda bir agik aralik olmak tzere, Vs € I igin o : [— E"

egrisinde, o/ (s) # 0 ise bu egri reguler egri seklinde tanimlanir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.5. U, E" uzayinda bir agik alt cimle olmak Gzere bir f : U — R fonksiyonunun
k mertebeden bitiin kismi turevleri var ve stirekli iseler f fonksiyonuna C* sinifindan (k-
inci siniftan) diferansiyellenebilir denir. Ozel olarak f sadece stirekli ise C° sinifindandir
denir (Hacisalihoglu 1998).

e C*(U,R)={f|f:U — Rve ffonksiyonu C* sinifindan} ,
e C*(UR)={f|feC"(UR), keN}.
Tanim 2.6. (I, «) koordinat komsulugunda M C E™ egrisi tanimlansin.
lo’| = I —R
t — [lo’[| () = lla’ ()]
seklinde tanimlanan

e ||| fonksiyonuna, M egrisinin (I, ) koordinat komsuluguna gore skaler hiz fonksiy-

onu denir,

e ||/ (t)|| reel sayisina da M’in (I, «) koordinat komsuluguna gore « (¢) noktasin-
daki skaler hizi denir (Hacisalihoglu 1998).

Tanim 2.7. (I, «) koordinat komsulugunda M C E™ egrisi tanimlansin. Eger V¢ € [
icin, ||/ (¢)|| = 1 ise M egrisine (I, «)’ya gore birim hizli egri denir. Bu baglamda,

egrinint € I parametresine yay parametresi denir (Ozdemir 2020).

4
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Tanim 2.8. U,V C E" olmak lizere ¢» : U — V doniisimii ve )~ ters déniisiimi

diferansiyellenebilir ise ¢ donusimiine difeomorfizm denir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.9. «: I — E" bir egrive J C R bir acik aralik olmak tzere,

h:J—1I, h(s)=t

egrisine de, « (t) egrisinin & (s) ile yeniden parametrelendirilmesi denir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.10. « egrisi birim hizli ise, ||/ (t)|| = 1 olduundan, o’ (t) = T olarak alinir.

O halde T vektdrune egrinin birim teget vektor alani denir.

Teget vektor alani
(T, T) =1

oldugundan turev alinirsa
(T'T) + (T, T)=0= (T, T) =0

elde edilir. O halde T’ vektord birim hizhi bir egride egri boyunca tegete dik bir vektor
olur. TV vektori birim olmayabilir. Bu vektdriin normu alinarak birim hizli hale getirilir
ve bu vektdre de egrinin normal vektori denir ve N ile gosterilir. Buradan Normal vektor

alani

T/ a”
N = —_-—nee . ——
I |
seklinde ifade edilir. Buradan birbirine dik olan iki birim vektore dik olacak sekilde
Uclincl vektora de vektorel carpimla elde ederek egri Uzerinde birbirine dik tg birim
vektor elde edilmis olunur. Bu elde edilen vektore egrinin binormal vektori denir ve B ile

gosterilir. Buradan Binormal vektor alani
B=TxN
tanimlanir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.11. «(t) egrisi birim hizl ise,

T = o (t)

Caw T
N = el ST ol
B = TxN
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seklinde tanimlanan vektorlere, egrinin Frenet vektor alanlari, {T,IN, B} catisina da

Frenet catisi denir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.12. « : I — E™ birim hizli bir egri olsun. « (¢) egrisinin Frenet vektor alanlar
T (t), N (t), B (t) olmak tzere

kil =R k(1) = (T'(t) N (1))
seklinde ifade edilen fonksiyona, « egrisinin egrilik fonksiyonu denir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.13. « : I — E" birim hizli bir egri olsun. « (¢) egrisinin Frenet vektor alanlari

T (t), N (¢), B (t) olmak tizere
71— R,7(t)= (N (1),B(t)
seklinde ifade edilen fonksiyona, o egrisinin burulma fonksiyonu denir (Ozdemir 2020).

Teorem 2.14. « : I — E? herhangi bir egri olsun. « (¢) egrisinin Frenet vektorleri, x

egriligi ve 7 burulmasi

0
TO = ol
B o (t) x o (1)
B () T () a” ()]
N(t) =B (1) xT(0)
o ew <o )
" wor
- (t) _ <a (t) X (t> y & (t)>

lo (t) x o ()|

formalleri ile elde edilir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.15. « : I — E" birim hizli bir egri olsun. « (¢) egrisinin Frenet vektor alanlari

T, N, B olmak zere

e T ve N nin gerdigi diizleme Oskilator dizlem
e T ve B nin gerdigi diizleme Rektifyan diizlem

e NN ve B nin gerdigi diizleme Normal diizlem
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denir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.16. « reguler bir dlizlem egrisi olmak Uzere, N « egrisinin normal vektor alani

olsun. O halde r € R igin,
P (t,r) =a(t)+rN(t)

seklinde tanimlanan egriye, « egrisinin paralel egrisi denir. Bu paralel egri, « egrisinin
r birim uzakhgindadir (Ozdemir 2020).

Teorem 2.17. « regller bir diizlem egrisi olmak (izere, « egrisinin egriligi ~ # 0 olsun.

O halde P, (t,r) = «a (t) + rIN (¢) paralel egrisinin egriligi,
k(1)

e 1) = T

esitligi ile ifade edilir (Ozdemir 2020).

Ispat P, (t,7) = a(t) + N (t) paralel egrisinin egriligi,

_ det (P, P5)
AT

esitliginden elde edilebilir. Buradan, P, (t, ) egrisinin ¢’ye gore tiirevinden, v = || (¢)]|

ve ¢ € R olmak Uzere,

Pl (t,r) = o (t)+rN'(t)
= WT(t) +r(—rvT ()
= v(1—rr)T(t)
P'(t,r) = (v(1—7rr) T@{) +v(l—re)T(t)
— (0(1=7K)) T () +v (1 —rk) (veN (t))

= (v(1—7rr) T@{) +v*k(1—xr)N(t)

esitliklerinden,

det (P, PY) 03k (1 — k)’ K

PF B ) 1o

elde edilir. O

Kp
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Tanim 2.18. « egrisi egriligi her noktada sifirdan farkli olan reguler bir egri olmak tzere,
« egrisinin her noktadaki tegeti, bir Z egrisinin normali ise, yani T, = Nz ise, Z egrisine

« egrisinin involiit egrisi denir (Fuchs 2013, Ozdemir 2020).

Tanim 2.19. « egrisi egriligi her noktada sifirdan farkli olan reguler bir egri olmak tzere,

a/nin yay parametre fonksiyonu s (¢) ve teget vektor alani da T olacak sekilde,
Z(t)=a(t)—=s(t)T(t)

seklinde tanimlanan Z egrisi, « egrisinin involt egrisi olarak ifade edilir. Eger, « egrisi

birim hizliise, ||/ (t)|| = 1, o =T ve s (t) =t — c olacagindan,
It)=a(t)+ (c—1t)T(¢)
seklinde tanimlanir. Buna gore,

@) = ot)—s )T (t)—s(t) TV
= 0T (t) = vT (t) — s (kN (1))

= —svkN (1)
olur (Hanif ve Hou 2018, Ozdemir 2020).

Teorem 2.20. o : (a,b) — T2 olmak Uzere, a egrisinin duzlemde egriligi r, Frenet
vektorleri T, ve N, olacak sekilde verilsin. « egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu s ()
olmak uzere, « egrisinin invollt egrisi de Z (¢) = « (t) — s (t) T (¢) denklemiyle verilsin.
Bu durumda, asagidaki ifadeler saglanir.
i. o egrisinin teget vektor alani, Z evolit egrisinin birim normal vektor alanidir.
ii. Z evolut egrisinin egriligi, ¢, ile x egrisinin isareti gosterilmek Uzere,
kz@t) = =
S
ile belirlidir (Ozdemir 2020).
Ispat i. Involiit egrisinin teget vektdriinii bulalim. s’ = ||o/|| = v olmak (izere,
T'(@t) = o (t)—vT,(t) — sT, (¢)
= oT, (t) —vT, (t) — scN, (t)

= —skN, (1)

8
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olur. Bu durumda, Z involut egrisinin teget vektor alani,

Z‘/
Te = =N,
Tzl

olur. Bu durumda, T = kgNg = N/, = kT, esitliginden,

NS - iTa
Ke

bulunur. Yani, Z evolut egrisinin birim normal vektor alani, « egrisinin teget vektor

alanidir.

ii. 7/ = —skIN,, esitliginin tlrevini alirsak,

1! / ! !
17" = —skN, —sk'N, —ssN,

= —wukN, — sk'N,, + s&*T,

oldugundan, Z involut egrisinin egriligi,

det (Z,7")  s*k® €,
Rt =— , 3 = 3 = —
1271l sl s

elde edilir. O

Teorem 2.21. E? uzayinda « (s) herhangi regller bir egri ve yay parametre fonksiyonu

s (t) olsun. « egrisinin egriligi x ve burulmasi 7 olmak Uzere, « egrisinin
I(t)=a(t)=s@)T(t)
seklinde tanimlanan involit egrisinin egriligi

Rt (t) =

ile ifade edilir (Ozdemir 2020).

Ispat « (s) herhangi regiiler bir egri ve yay parametre fonksiyonu s (¢) ise s’ = ||o ()| =
v olacak sekilde alalim.
7' = d{t)—s{t)T—st) T
= vT —vT — s (vkN)

= —svkN
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ve
7" = —(svk)'N — svrN’
= —(svr) N = svk (—vsT + vrB)
= —(svr) N + s0?k*T — skv’*7B
oldugundan,
T N B
(I'x1") = 0 —SUK 0
sv’k? —(svr) —skv?T
= %037 T + s*:*0°B
ve

17| = svkve |T' x I"|| = s*k*0°V/ 72 + K2

olur. Buradan,

SRV + K2 VT2 4 K2
(svk)® SK
elde edilir. 0

R =

Tanim 2.22. « : (a,b) — E?egrisi egriligi her noktada sifirdan farkl olan regtler bir
egri olmak Uzere, « egrisinin egriligi ~ ve « egrisinin normal vektér alani da N olmak
Uzere,

Ea(t)=a(t)+ %N (t)

seklinde tanimlanan &, egrisine, o egrisinin evoliit egrisi denir (Fuchs 2013, Ozdemir
2020).

Teorem 2.23. « : (a,b) — E? olmak Uzere, diizlemde egriligi «, Frenet vektorleri T,
ve IN,, olacak sekilde « egrisinin verilsin. ~ egrisinin evollt egrisi de &, (t) = «(t) +
%Na (t) olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler saglanir.

i. o egrisinin normal vektor alani, £ evolit egrisinin birim teget vektor alanidir.

ii. £ evollt egrisinin egriligi, €., ~ egrisinin isaretini géstermek Uzere,

Kew) = —V (€x) (’f/)z

10
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seklinde olur.

iii. &, evolut egrisinin &, (t1) ve &, (t2) noktalari arasindaki uzunlugu, ¢; < ts igin,

seklinde olur (Ozdemir 2020).

Ispat i. Evoliit egrisinin teget vektoriinii bulalim. v = ||| olmak izere,
/ / 1 / ]‘ /
ga = « +(_>Na+_Na
K K
T +(1)’N + 1( )T
= UVl, - « — |—UR «
K R
/
= ()N,
()
olur. Bu durumda, £ evolit egrisinin teget vektor alani,

Ea

Te = =N,
A
elde edilir.
.. 1 1 1 1 < .
i. & = (=)'N, + (=)N, = (=)"N, + (=) (—vk) T, oldugundan, £ evoliit
K K KR K
egrisinin egriligi,
112
det (&,,,&,)  —vk |(1/K )

(A1 1/x]°
elde edilir. Yani, « egrisinin « (to) noktasindaki egriligi ile evolit egrisininin &, (%)
noktasindaki egriliginin isaretleri farkhdir.

iii. o’ (t)[| = |(1/x)’| oldugundan, yay uzunlugu ¢, < t, icin,

yay(a () = [l @lde= [ || a

t1 t1

b
K(t)  k(t)

elde edilir. O

Teorem 2.24. Reguler bir duzlem egrisi « olsun. « egrisinin paralel egrilerinin singuler

noktalarinin geometrik yeri, o egrisinin evoliit egrisi olur (Ozdemir 2020).

11
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Ispat P, (t,r) = a(t) + N (t) paralel egrisinin tiirevini alalim.

o (t) = o (t)+rN(t)
= vT+7r(—r(t)vT (1))

= (1—=rx(t)vT(t)
olur. v = ||&’ (¢)]| # 0 oldugundan,
PL(t,r)=0&1—7r-k(t)=0

elde edilir. Buradan,

1
r(t) = Y 0
elde edilir. Buradan,
Pu(t.r) = () + — =N () = £ (1)
« 7/r =« K (t) - «
elde edilir ki, bu egri « egrisinin evoliit egrisi olur (Ozdemir 2020). O

Teorem 2.25. « egrisi E? uzayinda verilen birim hizli olsun. « egrisi igin
I(t)=a(t)+(c—1t)T,

ile verilen involiit egrisinin evolit egrisi,  egrisi olur (Ozdemir 2020).

Ispat Z (t) egrisinin evoliit egrisini bulaim. o (t) = T, (¢) oldugundan,

() = To(t)—Ta(t)+ (c—1t)T,(t) = (c—t) kN, (¢)

') = —kNg@)+(c—t)K )N, () + (c—1t)k(t) (—r (t) Ty (¥))
elde edilir. O halde,
— I/ —
zi
olur. Z (t) egrisinin egrilik fonksiyonu

Tz

N,ve Ny =-T,

Cdet (7,7") K (c—1t)” 1
[k K e—t)  c—t

RT

12
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oldugundan, Z (t) egrisinin evoliiti

E) = Z(t)+ %NI (t)
= (a(®)+(c=t)Ta(t)) = (c—1) Ta(t)
= af(t)
elde edilir (Ozdemir 2020). O

Sonug 2.26. E? de bir « egrisinin involiitli 3 ise, 3 egrisinin evoliitii o egrisidir (Ozdemir
2020).

Tanim 2.27. « : (a,b) — E? egrisi dizlemde verilen bir egri ve P € R? olsun. P
noktasinin, « egrisinin « (¢) noktalarindaki teget dogrulari uzerindeki dik izdiigiim nok-

talarinin ¢izdigi egriye, o egrisinin P noktasina gore pedal egrisi denir (Ozdemir 2020).

Teorem 2.28. « () , E? uzayinda herhangi regller bir egri olsun. « egrisinin birim teget
vektor alani T, olsun. P € R? noktasl icin, « egrisinin P noktasina gore pedal egrisinin

parametrik denklemi
P.(Pt)=a(t)+ (P —a(t), T, T,
ile elde edilir (Ozdemir 2020).

P % I . . ~ s e - - - . e Iy e % s . I
Ispat « (t) P vektoriinun, teget vektor Uzerine dik izdustim vektord, « (t) P vektorudar.

Buna gore,
/
; <a ()P, >
at)yP=-———Ld
(o, )

izduglim vektort ve a (t) P = a () P + PP vektor denklemi g6z 6nune alinirsa,
P _ /
(P—alt).a)

2
[l

= at)+(P—a(t),T,) T,

P.(Pt) = alt)+

elde edilir (Ozdemir 2020). O

Teorem 2.29. « : (a,b) — E? egrisi duzlemde verilen bir egri ve P € R? olsun. «
egrisinin evoldtinin P noktasina gore pedal egrisi, « egrisinin P noktasina gore karsi

pedal egrisi olur (Ozdemir 2020).

13
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Ispat o egrisinin evoliit egrisinin £ () = « (t) + %Na (t) seklinde tanimlanir. Simdi bu

egrinin pedal egrisini bulalim.

E =vT, + (%)’Na + % (—vkT) = <l) N,

oldugundan,

Te =N,

elde edilir. Buradan, & (¢) egrisinin P noktasina gore pedal egrisi,

Pe(P,t) = E()+(P—-£&(1),Te (1)) Te (1)

1 1
= o)+ Na () + <P —al) - Ne ()N, (t)> N, (¢)
— )+ %Na (£) + (P — a(t), N (£)) N () — %Na )
= a(t)+ (P —a(t),N. ()N ()
= PL(P,t)
elde edilir (Ozdemir 2020). O

Tanim 2.30. [E? uzayinda verilen 3 ve 5* egrilerinin karsilikh noktalari birebir eslenecek
sekilde olsun. O halde g3 ve 5* egrilerinin karsilikli eslenen noktalarinda normalleri ayni
dogrultuda ise, 5 egrisine Bertrand egrisi, 5* egrisine de 3 egrisinin Bertrand es egrisi
denir. {3, 3} egri ciftine de Bertrand egri cifti seklinde ifade edilir (Ozdemir 2020,
Honda ve Takahashi 2020).

Teorem 2.31. {3, 3"} bir Bertrand egri ¢ifti olsun. 3 (¢) egrisinin normal vektor alani

N (t) olmak Uzere, bu iki egri arasinda, A € R/ {0} olmak lzere,
BE(t) = p (1) + AN (#)

denklemiyle ifade edilebilir. Bu durumda g ve 5* egrilerinin karstlikli noktalari arasin-
daki uzaklik sabittir (Ozdemir 2020, Honda ve Takahashi 2020).

Ispat 3 (¢) birim hizli bir egri olsun. Bu iki egri arasinda, X (t) # 0 olmak iizere,
prt) =8 +A(N()

14
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denklemini alalim. * () egrisi birim hizli olmayabilir. O halde v* = ||(5*)’ (¢)] olsun.
Buradan, yukaridaki esitligin ¢ parametresine gore tlrevi alahm, T* (¢), 8* (¢) egrisinin

teget vektor alani olmak (izere,
VT () =T (t) + N ()N (t) + A (—xT () + 7B (t))

elde edilir. Yukaridaki denklemin her iki tarafin N (¢) = £IN* () ile i¢ carpimini alirsak,
X' (t) = 0 olur ki, bu da A € R olmasi demektir. Buradan, 3 (t) ve 8* (t) arasindaki
uzaklk,

d= 5" (t) - B(t)] = [AN (1)]| = |A| = sabit

elde edilir. 0

Teorem 2.32. 3 uzayinda {3, 3*} Bertrand egri cifti olsun. 3 egrisinin egrilik fonksiy-
onu « ve burulma fonksiyonu 7 olmak uzere, 8* (t) = S (t) + AN (¢) egrisinin egrilik ve

burulma fonksiyonlari, (T, T*) = cos 6 olmak lzere,

. sin?f — KA
VR
KXY — A
. sin? §
T e -
N7

olur (Ozdemir 2020).
Ispat " (t) = B (t) + A (t) N (¢) esitliginin t’ye gore tirevi alahm,

v'T* = T + A (—vkT + vrB)

= v(1—=Ak) T+ ovATB

esitliginden,
T =~ (1- )T+ —A\rB (2.1)
v

W) )

KN , T + (T, v*K*N*)

elde edilir. Bir bagka taraftan,

d

— (T, T
=TT

O/\/\

15
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oldugundan, T ile T* arasindaki a¢i sabittir. (T, T*) = cos 6 diyelim. Buradan, T, T*, B

ve B* vektor alanlari ayni diizlemde bulunacaklarindan,

T* = (cosf) T — (sinf) B
B* = (sinf) T + (cos ) B

ifade edilebilir. 2.1 ve 2.2 esitliklerinden,

% (1 —Ak) Ve sinf = I
v v*

cosf =

(2.2)

(2.3)

olur. Bir bagka taraftan, 5 (t) = 8" (t) — A (¢t) N* (¢) esitliginin ¢ parametresine gore

turevini alalim,

T = o' = A (=v"""T" +0v*7"B"),

* *

T = %(1+/\m*)T*+v—(—>\T*)B*
v

elde edilir. Ayrica, 2.2 esitligine gore,

T = (cos ) T*+ (sin ) B*
B = — (sinf) T* + (cos ) B*

ifade edilebilir. Dolayisiyla, 2.4a ve 2.5 esitliklerinden,
v* ) v*
cosf = . (1+ Ax") ve sinf = " (=AT7)
elde edilir. 2.3 ve 2.6 esitlikleri taraf tarafa ¢arpilirsa,

cos’ = (1 — k) (1 + \x*) ve sin? 0 = —\*7*7

olur. Buradan,

in?0 — kA
M RN KT =1 —cos? 0 — kA = KF = st—m
KXY — A
ve
. sin? @
T = —
A7
elde edilir.

16
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Sonug 2.33. N* = N esitligi olmasi halinde,

-2
. sin“f

T =
AT

elde edilir. Bir bagka ifadeyle, burulmanin yoni, N*ve N vektorlerinin yonlne gore
degisir (Ozdemir 2020).

Sonug 2.34. {3, 5*} bir Bertrand egri ¢ifti olmasi durumunda bu egrilerin burulmalarinin

carpimi sabittir ve (T, T*) = cos 6 olmak Uzere

sin’ @

)\2
ile ifade edilir (Ozdemir 2020).

Teorem 2.35. {3, 3*} bir Bertrand egri ¢ifti olsun. 3 : (a,b) — E3 igin 3 egrisinin
egrilik fonksiyonu « (¢) ve burulma fonksiyonu 7 (¢) olmak lzere, (5 egrisinin bir Bertrand

egrisi olmasi icin gerek ve yeter kosul ¢ € (a,b) ve A\, u € R/ {0} igin,
Ae(t) +pr(t)=1
olmasidir (Ozdemir 2020, Honda ve Takahashi 2020).

Ispat (=) : 2.3 esitliginden,

COte_cosﬁ_ 1— Ak
~ sinf AT
oldugu goralir. Buradan,
= Acotf
olursa,
1—Xs Iz
AT
esitliginden,
Ak (t) +pr(t) =1
elde edilir.

(<) : Bir g egrisi igin, A, u € R/ {0} icin, A\x (t) + p7 (t) = 1 esitligi saglansin,
B (t) = B (t) + AN (t) olmak Uzere, {53, 3"} egri ciftinin bir Bertand egri cifti oldugu
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g6sterelim. Bunun igin, 5 egrisinin N* normalinin, N dogrultusunda oldugu gosterilme-
lidir. Verilen esitlige gore,

pur=1— XAk
ifade edilebilir. Buradan,

dg*
dt

= vT + A (—vrT +v7B)
= v(l—=Xk) T+ 7B

= o7 (uT + AB)

elde edilir. 5* egrisinin teget vektor alani da,

(5 uT+)B

[CRI VST

T =

olur. Buradan da,
dT*  pT' + 2B’ (vpk —vTA)N

dt 2N e N

elde edilir. Bir bagka taraftan,

dT*  dT*dt* | N
a — arr ar "
olur, buradan
N*=+N
elde edilir. Bu ifade ise 8* egrisinin Bertrand egrisi oldugu anlamina gelir. O

Teorem 2.36. 5* # 3" olmak Uzere, {3, 3"} ve {3, 5} ¢iftlerinin Bertrand egri ¢ifti ol-
masl igin gerek ve yeter kosul, 3 Bertrand egrisinin bir dairesel helis olmasidir (Ozdemir
2020).

Ispat 3 (¢) birim hizli bir edri olsun, X\, \* € R/ {0}, A # A* olmak (izere,
Br(t)=p5(t) +A[t)N(t) ve 57 (1) = B (t) + A" (t) N (¢)
seklinde ifade edilsin. (Teorem 2.35) g6z 6nline alinirsa,

ur =1—XAxveur =1— Xk

18
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esitlikleri yazilabilir. Her iki esitliginde, ¢ parametresine gore turevleri alinirsa,

, j—

ut' = =M’ ve ut’ = =Nk’

olur. Buradan da x" (A — \*) = 0 elde edilir. A\ # \* ise, " = 0 olur ve 7" = 0 olmahdr.
Bu hem & egriliginin, hem de 7 burulmasinin sabit olmasi anlamina gelir. Her ¢ € I igin,

egriligi ve burulmasi sabit egriler sadece dairesel helislerdir. O

Tanim 2.37. E3 uzayinda verilen M ve M* egrilerinin karsilikli noktalari birebir eslensin.
M egrisinin M (t) noktasindaki normal vektérinin dogrultusu ile, M* egrisinin M* (¢)
noktasindaki binormalinin dogrultusu ayni ise, M egrisine Mannheim egrisi, M* egri-
sine de M egrisinin Mannheim es egrisi denir. { M, M*} egri ¢iftine de Mannheim egri
cifti seklinde ifade edilir (Ozdemir 2020, Honda ve Takahashi 2020).

Teorem 2.38. { M, M*} bir Mannheim egri ¢ifti olsun. M (¢) egrisinin normal vektor

alani N (¢) ve bu iki egri arasinda A € R/ {0} olmak uzere,
M () = M (t) + A (t) N (¢)
esitligi ifade edilir. Bu durumda M ve M* egrilerinin karsilikh noktalari arasindaki
uzaklik sabittir (Ozdemir 2020, Honda ve Takahashi 2020).
Ispat M (t) birim hizli bir egri olsun. Bu iki edri arasinda,\ (t) # 0 olmak iizere,
M (t) = M (t) + A (t) N (¢)

esitligi olsun. Verilen esitlige gore, M* (t)egrisi birim hizli olmayabilir. O halde v* =

||(M*)" (t)|| olsun. M* egrisinin yay uzunlugu parametresi s*olmak uzere,

*

* t* * * dt *
s*(t)= [ v'dt = dt* =v*dt = =0
0

dt
elde edilir. M* (t) = M (t) + X (¢t) N (¢) esitliginin, ¢ parametresine gore turevi alinirsa,

VT ) =T @)+ N EONGE) + A (= (@) T () +7()B(1))
elde edilir. Yukaridaki denklemin her iki tarafinin N (¢) = £B* (¢) ile i¢ carpimi alinirsa,
X' (t) = 0 olur ki, bu A € R olmasi demektir. Buradan, M (¢) ve M* (t) arasindaki
uzaklik,
d = M) = M @)]| = AN (#)[] = |A| = sabit

elde edilir. 0
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Teorem 2.39. E? uzayinda {M, M*} Mannheim egri gifti olsun. M egrisinin egri-
lik fonksiyonu ~ ve burulma fonksiyonu 7 olmak tzere, M* (t) = M (t) + X (t) N (¢)

egrisinin burulma fonksiyonu, bir A € R i¢in

olur (Ozdemir 2020).
Ispat M* (t) = M (t) + A (t) N (t) esitliginin t’ye gére tiirevi alalim,

v'T* = vT + A(—vkT + vrB)

= v(1—=Xk) T+ ovATB

esitliginden,
T = 2 (1- )T+ —A\rB 2.7)
v

v

elde edilir. Bir bagka taraftan, Bertrand egri ¢iftlerindeki gibi

d
— (T, T*) =0
dt<7 >

oldugundan, bu T ile T* arasindaki aginin sabit olmasi demektir. (T, T*) = cos 6 diye-

lim. Buradan, T, T*, B ve N* vektor alanlari ayni diizlemde bulunacaklarindan,

T* = (cosf) T — (sinf) B
(2.8)
N* = (sinf) T + (cos ) B
ifade edilebilir.(2.7) ve (2.8) esitligine gore,
v , v
cost) = — (1 — Ak) Ve sinf) = —Ar (2.9)
(% (%

elde edilir. Bir bagka taraftan, M (s) = M* (t) + A (t) B* () esitliginin s parametresine

gore turevini alalim

T = v"T" + A (—v*1T"N"),
T = 2 - LN (2.10)
v v

elde edilir. (2.8) esitligine gore,

{ T = (cosf) T*+ (sin ) N* (2.11)

N = — (sinf) T* + (cos ) N*
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ifade edilebilir. Dolayisiyla, (2.10) ve (2.11) esitliklerinden,

* *

cos = Ve sinf = — 7%\ (2.12)
v v

elde edilir. (2.9) ve (2.12) esitlikleri taraf tarafa carpilirsa,
cos? = (1 — kA) ve sin?f = —\>7*7

olur. Buradan cos? # + sin® § = 1 6zdesligini yerine koyarsak,

K

(1 —rA)+ <—)\2T*7’> =1=7"= I

elde edilir. 0
Teorem 2.40. E? uzayinda bir M (¢)egrisinin bir Mannheim egrisi < bir ¢ € R i¢in, &
egrilik ve 7 burulma fonksiyonlarinin

k() = X (K% (s) + 72 (1))
esitligini saglamasidir (Ozdemir 2020, Honda ve Takahashi 2020).

Ispat (2.9) ve (2.12) esitliklerinden,

tanf = —\7* ve tanf = /\—T
(1 — kA
K -
olur. 7* = —— oldugundan
AT
K AT
tanf = — = ————
o 7 (1 =R\
elde edilir. Bu ifade dizenlenirse,
K=\ (7’2 + /<;2)
elde edilir. 0

Teorem 2.41. E? uzayinda { M, M*} Mannheim egri ¢ifti olsun. M egrisinin » egrilik

ve 7 burulma fonksiyonlari arasinda, A, € R/ {0} olmak uzere,
Ak +pur =1
esitligi vardir (Ozdemir 2020, Honda ve Takahashi 2020).
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Ispat (2.9) esitligine gore,

1— kA
T

cot§ =

=1—rA=(Acotl)r

olur. (Acot 0) = p alinirsa, Ak + pur = 1 elde edilir. O

Tanim 2.42. Backlund dénistimi sabit ikinci burulmaya sahip bir timelike egriyi sabit
ikinci burulmaya sahip baska bir timelike egriye tasiyan dénusiime denir (Erdogdu ve
Ozdemir 2018).

Tanim 2.43. « egrisi R? de burulmasi 7 sabit olan bir egri olsun. « egrisinin Frenet

elemanlari T, N, B ve egriligi « seklinde tanimlansin. O halde

0" ()= (1) + e ((cos B) T (6) + (sin ) N (1)

olur {«, o*} egri ¢iftine Backlund egri cifti denir(Calini ve lvey.1998).

Teorem 2.44. Backlund egrisinin karsilikli noktalarinin binormalleri arasindaki agi 6 ve
uzakhklari A olsun. Backlund egrisinin karsilikh noktalarindaki burulmalari sabittir ve

su sekilde

sin 0

olur (Nemeth 1998).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu calisma olusturulurken belli basli konu ile alakali Hacisalihoglu (1998) ve Ozdemir
(2020) kitaplarindan ve litaratir taramasindan calismamizla ilgili elde ettigimiz Arribas
vd. (2006), Babaarslan ve Yayli (2013), Calini ve Ivey (1998) Celik ve Ozdemir (2022),
Camci vd. (2021), Choi ve Kim (2012), Dede ve Ekici (2018), Deshmukh vd.(2018),
Ekmekci ve llarslan (2001), Honda ve Takahashi (2020), Ilarslan ve Nesovic (2008a),
Ilarslan ve Nesovic (2008b), Izumiya ve Takeuchi (2002), Liu ve Wang (2008), Matsuda
ve Yorozu (2003), Nemeth (1998), Orbay ve Kasap (2009), Liu ve Wang (2008) makalel-
erden istifade edilmistir.

Oncelikler, bilinen egri ciftlerinden evoliit, involiit, Bertrand, Mannheim ve Back-
lund egri ciftleri ile ilgili su ana kadar yapilan bazi calismalar incelenmis ve bu tez calis-
masl i¢in gerekli temel tanim ve kavramlar verilmistir. Daha sonra, bu egri ciftlerinin
genellestirilmesi icin, egrilerin oskilator ve rektifyan dizlemlerinin belirli kosullar al-
tinda karsilikl noktalarda kesisimleri yardimiyla bir tanim yapilmistir. Yapilan tanimin,
bazi egri ¢iftlerinin bir genellestirilmesi oldugu konusundaki 6nermeler ve karsilasilabile-
cek 0zel durumlardaki iddialar ortaya atilmistir. Her bir nerme ve teorem, literattirdekine
benzer sekilde matematiksel yontem ve ifadelerle ifade edilmig, daha sonra tiim bu teorem
ve onermler literatirdeki kanit yontemlerine uygun olarak, bilimsel ve matematiksel kanit

yontemleriyle yapiimistir. Makalede, daha ¢cok dogrudan ispat yontemi kullantimistir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Genellestirilmis Oskilator Egri Ciftleri

Tanim 4.45. E3 uzayinda verilen G ve G* egrilerinin karsilikli noktalari birebir eslenenecek

sekilde,

olsun. Eger, u vektdri, G ve G* egrilerinin oskillatér diizlemlerinin kesisim dogrusu
Uzerinde bulunan ve her iki egrinin de karsilikli noktalarindaki teget vektor alanlariyla
~ aglsi yapan bir vektor ise, G egrisine oskllator egrisi, G* egrisine oskilator es egrisi,

{G,G*} egri ciftine de oskulator egri cifti denir.

=

Osg=Sp{T,N}

Sekil 4.1. Genellestirilmis Oskilator Egri Cifti

Bu bolimde, 6, egrilerin karsilikli binormalleri arasindaki a¢i olmak uzere, ~ ve 6 eQri-
lerinin spesifik durumlarina gore hangi bilinen egrileri elde edilecegi incelenecek. Bu
baglamda asagidaki sorularin cevaplarini aranacaktir.

1. 6 sabit olmama durumu

2. 0 sabit ~ sabit olmama durumu

3. 6 sabit ~ sabit olma durumu

4. § sabit ve v = /2 olma durumu

5. 6 = 0 ve y sabit olmama durumu

Tanim 4.46. G ve G* egrilerinin karsilikh G (s) ve G* (s) noktalarindaki oskulator di-

zlemleri OPg,) ve OPg. ) olmak Uzere,

24



BULGULAR VE TARTISMA 0. GELIK

e G"(s)—G(s) € @Pg(s) N @]PQ*(S)
* \(s) =|G*(s)G (s)]

o (T(s),u(s)) = (T (s),u(s)) = cosy(s)
esitlikleri saglaniyorsa, {G,G*} egri ¢iftine Oskulator egri ¢ifti denir (Celik ve

Ozdemir 2022).

Teorem 4.47. {G,G*}, (a,b) arahginda tanimlanmisg bir oskilator egri cifti olsun. G (s)
egrisinin teget vektor alani T (s) ve normal vektor alani N (s) olmak Uzere, bu iki egri

arasinda uzaklik fonksiyonu, A (s) € R\ {0} olmak uzere,
G* (s) = G (s) + A(s) ((cosy () T (s) + (siny (s)) N (s))

denklemi yazilir. v (s) = [|G’ (s)|| ve v* (s) = ||G* (s)|| olmak Uzere, G ve G* egrilerinin

karsihikl noktalari arasinda
(cosy (5)) (v" (s) — v (s)) = X (s)
denklemi yazilir (Celik ve Ozdemir 2022).

Ispat  {G,G*} bir oskillatér egri Gifti olsun. O halde u(s) = G*(s) — G (s) vektori,
egriler boyunca T (s) ve T* (s) teget vektor alanlariyla v (s) acisi yapar. Diger yandan,

u (s) vektorinun oskilatér duzlemde bulundugu géz dniine alinirsa,
u = (cosy) T+ (siny)N

olmak tzere,
G =G+ A((cosy) T + (siny) N)
yazilir. Bu denklemin s’ye gore tirevini alalim. Frenet formillerinden,
v'T*(s) = vT(s)+ X (s) ((cosy) T (s) + (siny) N (s))
+7'A(s) ((=siny) T (s) + (cos y) N (s))

+A(s)v(cosyk (s) N (s) + (siny) (=k (s) T (s) +7(s)B(s)))

v*T* = (v+ Ncosy—7'Asiny —vkAsiny) T (4.1)
+ (X' siny + \vk cosy + ' Acosy) N

+ (AvTsiny) B
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olur ki, denklemin her iki tarafinin u vektoru ile i¢ carpimi alinirsa,

v* cos = (v+ XNcosy —~'Asiny — vrAsin ) cos
¥ ( Y= gl ) cosy
+ (X' siny + Avk cosy + 7' A cos~y) siny

= N +wvcosy

elde edilir. Buradan da,
(cosvy) (v* —v) =N 4.2)

elde edilir. 0

Sonug 4.48. v # 7/2 olmak Uzere, G ve G* egrilerinin karsilikli noktalar arasindaki

uzakhgin sabit olmasi icin gerek ve yeter sart v* = v olmasidir (Celik ve Ozdemir 2022).

Sonug 4.49. Egri boyunca y = /2 ise (4.2) denkleminden A" = 0 olur. O halde G ve G*

egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik,
d=1G"(s) =G (s)| = [A|

egriler boyunca sabit olur. Fakat bu v* = v oldugu anlamina gelmez (Celik ve Ozdemir
2022).

4.2. G, G* Oskulator Egrilerinin Frenet Catilari Arasindaki Baginti
Teorem 4.50. {G,G*}, (a, b) araliginda tanimlanmis bir oskilator egri gifti,
G*"=G+ A((cosy) T + (siny) N)

denklemi ile ifade edilsin. G egrisinin Frenet vektor alanlari T, N, B ; G* egrisinin Frenet
vektor alanlari da T*, N*, B* olsun. @, egrilerin karsilikli binormalleri arasindaki aci

olmak tzere, u = 1 — cosf ise

T 1 — psin?y  psinycosy —sinysind| |T
N*| = |pu(sinycosy) 1— pucos’y cosysin@ N (4.3)
B* sinfsiny  —sinfcosy cos B

denklemi yazilir (Celik ve Ozdemir 2022).
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Ispat u = (cosy) T + (sin~) N vektor alani oskiilator diizlemde yer aldigindan, B ve

B* binormal vektorlerine diktir. O halde,
v=Bxuvev =B* xu

vektorel carpimlar yardimiyla elde edilen ¥ ve v'* vektor alanlari da, egrilerin kendi

oskulator dizlemlerinde yer alir. Ayrica, G* (s) ve G (s) egrileri icin,

— —x
{u,v

kiimeleri birer ortonormal catidirlar. Buradan,

,B*} ve {U,V,B}

u ] | cosy sinvy 1 T
=1 (4.4)
% —siny cosvy N
ve - oL
ﬁ .
u cos sin T
— | . ! ! (4.5)
v* —siny cos~y N*
denklemleri yazilir. Bir bagka taraftan, B*, ¥v*, B, ¥ vektorlerinin tamami o vektoriine

dik oldugundan, ¥'* ile ¥ arasindaki agl 6 olmak izere, (4.4) kullanilirsa,

V* = (cosf) V + (sinf) B

= (cosf)(—sinyT + cosyN) + (sind) B

= (—cosf@siny) T + (cosfcosvy)N + (sinf) B
B* = —(sinf)V + (cosf)B
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elde edilir. Buradan, (4.4) ve (4.5) denklemleri kullanilarak,

. —

T cosy —sinvy u
o . —

N* siny  cos~y v

cosy —siny (cosy) T + (siny) N
siny  cosvy (cosf) V' + (sinf) B

cosy —siny (cosy) T + (siny) N

siny  cosvy

cosfsiny) T + (cosf cosy) N + (sinf) B

i | [
(cos? y + sin 70089) T + sin~ycosvy (1 — cosf) N — (sinysinf) B
(sm’ycos v) (1 — cosf) T + (sin’y + cos* y cos ) N + (cosysin ) B

)
(1 +sin®~y (cosf — 1)) T + sinycosy (1 — cos) N — (sinysin6) B

(sinycosy) (1 —cosf) T + (1 + cos? v (cosf — 1)) N + (cosysinf) B

olur. Sonug olarak, T, N* ve B* vektorlerini T, N, B cinsinden

1—p=cosf
olmak Uzere,
T 1 — psin®y  psinycosy —sin~ysiné T
N* | = | u(sinycosy) 1— pcos?y cosysinf N
B* sinfsiny  —sinfcosy cos 0 B
elde edilir. Buradan, B ve B* arasindaki aginin da # oldugu goéruldir. O

4.3. (G Oskiilatér Egrisinin Egrilik ve Burulmasi

Teorem 4.51. {G,G*}, (a, b) arahginda tanimlanmig bir oskilator egri ¢ifti olsun. v # 0

ve v # /2 olmak Uzere,
G" =G+ A((cosy) T + (siny) N)

denklemi ile verilsin. G (s) egrisinin egrilik ve burulmasi  ve 7 olmak uzere,

—v* sin 6
TS
. (v —v*cosf)siny —~'A (4.6)

Av
esitlikleri saglanir (Celik ve Ozdemir 2022).
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Ispat (4.1)denkleminden

v*T* = (v+ N cosy — ' Asiny — vkAsiny) T
+ (N'siny + Avk cosy + ' Acosy) N
+ (M\vTsiny) B
estligi ile,
T* = (14 psin®v) T + psinycosyN — (sinysin§) B

esitligi karsilastirilirsa,

v* —v*psin?y = v + N cosy — y/Asiny — vkAsiny
v*pusinycosy = N sinvy + Avk cosy + '\ cos ¥

—v*sinysinf = vt sin~y
esitlikleri elde edilir. Buradan v # 0, 7 /2 ise

—v*sin @

VA

T =

ve
v*psinycosy — N siny — /X cosy

AU COS 7Y

4.7)

elde edilir. Buradan da (v* — v) cosy = X ve = 1 — cos 0 esitlikleri yerine yazilirsa

(v —v*cosf)siny — '\
Av

K =

elde edilir

Onteorem 4.52. Herhangi bir oskilator egri cifti icin,

T 1 — pusin®y  psinycosy —sin~ysinf
N* | = | p(sinycosy) 1— pcos?y cosysinf
B* sinfsiny  —sinfcosy cos 0

matris esiliginden,

cos@ + pcos’y pcosysiny  sin@sinvy

pcosysiny 1 —pcos®y —cosvysinf

B Z2 4
I

—sinfsiny cos 7y sin 6 cosf
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elde edilir.
1 —psin®y  psinycosy —sin-ysiné
Ry =| pu(sinycosy) 1—pcos?y cosysinf
sinfsiny  —sinfcosy cos

matrisi, w = (cos ~, sin y, 0) vektorii etrafinda, 6 agisi kadar déndiiren donme matrisidir.

Donme matrisine karsilik gelen birim kuaterniyon ise
0

— CcOS — — 1SIin — cos~y — 7 sin — sin
q 5 5 Y= 5 Y

seklinde elde edilir (Celik ve Ozdemir 2022).
Ispat Donme matrisine karsilik gelen birim kuaterniyon ¢ = ¢; + ¢oi + ¢3j + quk
GH+a—a—a 2001+ 20:05 20193 + 2020
R=1 2q1q1+20e ¢—-6G+E -6 —2050+2060

—2q1G3 + 2q2q4 201G2 + 2q3q4 41 — G5 — 43 + @3

q1 # 0 ise,
1
G = Z(1+R11+R22+R33)7
1 /-~ ~
a2 = Aa <R32 - R23> )
q1
1 /-~ ~
a3 = T dar (R13 - R31)
a1
1 /-~ ~
dys = Ao <R21 - R12>
q1
buradan yukaridaki esitlikler kullanilarak (Arribas vd. 2006)
0 0
g1 = Fcos—, g =—sin—-cosvy, g3 = —jsin-siny, q4 =0
2 2 2
elde edilir. 0

Sonug 4.53. 3 boyutlu Oklid uzayinda verilen bir R donme matrisi icin, donme ekseni 1

Ozdegerine karsilik gelen 6zvektor, ¢ dénme acisi da
cost = trR——l
2
esitligi ile belirlidir. Buradan,

1 — psin?y 41— pcos?y+cosf — 1
2

cost =

1 —p+cost
2
= cosf
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bulunur (Ozdemir 2020, Celik ve Ozdemir 2022).

Teorem 4.54. {G,G*}, (a,b) araliginda tanimlanmis bir oskilator egri ¢ifti olsun. v #
0, /2 olmak Uzere,
G =G+ A((cosy) T + (siny) N)

denklemi ile verilsin. G* (s) egrisinin egrilik ve burulmasi x* ve 7* olmak Uzere,

. —0 sin 6
TN = — -
v* cos Y 4
. vy ! (1 —cosf)sin~y (48)
K*=—— — —tan~ycotfd —
v* o v* A

esitlikleri saglanir. Ayrica c € R, 6 ve \ uzakhk fonksiyonu olmak Uzere

B 1 —cosf

A= c.

sin
esitligi yazilir (Celik ve Ozdemir 2022).
Ispat T* = (1 + usin? ) T+g sin 29N — (sin ~y sin #) B denkleminin tirevini alinirsa,

v N* = (isin’v) T+ (y'psin2y) T+ (1 + psin®v) vkN
/

—1—% sin 2yN + pv' cos 27N—|—% sin 2y (—vkT + v7B)
— (7' cosysinf) B — (¢ sinycos @) B + (sinvysin ) vrN
ve duzenlenirse
VRN = ((;/ sin” ) 4 (7' psin 2y) — % sin 27) T (4.9
- (%/ sin 2+ cos 2+ (1 + pusin? 7) vk + (sinysin ) UT) N

+ (— (7 cosysin ) — (0 siny cos ) + % sin 2'y> B
olur. Bu (4.9) denkleminin her iki tarafini T ile i¢ carpimi alinirsa,
(N*, T) = psin~ycos~y
esitligi alinirsa

v psiny cosy = (p'sin®v) + (v psin 27) — % sin 27y
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elde edilir. O halde
St 24 sin® y 4+ 2911 'sin 2y — pvk sin 2y (4.10)
usin 2y
/
t
= A + 29 — vk
U
olur. 4 =1 — cos 8, i’ = ¢ sin 0 esitliklerinden
' 0'sinf 6 (1+cosb)
pw 1—cosf sin
olur ve (4.10)da yerine yazilirsa,
-0’ (1 0)t
VR ok = ( +,COS ) anfy—Qv’—v/{
sin 6
olur. Buradan Eger (4.9) denkleminin her iki tarafini B ile i¢ carpimi alinirsa,
(N*,B) = cos~ysinf
esitligi alinirsa,
v*'* = —(7/) — 0 tany cot 0 + ROTSRY
sin 6
- —v*sinf .
elde edilir. Bu denklemde, 7 = U—i\m yerine yazilirsa,
v
v'E* = — — 0 tanycot § — w
elde edilir. O halde
—6'(1 6)t * s
VR ok = ( +,COS ) tany — 27 —vkve v*K* = —y — 0" tan~ycot § — pY sy
sin 0/ A
denklemi dikkate alinirsa
—0'tany (1 — cosf)v*sin-y
— — Y — VK= —
sin 6 7 A
burada « yerine yazilirsa
O (v —v)
= (Vv —vV)cCoSs
sin 6 T
(v* —v)cosy = X esitliginden
N
sinf
1 —cosf
\ = COS

sin @
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elde edilir. B* = (sinfsin~y) T+ (—sinfcosy) N + (cosf) B denkleminin tirevini

alinirsa.

v*7T*N* = (6 cosfsiny) T+ (7' sin6 cosy) T + sin 6 cos yokT (4.11)
—6" cos § cos YN + ~' sin 0 sin YN — (cos §) v7IN+ (sin 6 sin ) v&IN

—0'sin B — v7 sin  cos YB
olur. (4.11) denkleminin her iki tarafini tarafi B ile i¢ carpimi alinirsa,
(N*,B) = cos~ysinf

esitligi alinirsa,

v*7* cosysinf = —6' sin — v sin 0 cos y
olur, buradan da
. 0 + vt cosy
v* cosy
elde edilir. 7 = #i\mg esitligi yerine yazilirsa,

A0 — v* sin 6 cos y

Av* cos 7y
. o' sin 0
T = -
v* cos Y A
elde edilir. O

4.4, Oskilator Dizlemde 0 ve v Agilarinin Ozel Durumlarinin Incelenmesi
4.4.1. 6 ve~ sabit olmama durumu:

{G,G*}, (a,b) arahginda tanimlanmis bir oskilator egri ¢ifti olsun. G ve G* egrilerinin

karsilikli binormalleri arasindaki agi 6 # 0, v # 0 ve v # /2 ise

G =G+ (1_—(3089 + c> ((cos7y) T+ (siny) N)

sin 6
elde edilir. G ve G* egrilerinin (4.6) ve (4.8) denklemlerinden egrilikleri ve burulmalari

asagidaki sekilde yazilir (Celik ve Ozdemir 2022).

/

—v*sinf * 0 sin 0
7' = —— T = —: —
v v* cos 6 A
(v—v* cos f) siny 'y,)\ ! 6 1 [%
— U= - *x — _ Y U _ 1=cosb
K= Y K= — pe tan vy cot o siny
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4.4.2. 0 sabit ve ~ sabit olmama durumu:

0 sabit v # 0 ve v # m/2 olsun. Ayrica A\ = =¢%f 4 ¢ oldu§undan \" = 0 olur

ve buradan \' = (cos~) (v* —v) oldugundan v* = v elde edilir. O halde (4.6) ve

(4.8)denklemlerinde yerine yazilirsa,

elde edilir. O halde
T=7"Vek=~r"+ (1 —csinf)siny

buradan G ve G* egrileri oskulator dizlem Uzerinde Backlund egri cifti olur (Celik ve
Ozdemir 2022).

f = 0 ve v sabit olmama durumu:
0 = 0ise p = 1 — cosf esitliginden = 0, A = =552 4 ¢ oldugundan \ = 0 ve

v = v* elde edilir. O halde (4.6)ve (4.8)denklemlerinde yerine yazilirsa

T=0 7" =0

¥ 3 _l /
K/:(U v*)siny—y A H*:—l*
VA v

elde edilir. Buradan 7 = 7 = 0 ise G ve G* eQrileri oskilator diizlem (zerinde birer
dizlemsel egri olur.

Ayrica =0, \ = 0 ve v = v (4.7)’dan olur ki

0 = —A (’yl + UK) sin y

0 = A (7, +v/£> COS 7y

yukaridaki denklemlerden 0 = X veya 4" = —uvx elde edilir. Buradan 0 = \ demek

G = G* anlamina gelir. 0 # X olursa G ve G* egrilerinin egrilikleri

seklinde elde edilir (Celik ve Ozdemir 2022).
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4.4.3. 0 ve~ sabitolmadurumu:

(4.6)ve (4.8)denklemlerinde hem ¢ ve hemde ~ sabit ve v # /2 ise

__ —siné x __ _ sin@
T=7x =T
__ psinvy * __ _ psiny
k== Kk = )
elde edilir. Buradan
, —sinf ., psiny
T=T7T = Ve Kk = —K =
A A

elde edilir. Eger 6zel olarak v = 0 ise kK = —x* = 0 elde edilir. Bu da G ve G* egrilerinin

oskilatér duzlem tizerinde dogru ¢ifti oldugu anlamina gelir (Celik ve Ozdemir 2022).

0 sabit ve v = 7 /2 olma durumu:
Eger 6 # 0 sabit ve v = m/2 ise X' = (cosv) (v* —v) = 0 olur. Bu ise A nin sabit

olmasi demektir ve asagidaki denklemi yazabiliriz

G"'=G+ AN

(4.1) ve (4.3) esitlikleri dikkate alinirsa

v*T* = (v — vrA) TH+vATB

T cos) 0 —sinf T
N* | = 0 1 0 N
B* sinf 0 cos# B
elde edilir.
o — v—v;;ose ot — UCOE*G)\—’U*

i. Bertrand egrilerinin burulmalarinin i¢ carpimlari sabittir

. sin®0
TT = Ve
ii. Bir egri Bertrand egrisi ise a,b € R/ {0} i¢in ax + br = 1 olmalidur.
KA —1

cotf = < KA — (Acotf) T =1

T

buradan a = A ve b = —\cot @ elde edilir.
O halde G ve G* egrileri oskulator dizlem Gzerinde Bertrand egri cifti olur (Celik ve

Ozdemir 2022).
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0 = 0 ve v sabit olma durumu:
6 = 0ise u = 1 — cosf esitliginden . = 0, A = =% 1 ¢ oldugundan X' = 0 ve

sin 0

v = v* elde edilir. O halde (4.6)ve (4.8)denklemlerinde yerine yazilirsa

7=0 7™=0
k=0 k=0
elde edilir. Buradan 7 = 7* = 0 ise G ve G* egrileri oskilator diizlem Uzerinde birer

dogru olur (Celik ve Ozdemir 2022).
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4.5. Genellestirilmis Rektifyan Egri Ciftleri

Tanim 4.55. T2 uzayinda verilen G ve G* egrilerinin karsilikli noktalari birebir eslenecek
sekilde,
G (s) =G (s) = AU (s)

olsun. Eger, U vektorii, G ve G* egrilerinin rektifyan diizlemlerinin kesisim dogrusu
uzerinde bulunan ve her iki egrinin de karsilikli noktalarindaki teget vektor alanlariyla
~ aglsi yapan bir vektor ise, G egrisine rektifyan egrisi, G* egrisine rektifyan es egrisi,

{G, G*} egri ciftine de rektifyan egri ¢ifti denir.

Bu bélimde asagidaki hususlar ele alinacaktir.
1. 0 ve  sabit olmama durumu
2. 0 sabit degil ve ~ sabit olma durumu
2.1. v = 0 olma durumu
2.2. v = w/2 olma durumu
3. 6 sabit ~ sabit olmama durumu
3.1. # = 0 olma durumu
3.2. § = /2 olma durumu
4. 0 ve ~y sabit olma durumu
4.1. 0 = 0 ve ~y sabit olma durumu (v # 0, 7/2)
4.2. 0 = 0ve ~ = 0 olma durumu
4.3.0 = 0ve~y = /2 olma durumu
4.4, 0 = /2 ve ~ sabit olma durumu
4.5. 0 = /2 ve v = 0 olma durumu

4.6. 0 =m/2ve~ = m/2olmadurumu

Teorem 4.56. {G,G*}, (a,b) arahiginda tanimlanmisg bir rektifyan egri cifti olsun. G (s)
egrisinin teget vektor alani T (s) ve binormal vektdr alani B (s) olmak Uzere, bu iki egri

arasinda uzaklik fonksiyonu, A (s) € R\ {0} olmak tzere,
G*(s) = G (s) + A(s) ((cos (5)) T (s) + (siny (s)) B (s))

denklemi yazilir. v (s) = [|G’ (s)|| ve v* (s) = ||G* (s)|| olmak Uzere, G ve G* egrilerinin
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karstlikli noktalari arasinda

(cosy (s)) (v (s) —v (s)) = X' ()
denklemi yazilir.

Ispat {G,G*} bir rektifyan egri cifti olsun. O halde u(s) = G* (s) — G (s) vektori,
egriler boyunca T (s) ve T* (s) teget vektor alanlariyla v (s) agisi yapar. Diger yandan,

u (s) vektorinun rektifyan dizlemde bulundugu goz éniine alinirsa,
u = (cosy) T+ (siny) B
olmak tzere,
G =G+ A((cosy) T + (sinvy) B)

yazilir. Bu denklemin s’ye gore tirevini alalim. Frenet formllerinden,

v'T* = uT 4 A (cosyT+ sinyB)+A(—7 sinyT (4.12)
+ cos y(vEN)+7 cos YB+ sin y(—vrN)) (4.13)
v'T* = (v+ A\ cosy — Ay siny)T
(Avk cosy — AvTsiny)N

(A siny + Ay cosy)B
olur ki, denklemin her iki tarafin u vektord ile i¢ carpimi alinirsa,

v cosy = (v+ N cosy— Ay sin~y)cos
gl ( ¥ — Ay sinvy) cosvy

()\/ sinvy + Ay cos~y)siny

v cosy = wcosy+ N (4.14)

!

(v* —v)cosy = A
elde edilir. O

Sonug 4.57. v # w/2 olmak Uzere, G ve G* egrilerinin karsilikli noktalari arasindaki

uzakhgin sabit olmasi icin gerek ve yeter sart v* = v olmasidir.
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Sonug 4.58. Egri boyunca v = /2 ise,(4.14) denkleminden \" = 0 olur. O halde, G ve

G* egrilerinin karsilikli noktalari arasindaki uzaklk,
d=1G"(s) =G (s)| = Al

egriler boyunca sabit olur. Fakat bu v* = v oldugu anlamina gelmez.

4.6. (G, G* Rektifyan Egrilerinin Frenet Catilari Arasindaki Baginti
Teorem 4.59. {G,G*}, (a, b) arahiginda tanimlanmis bir rektifyan egri cifti,
G =G+ A((cosy) T + (sinvy) B)

denklemi ile ifade edilsin. G (s) egrisinin Frenet vektor alanlari T, N, B ; G* egrisinin
Frenet vektor alanlari da T*, N*, B* olsun. 6, egrilerin karsilikl normalleri arasindaki

acl olmak tzere, 4y = 1 — cos 6 ise

T 1 — psin®y —sinvysin@ psin~ycosy T
N*| = | sinfsiny cos f) —sinfcosy | |N (4.15)
B* pusinycosy cosysin@ 1 — pcos?y B

denklemi yazilir.

Ispat u = (cosy) T + (sin~y) B vektor alani rektifyan diizlemde yer aldigindan, N ve

N* normal vektorlerine diktir. O halde,
v=Nxuvev =N*xu

vektorel carpimlar yardimiyla elde edilen ¥ ve v'* vektor alanlari da, egrilerin kendi

rektifyan diizlemlerinde yer alir. Ayrica, G* (s) ve G () egrileri igin,
{u,v*N*} ve {Uu,V N}

kiimeleri birer ortonormal catidirlar. Buradan,

u cosy sinvy T
_ (4.16)
—) .
% —siny cosvy B
ve i B o
ﬁ .
u COos sin T
_ T (4.17)
7k : *
Vv —siny cos~y B
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denklemleri yazilir. Bir bagka taraftan, N*, ¥*, N, ¥ vektorlerinin tamami u’ vektoriine

dik oldugu icin, ¥* ile ¥ arasindaki agl 6 olmak (izere, (4.16) kullanilirsa,

V* = (cosf) V + (sinf) N

= (cos®) (—sinyT 4 cosyB) + (sinf) N

= (—cosfsiny) T+ (sinf) N + (cosf cosy) B
N* = —(sinf) vV + (cosf) N

= —(sinf) (—sinyT + cosyB) + (cos ) N

= (sinfsinvy) T+ (cos§) N + (—sinfcosvy) B

elde edilir. Buradan, yine (4.16) ve (4.17) kullanilarak,

T _ | cosy —sinvy 1 [ u
B* N siny  cosvy v
B _0057 —sin’y_ i (cosy) T + (siny) B
N siny  cosvy (cosf) V + (sin) N
B | cosy —siny 1 (cosy) T + (siny) B
N siny  cosvy (—cos@sin~y) T+ (sin#) N + (cosf cosy) B

(cos2 4+ cos 6 sin® 7) T — sin 7y sin {N+ (cos 7y sin y— siny cos f cosy) B

(siny cos y— cosy cos 0 sin y) T+ (cos ysin ) N+ (Sin2 A+ cos 0 cos? 7) B

olur. Sonug olarak, T*, N* ve B* vektorlerini T, N, B cinsinden

1 —p=-cosf
olmak uzere,
T 1 — psin?y —sinysing psinycos~y T
N* | = sin 6 sin 7y cos — sinf cosy N
B* psinycosy cosvysinf 1 — pcos?y B
elde edilir. Buradan, N ve N* arasindaki acinin da 6 oldugu gorulir. O
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4.7. G Rektifyan Egrisinin Egriligi ve Burulmasi

Teorem 4.60. {G,G*}, (a,b) araliginda tanimlanmis bir rektifyan egri ¢ifti olsun. ~ #

0,7 /2 olmak Uzere,
G =G+ A((cosy) T + (siny) B)

denklemi ile verilsin. G (s) egrisinin egrilik ve burulmasi « ve T olmak Uzere,

v* sin f tan y

o (4.18)
T = Kkcoty + Lsiné

K =Ttan~y —

esitlikleri saglanir.
Ispat
G* =G+ X((cosv) T + (sinvy) B)
denkleminin ttrevi alinirsa
v*T* = vT+ A ((cosy) T + (sin~y) B)
+A (7/ (siny) T + (cosv) (vkN) + v (cosy) B+ (sin ) (—UTN)>
v'Tr = (v + X cosy + Ay sin 7) T
(MK cosy — AuTsiny) N
()\/ siny + )\’yl cos 7) B
esitligi ile,
T* = (1 — psin®~) T— (sinvsin ) N+ (usinycosv) B

esitligi karsilastirilirsa,

v* (1 — psin® 7) = (U + X cosy 4+ Ay sin *y) (4.19)
—v* (sinysinf) = (Avkcosy — AvTsiny)
—v* (psinycosy) = <)\/ siny 4+ Ay cos ’y)

esitlikleri elde edilir. Buradan

—v* (sinysinf) = (Avkcosy — AvTsiny)
v*sin 6
T = kKcoty+
Av
elde edilir. 0
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Onteorem 4.61. Herhangi bir rektifyan egri ifti icin,

T 1 — psin®y —sinvysin@ psin~ycosy T
N* | = sin  sin y cos 0 —sin 6 cosy N |,
B pusinycosy cosvysinf 1 — pcos?y B

matris esiliginden,

T 1 — psin?y  sinfsiny  psinvycosvy T

N | = | —sinysinf cos 0 cosysin f N*

B psinycosy —sinfcosy 1— pcos?y B
elde edilebilir.

1 — psin?y —sinysing psinycos~y
Ry = sin 6 sin 7y cosf —sinfcosy

psinycosy cosvysinf 1 — pcos?y

matrisi, W = (cos~, 0,sin~y) vektdril etrafinda, @ agisi kadar déndirren dénme matri-

sidir. D6nme matrisine karsilik gelen birim kuaterniyon ise

0
q=cosy +isin§cosv+ksin§sinfy
seklinde elde edilir.

Ispat Donme matrisine karsilik gelen birim kuaterniyon ¢ = ¢; + ¢oi + ¢sj + quk

G+@E—E—¢  20u+20p3 200+ 200
R = 20104 + 20203 G- B+ G — G 2142 + 2¢3¢a
—2q1q3 + 2q2q4 212 + 203004 @1 — @ — @3+ @

q1 # 0 ise,
@ = i (14 Ry + Roz + Rss) ,
42 = 4%1 (R3z — Ra3),
g3 = —4%11 (Ri3 — Ra1)
qs = 4%]1 (R21 - R12)
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buradan yukaridaki esitlikleri kullanarak (Arribas vd. 2006)

0 0 0
Q= j:cosi, G2 :sin§cos% g3 =0, q4 = sinfysin§

elde edilir. O

Sonug 4.62. 3 boyutlu Oklid uzayinda verilen bir R dénme matrisi igin, dénme ekseni 1

Ozdegerine karsilik gelen 6zvektor, ¢ donme agisi da

trR—1
2

cost =

esitligi ile belirlidir. Buna gore,

1 — psin®?y —1 — pcos?y 4 cosf + 1
2

cost =

1 —p+cost
2
= cosf

bulunur (Ozdemir 2020).

Teorem 4.63. {G,G*}, (a,b) araliginda tanimlanmis bir rektifyan egri ¢ifti olsun. ~ #
0,7/2 olmak Uzere,
G =G+ A((cosy) T + (siny) B)

denklemi ile verilsin. G* (s) egrisinin egrilik ve burulmasi x* ve 7* olmak uzere,

o, !
m*z%(un—@ smv—%)
X ) o (4.20)
* 1 . e sin
= (m' 0 cosvy + _usine )

esitlikleri saglanir. Ayrica ¢ € R, 6 ve X uzaklk fonksiyonu olmak tzere

v* (14 cos @) sin~y
7

A= —
esitligi yazilr.

Ispat
T* = (1 — psin®~) T— (sinvsin ) N+ (usinycosv) B
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denkleminin tlirevi alinirsa

VR'NY = — (ul sin?~ + 2 sin vy cos 7) T+ (1 — psin® fy) vkN
— <7, cosvysinf + 6 sin~y cos 9) N-— (sinysinf) (—vsT+vTB)

+ (,u/ sin~y cosy + 7 pcos? v — ~ psin’ 7) B+ (psin~ycosy) (—vrN)

ve dizenlenirse,

v'R*NT = — (,u/ sin? v 4 4 pusin 2y — vk sin v sin 9) T

(4.21)

+ (Uli — pwksin®y — ' cosysin 0 — 0 sin 7y cos @ — pvT sin vy cos 7) N

+ <—U7‘ sinysinf + p sinvy cosy + 7 prcos? vy — ~ psin’ 7) B
olur. Bu (4.21) denkleminin her iki tarafini T ile i¢ carpimi alinirsa,
(N*, T) =sin~ysin#6

esitligi alinirsa,

v R sinysing = —pu sin?~y — 4 psin 2y + vk sin vy sin 6
.o » 29 picosy
V'R = vk —#0 siny — ————.
sin 6

elde edilir. Eger, (4.21) denkleminin her iki tarafini B ile i¢ carpimi alinirsa,
(N*,B) = —sinf cos~y

esitligi alinirsa,

. . . ! .
—v*K"sinfcosy = —wrsinysinf + p sinycos-y

+7,u cos® 7y — ’ylu sin?

= vrtany — @ siny —
UV K UT tan vy Sin 7y sin 0 sin
elde edilir. Eger, (4.21) denkleminin her iki tarafini N ile i¢ carpimi alinirsa,

(N*,N) = cosf
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esitligi alinirsa,

V'K cos® = vk — poksin®~y — ' cosysinf (4.25)

—6' sin v cos ) — puT sin -y cos 7y (4.26)
. % vk — pksin? y — poT siny cos y / o
VKT = — v cosytanf — @ sin~y
cosf
(4.22)ve (4.23) esitliginden
27 11 cos y v pecosy v psinytan-y
VK — ———— = wTtanvy —

sin 6 sin 0 sin 6

vk sin 6 — 7/ucosv = wvTtan~ysinf —i—vl,usinvtanv

T = kcoty + Y12 esitligi denklemde yerine yazilirsa

v*sin 0

vksinf = v</<ocot7—|— )tanysin&

—l—vl,usinvtanv + 7/,u cos 7y
v*sin? f tan v /

vksinf = wvksinf + 3 4+~ wsinytany + 4 pcosy
: . v*sin? 6 ;[ sin? 7y + cos? v*sin? @
—yptany —qpcoty = o= = =y — =
COS 7y siny cos y A cos 7y
/ 1 v* sin? 0
—v | < = ——
sin 7y A
N = v* (1 + cos ) siny
v
elde edilir. (4.22) esitligi incelenirse
. % ;o 27’/,4 COos Yy
v'RY = vk—0 siny — ——
sin 0
. vk — 6 siny 27 pcosy
kY = - ,
v¥ v* sin 6
. 1 ( ;L 27 1 cosv)
K = —|(vk—0siny — ———
v* sin 6
elde edilir. B*In turevi alinirsa
—v*T"N* = (,u/ sinvy cosy + v pcos® vy — 4 psin? fy) T+ (psinycosvy) vkN

+ (—”yl sin y sin 6 4 6 cos y cos 9) N+ (cosysinf) (—vsT + v7B)
- (—,u, cos® v + 29 psiny cos 7) B+ (1 — pcos®v) (—vrN)
—v*T*N* = (,u/ sin vy cosy + 7 f1cos 2y — vk cos v sin 0) T
+ (vmu sin~ycosvy — 7 sinvysinf + 0 cosy cos § — vT + VT cos? fy) N

+ (UT cosysinf — ul cos® 7y + ”ylu sin 27> B
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denkleminin her iki tarafi B ile i¢ carpimi alinirsa (N*, B) = — sin 6 cos «y oldugundan
v*7*sinfcosy = vrcosysing — p cos?y + psin 2y
. vrsinf — p' cosy 4 2 psiny
T =
v* sin 6
1 : 27 jusi
T = —(UT—9 cosv—i——v'l,LSIIlW)
v* sin
esitligi elde edilir. O

4.8. Rektifyan Dizlemde 6 ve v Agilarinin Ozel Durumlarinin Incelenmesi
4.8.1. 0 ve ~ sabit olmama durumu:

{G,G*}, bir rektifyan egri ¢ifti olsun. G ve G* egrilerinin kargihkl normalleri arasindaki

aclg £0vey #£0,v#m/2ise

v* (1 + cos ) siny
Y

elde edilir. (4.18) ve (4.20) denklemlerinden G ve G* egrilerinin egrilikleri ve burulmalari

G* =G+ (— ) ((cosy) T+ (sin~) B)

asagidaki sekilde yazilir.

!
* s 1 I 27 pcos
Kk = Ttan~y — Lsndtany /i*:v—*(v/-i—e siny — LR 7)

v sin 6
!
_ v* sin @ * 1 _ 2y psiny
T = Kcoty + TN = <UT 0 cosy + L=

4.8.2. 0 sabit degil ve v sabit olma durumu:

{G,G*}, bir rektifyan egri cifti, G ve G* egrilerinin karsilikli normalleri arasindaki ag!
0#0very#0,v#m/2ise

G* =G+ ((cosvy) T+ (siny) B) (4.27)

elde edilir. (4.19) denkleminden

+ v (1l —cosf)cos A

\ = (4.28)
cos 6
ve G ve G* egrilerinin egrilikleri ve burulmalar
m:Ttanv— v* sin f tan y T:IiCOt’y—l—v*Sine
A A (4.29)

K= Ui <U/€ — ¢ sin*y) T = Ui <’UT — ¢ COS’y)

elde edilir.
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~ = 0 olma durumu:
Eger v = 0 ve 6 sabit degil ise (4.15) G (s) egrisinin Frenet vektor alanlari T,N, B ;
G* egrisinin Frenet vektor alanlari da T, N*, B* olsun. @, egrilerin karsilikli normalleri

arasindaki agi olmak Gzere, 4 = 1 — cos 6 ise

T 1 0 0 T
N*| =1 0 cosf —sind N (4.30)
B* 0 sinf cosf B

elde edilir.

(4.28) denkleminde v = 0 esitligi yerine yazilirsa

+ v (1—cosb)

A = (4.31)

cos 6

elde edilir.
(4.29) denkleminde v = 0 esitligini yerine yazarsak G ve G* egrilerinin egrilikleri ve

burulmalari

P 1% (m_ _ 0 cos 7) (4.32)

elde edilir.

~ = /2 olma durumu:
Eger v = 7/2 ve 6 sabit degil ise (4.15) G () egrisinin Frenet vektor alanlari T, N, B
; G* egrisinin Frenet vektor alanlari da T*, N*, B* olsun. 6, egrilerin karsthkli normalleri

arasindaki ag1 olmak uzere, u =1 — cos 6 ise

T cosf) —sinf 0 T
N*| = | sinf cosf 0 N (4.33)
B* 0 0 1 B

elde edilir. Eger v = 7/2 ve 0 sabit degil ise (4.27)denkleminden
G"=G+ )\B
elde edilir. Bu esitligin turevi alinirsa
v*'T* =vT + A (—vrN)
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olur ve bu esitligin N ile i¢ carpimi alinirsa (T*, N) = — sin ¢ oldugundan
—v*sinf = —Aurt
~ v*sinfd
T Av
elde edilir.

(4.28) denkleminde v = /2 esitligi yerine yazilirsa
A =0 (4.34)

elde edilir.

(4.29) denkleminde v = /2 esitligi yerine yazilirsa G ve G* egrilerinin egrilikleri ve

burulmalari
K K*UZ+QI = v*;i}n@
, . (4.35)
K* = vn—*e T = sin @
v A
elde edilir.

4.8.3. 6 sabit ve v sabit olmama durumu:

{G,G*}, bir rektifyan egri cifti, G ve G* egrilerinin karsilikli normalleri arasindaki agl
0#0very#0,v#m/2ise

v* (1 + cos @) sin~y
oy

G =G+ (— ) ((cos7) T+ (sin) B)

elde edilir. G ve G* egrilerinin egrilikleri ve burulmalari

I
* g 1 2 cos
= Tty — g = (o - 2ige)
LD 1 o (4.36)
— v*sing * 1 2y psiny
T = Kcoty+ o TN == (vT—f— o~ )

elde edilir.

6 = 0 olma durumu:
Eger 6 = 0 ve ~y sabit degil ise (4.15) G (s) egrisinin Frenet vektor alanlari T,N, B ;

G* egrisinin Frenet vektor alanlari da T, N*, B* olsun. 6, egrilerin karsihikli normalleri
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arasindaki ag1 olmak uzere, = 0 ise

T* 1 001||T
N*|=|010]|N (4.37)
B* 001]||B

elde edilir.

Eger 6 = 0 ve  sabit degil ise (4.19) denkleminden

)= (v —v*)siny
’}//

elde edilir
G* = G+ ((cosy) T*+ (siny) BY)

denklemin tirevi alinirsa

v'T* = oT + X ((cosvy) T#+ (sin ) B*)

+A (—’yi sin yT*+ cos v k*N* + ~ cos vB* — sin ’)/U*T*N*>

olur. Bu denklemin N* ile i¢ carpimi alinirsa

0 = A(cosyv"k" —sinyv*7™)
* : *
cosyK® = sinyr
kK" = 7 tan~y

elde edilir. O halde # = 0 ve ~ sabit degil iken G ve G* egrilerinin egrilikleri ve burul-
malari
k=Ttany K*=7"tan
7 v (4.38)
T=kKcoty 7%=K"cotvy

elde edilir.

0 = m/2 olma durumu:
Eger 0 = 7/2 ve  sabit degil ise (4.15) G () egrisinin Frenet vektor alanlari T, N, B

; G* egrisinin Frenet vektor alanlar da T*, N*, B* olsun. 6, egrilerin karsihkli normalleri
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arasindaki ag1 olmak uzere, = 1 ise

T cos? —siny  sin-ycos?y T
N*| = sin 7y 0 — Ccos N (4.39)
B* sinycosy cosysinf  sin®«y B

elde edilir.
Eger (4.36) denkleminde 6 = /2 yerine yazarsak ve ~ sabit degil ise G ve G*

egrilerinin egrilikleri ve burulmalari

k= Ttany — ' tany f\im K* = Ui (vm — 27' cos 7) (4.40)

*

T:I{COt’y—f—K—:} T :vi*(quLQv/sinv)

elde edilir.

4.8.4. 0 ve~ sabitolmadurumu:
{G,G*}, bir rektifyan egri ¢ifti, G ve G* egrilerinin karsilikli normalleri arasindaki agi 6
sabit 6 # 0 ve ~y sabit v # 0,y # 7/2 ise

v* (1 + cos @) sin~y
o

G =G+ (— ) ((cosy) T+ (sinvy) B)

elde edilir. G ve G* egrilerinin egrilikleri ve burulmalari

. __ v*sinftanvy * __ UK

K = Ttanvy K = (4.41)
= v* sin 0 * __ Ut

T = Kcoty+ —, TN = %

elde edilir.

6 = 0 ve -y sabit olma durumu (y # 0, 7/2):
Eger & = 0 ve v sabit ise (4.15) G (s) egrisinin Frenet vektor alanlann T,N,B ; G*
egrisinin Frenet vektor alanlari da T* N*, B* olsun. 6, egrilerin karsilikli normalleri

arasindaki agi olmak Uzere, 1 = 0 ise

T* 100]|T
N|=]010]|N (4.42)
B* 001]||B

elde edilir.
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Eder 0 = 0 ve v # 0, 7/2 sabit ise (4.19) denkleminden X" = Oelde edilir. O halde X

sabittir.

G* = G+A((cosvy) T"+ (sinvy) B¥)

v*'T* = T+ 4 A(cosyw* k" —sinyv*r*) N*

olur. Burada denklemi T ile i¢ carpimini alirsak (T*, T) = 1 oldugundan

elde edilir. G ve G* egrilerinin egrilikleri ve burulmalar

k=Ttany K'=kK
*

T=Kcoty T =7

elde edilir.

= 0 ve v = 0 sabit olma durumu:

(4.43)

Eger 0 = 0 ve v = 0 ise (4.15) G (s) egrisinin Frenet vektor alanlart T,N,B ; G*

egrisinin Frenet vektor alanlari da T, N*, B* olsun. @, egrilerin karsilikli normalleri

arasindaki ac1 olmak uzere, = 0 ise

T 1 00 T
N“l=10120 N
B* 0 01 B

elde edilir. O halde N* = N olur.
Eger 6 = 0 ve v = 0 ise (4.19) denkleminden

Mk = 0

!

A = v —w

elde edilir.O halde \ # 0, v # 0 oldugundan x = 0 elde edilir.
Eger 6 = 0 ve v = 0 ise (4.27) denklemi
G" = G+AT
v*T* = 0T + X T+ wsN
T™ = T

o1

(4.44)



BULGULAR VE TARTISMA 0. GELIK

olur. yukaridaki esitligin ttrevi alinirsa
v'k*N* = ovkN
v'k*NT = 0
olur ve bu denkleminin N ile i¢ carpimi alinirsa
K*=0

elde edilir. O halde G ve G* egrilerinin egrilikleri ve burulmalari

(4.45)

TN=1T

elde edilir. O halde G ve G* egrileri rektifyan diizlemde birer dogruyu ifade eder.

0 = 0 ve v = /2 sabit olma durumu:
Eger 6 = 0 ve v = 7/2 ise (4.15) G (s) egrisinin Frenet vektor alanlart T,N, B ;
G* egrisinin Frenet vektor alanlari da T*, N*, B* olsun. 6, egrilerin karsilikl normalleri

arasindaki agl olmak Uzere, = 0 ise

T* 1001 |T
N|=1]010]||N (4.46)
B* 001/ |B

elde edilir.

Eger 6 = 0 ve v = 7/2 sabit ise (4.19) denkleminden

A =0
N o= v —w
vt o= w
ve
AT =0

elde edilir.O halde A\ # 0, v # 0 oldugundan 7 = 0 elde edilir.

Eger 6 = 0 ve v = /2 sabit ise G ve G* egrilerinin egrilikleri ve burulmalari
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K=~k
(4.47)
7=0 7=0

elde edilir. O halde G ve G* egrileri rektifyan diizlemde paralel egrileri ifade eder.

0 = m/2 ve v sabit olma durumu(y # 0, v # /2):
Eger 6 = 7/2 ve v ise (4.15) G (s) egrisinin Frenet vektor alanlari T,N,B ; G*
egrisinin Frenet vektor alanlari da T*, N*, B* olsun. 6, egrilerin karsilikli normalleri

arasindaki agi olmak Uzere, = 1 ise

T 0 —sinvy sinycosvy T
N*| = siny 0 —Cos 7y N (4.48)
B* sinycosy cos?y sin? y B

elde edilir.
Eger 0 = 7/2 ve v # 0,7/2 sabit ise (4.41) denkleminden G ve G* egrilerinin egri-

likleri ve burulmalari

o _ v'tanvy * __ VK
K = T tan~y o K = (4.49)
T = Kcoty + - TN= 77

elde edilir.

0 = 7 /2 ve v = 0 sabit olma durumu:
Eger 6 = w/2 ve v = 0 ise (4.15) G (s) egrisinin Frenet vektor alanlari T,N,B ;
G* egrisinin Frenet vektor alanlari da T*, N*, B* olsun. 6, egrilerin karsilikli normalleri

arasindaki agl olmak Uzere, = 1 ise

T 10 0 ||T
N*|=]00 —-1]||N (4.50)
B* 01 0 ||B

elde edilir. O halde —B = IN* ve B* = IN olur. M egrisinin M (s) noktasindaki normal
vektoriinun dogrultusu ile, M* egrisinin M* (s) noktasindaki binormalinin dogrultusu

ayni ise, M egrisine Mannheim egrisi, M* egrisine de M egrisinin Mannheim es egrisi
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denir. { M, M*} egri ¢iftine de Mannheim egri ¢ifti denir. O halde bu 6zel hal Mannheim
egri ciftlerine benzemektedir.

Eger 6 = /2 ve v = 0 sabit ise (4.19) denkleminden
N =v =0

olur. EGer = w/2ve vy =0 ise

k=0 (451)

denklemleri elde edilir.

0 = m/2 ve v = 7/2 sabit olma durumu:
Eger 0 = 7/2 ve v = w/2 ise (4.15) G (s) egrisinin Frenet vektor alanlari T,N, B ;
G* egrisinin Frenet vektor alanlari da T*, N*, B* olsun. 6, egrilerin karsilikli normalleri

arasindaki agi olmak uzere, u = 1 ise

T* 0 -1 01| |T
N|=1|1 0 0] |N (4.52)
B* 0 0 1| |B

elde edilir. Buradan N* = T elde edilir.
Eger 0 = w/2 ve v = /2 sabit ise (4.19) denkleminden

—v* (usinycosy) = <)\, siny 4+ My cos 7)

!

A =0

elde edilir. O halde )\ sabittir.
Eger = w/2 ve v = 7/2 sabit ise

v (4.53)

elde edilir. O halde G ve G* egrileri rektifyan diizlemde birer dlzlemsel egri olur.
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5. SONUCLAR

Bu tezin amaci, diizlemde daha 6nce tanimlanmis olan paralel, involut, evolit, pedal,
egrileriyle Oklid uzayinda tanimlanan Bertrand, Mannheim ve Backlund egri ciftlerinin
oskulator ve rektifyan dizlemlerinin kesisimleri Gizerinde tanimlanip genellestirilmis bir
formaliind elde edilmistir.

Oskilator diizlemlerinin kesisimlerinin karsilikli noktalarindan gecen {G, G*} egri

ciftinin tegetlerinin yaptigi aci v ve karsilikli binormallerinin yaptigi aci 6 olmak tzere;

¢ sabit ve  sabit degil = {G,G*} Backlund egri ¢ifti
6 sabitve y =0 = {G,G*} Dogru
0 sabit (0 #0) vey=7% = {G,G*} Bertrand egri ¢ifti
0 = 0 ve  sabit degil = {G,G*} Duzlemsel egri
0 = 0 ve ~y sabit = {G,G*} Dogru
0 ve ~y acilarinin 6zel durumlarinda yukaridaki egriler elde edilmigtir.
Rektifyan dizlemlerinin kesisimlerinin karsilikli noktalarindan gecen {G, G*} egri

ciftinin tegetlerinin yaptigi aci v ve karsilikli binormallerinin yaptigi aci 6 olmak tzere;

0=735vey=0 = {G,G*} Mannheim egri Gifti
0=5vey=73 = {G,G*} Duzlemsel egri
0=0vey=7 = {G,G*} Paralel EQri
0=0vey=0 = {G,G*} Dogru

0 = 0 ve  sabit = {G,G*} Helis egri cifti

6 ve ~ acilarinin 6zel durumlarinda yukaridaki egriler elde edilmisgtir.
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