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OZET
HIBRIT SAYILAR VE BAZI GEOMETRIK UYGULAMALARI
Iskender ©ZTURK

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof.Dr. Mustafa OZDEMIR

Haziran 2023, 109 sayfa

Bu tezde hibrit sayilarin bazi geometrik uygulamalari incelenmistir. Birinci bolimde
kompleks sayilardan kuaterniyonlara kadar olan sayilarin tarihi ve 6zellikleri hakkinda
kisa bir bilgi ve tezin ana hatlari verilmistir. 1kinci bolimde, 2 boyutlu sayi sistemleri olan
kompleks, hiperbolik ve dual sayilarin genel 6zellikleri ve hibrit sayilarin 6zellikleri ver-
ilmistir. 4 boyutlu sayi sistemleri olan kuaterniyonlar ve split kuaterniyonlarin geometrik
yorumlari, E? ve E3 uzayinda donme déntsiimi matrisleri verilmistir. Ayrica bu bolimde
bir konige gdre bir noktanin inversiyonu ve Mobius dénisima tanitilmistir. Son bélimde
hibrit sayilarin geometrisi tanitilmigtir. 3 boyutlu hibrit uzay, vektorel carpim ve di-
zlem tanimi verilmigtir. Eliptik, hiperbolik ve parabolik dénme doénustimleri incelen-
mistir. Ayrica Rodrigues formili ve Cayley dénusimi yardimiyla dénme matrisleri elde
edilmistir. Hibrit sayilar yardimiyla bir noktanin bir konige gore inversi, bir konigin bir
konige gore inversi incelenmistir. Son olarak hibrit say1 elemanli 2 x 2 matrislerin deter-

minanti ve hibrit sayilar izerinde Mobius donlisum incelenmisgtir.
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ABSTRACT
HYBRID NUMBERS AND THEIR SOME GEOMETRIC APPLICATIONS
Iskender OZTURK

PhD Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR
June 2023, 109 pages

In this thesis, some geometric applications of hybrid numbers are investigated. In the
first chapter, a brief information about the history and properties of numbers from com-
plex numbers to quaternions and the outline of the thesis are given. In the second chapter,
the general properties of complex, hyperbolic and dual numbers, which are 2-dimensional
number systems, and the properties of hybrid numbers are given. Geometric interpreta-
tions of quaternions and split quaternions, which are 4-dimensional number systems, and
rotation transformation matrices in the space E* and E? are given. Also in this section,
the inversion of a point with respect to a conic and the Mgbius transform are introduced.
In the last section, the geometry of hybrid numbers is introduced. 3D hybrid space, vec-
tor product and plane definitions are given. Elliptic, hyperbolic and parabolic rotation
transformations are studied. In addition, rotation matrices are obtained with the help of
Rodrigues formula and Cayley transform. With the help of hybrid numbers, the inversion
of a point with respect to a conic and the inversion of a conic with respect to a conic were
examined. Finally, the determinant of 2 x 2 matrices with hybrid number elements and

the Mdbius transform on hybrid numbers are examined.
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ONSOz

Bu calisma esnasinda kuaterniyon ve split kuaterniyonlarin geometrik 6zellikleri, bir
konige gore inversiyon ve Mobius donlisum incelenmistir. Hibrit sayilar split kuaterniy-
onlara izomorf oldugu icin split kuaterniyonlar yardimiyla elde edilen geometrik sonucla
rin bazilari hibrit sayilar yardimiyla elde edilmigstir. Hibrit sayilarin birimleri eliptik,
hiperbolik ve parabolik birimlerden olustugundan bu birimler yardimiyla eliptik, hiper-
bolik ve dual diizlemler elde edilmistir. Bu sayede bu diizlemler Gzerindeki bir noktanin
bir elips, hiperbol veya dual cembere, parabole gore inversi alinmistir. Son olarak hibrit
sayilar Gizerinde M&bius dontgiimu incelenmisgtir.

Bu tezin hazirlanmasi esnasinda, her tirli yardim ve fedakarligi esirgemeyen, bil-
gisi, tecruibesi ve destekleri ile calismalarimda bana yol gosteren degerli danisman hocam
Sayin Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR’e en igten duygularla tesekkiirlerimi bir borg bilirim.

Bu calismami, hayatim boyunca beni maddi ve manevi anlamda destekleyip cesaret-

lendiren, basaracagima her zaman inanan aileme ithaf ediyorum.
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GIRIS I. OZTURK

1. GIRIS

Pisagor’un égrencisinin 22 = 2 denklemi ile karsilastigi o giinden beridir matematikgiler
farkli sayi kiimeleri tanimlamaya devam etmektedirler. Bu sayi kiimelerinden biri de
kompleks sayilar kiimesidir. Bu sayl kiimesinin tanimlanma ihtiyaci 2. ve 3. derece-
den denklemlerin ¢cdzimlerinde ortaya ¢ikan ve o ginki matematikgileri sasirtan bazi
denklemlerin koklerinde karekokin iginde negatif bir sayinin var olmasidir. Girolamo

Cardano (1501-1576) 23 = px + ¢ bicimindeki bir denkleme Cardono formiili olarak

2 3 2 3
R Y o A L N o i
2 4 27 2 4 27

¢Ozumunl vermistir. Bu formaliin kegfinden sonra Rafael Bombelli (1526-1572) Cardano

bilinen

fomiilinde bazi paradoksal durumlar oldugunu fark etmistir. Ornegin, 2® = 15z + 4,

denkleminin ¢éziiminde = = 4 kék olmasina ragmen Cardano formiliinden

r= {24 Vo120 4+ {2 - Vo121

koku elde edilmistir. Burada sorun +/—121 gibi bir ifadenin varligiydi. Bombelli tipki Pis-
agor’un ogrencisinin karsilastigi gibi bir durumla karsilasiimistir. Daha sonra Bombelli

bu denklemin ¢6zimuni
(2—v=1) =2 v=121ve (2+ v—1)’ =2+ V=121
esitlikleri yardimiyla
r=(2—+v-121) + (2+V-121) =4

oldugunu gostermistir. Boylece reel sayilarin kompleks sayilarin toplami ile ifade edilebil-

digini gostermistir. Cardano ve Bombelli’den sonra bircok matematikci kompleks sayilara
onemli katkida bulunmuslardir. René Descartes (1596-1650) La Géométrie adli eserinde
sanal (imaginary) terimini "Ne dogru ne de yanhs (negatif) kokler her zaman gercek
degildir; ama bazen sadece sanal." (Descartes 1637) climlesiyle ifade etmistir (Burton
2011).
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John Wallis (1616-1703) reel katsayili ikinci dereceden bir denklemin kompleks kok-
lerinin geometrik olarak nasil temsil edilecegini, Caspar Wessel (1745-1818) ve Jean-
Robert Argan (1768-1822) bir kompleks sayinin geometrik temsilinin vektdr odugunu
gostermistir. Leonard Euler (1707-1783) i = \/—1 gosterimini standarlastirmis ve bunu
2. ve 3. dereceden denklemlerin ¢ozimlerinde kullanmistir. Bu sayilarin sanal ve akla
yakin goriinmemesine ragmen hesaplamalarda kullaniimasini higbir seyin alikoyamaya-
cagini ifade etmigtir (Euler 1972). Carl Friedrich Gauss (1777-1855) kompleks say1 ter-
mini a + bi bigiminde tanitmistir. Gauss doktora tezinde cebirin temel teoreminin ispatini
verirken bu sayilari kullanmis ve boylece kompleks sayilarin taninmasina ve kompleks
say! fikrinin saglamlagmasina katkida bulunmustur (Gonzalez-Velasco 2011). Bdylece
aslinda 22 = —1 gibi reel kokii olmayan bir denklemin kompleks kdklerinin oldugu gos-
terilmistir. Aslinda bu Pisagor’un 6grencisinin karsilastigi problemin benzeri bir prob-
lemdir ve yeni bir sayi sistemi ile ¢oziime kavusmustur. Kompleks sayilarin ilk cebirsel
tanimi William Rowan Hamilton (1805-1865) tarafindan verilmistir. a+bi bigimindeki bir

kompleks sayinin (a, b) ¢ifti olarak dusuntlmesini, toplama ve ¢carpma isleminin sirasiyla
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) ve (a,b) (c,d) = (ab — cd, ad + be)

biciminde olmasini 6énermistir. Hamilton ayni zamanda 3 boyutlu bir sayi sistemi (ize-
rinde de ¢aligmis fakat bunun mimkiin olmadigini gérmistur. Bunun yerine dort boyutlu
bir sayi sistemi tanimlamak gerektiginin farkina varmis ve kuaterniyonlari tanimlamistir.

Kuaterniyonlar
a+bi+cj+dk abec,dcRvei’?=j=k*>=—1,ijk=—1

biciminde tanimlamis 4 boyutlu bir sayi sistemidir. Kuaterniyonlarin 3 boyutlu uzayda
Oteleme, yansima ve donme gibi dontsumlerin ifade edilmesinde kullaniimasi ve kiresel
geometriyle baglantisinin olmasi kuaterniyonlarin kullanim alanini genisletmistir. Ku-
aterniyonlar 6zellikle geometri, fizik, vektorel analiz, mekanik, kinematik, robot teknolo-
jisi gibi bircok alanda kullanilan bir sayi sistemidir (Ozdemir 2020).

1848°de tessarine sayilar

a+bi+cj+dk abcdeRvei’?=—1,j>?=k*=1, ijk=1
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James Cockle tarafindan tanitildi. Daha sonra tessarine sayilarin bir alt cebri olarak hiper-
bolik sayilar kiimesi tanitildi (Savi¢ vd. 2022). 22 — 1 = 0 denkleminin reel kokleri
olmasina ragmen, bu denklemi saglayan h? = 1, h # 41 6zelligine sahip bir birimin
varligi kabul edilebilir. Boylece reel sayilarin kompleks sayilar gibi bir genislemesi olan

hiperbolik sayilar kiimesi elde edilmistir. Herhangi bir hiperbolik say!
w=a+0bhabeR h*=1

biciminde yazilabilmektedir. Boylece hiperbolik sayilar P = R [h] ayni kompleks sayilar
da (C = R]i]) oldugu gibi reel sayilarin bir genislemesi olmaktadir (Sobczyk 1995).

Dual sayilar 1873’de W.K. Cliffford tarafindan tanitilmistir. E. Study tarafindan meka-
nige uygulamalari verilmistir. Bu sayilarin n-boyutlu genellestirilmesi H. Grasman tarafin-
dan verilmistir. Bu n boyutlu sayilara Grassmann sayilari denilmektedir. Kompleks ve
hiperbolik sayilar gibi dual sayilarda reel sayilarin bir geniglemesidir. Bu say1 sisteminde
e? = 0, e # 0 ozelligine sahip bir birim yardimiyla dual sayilar kiimesi tanimlanir. Her-
hangi bir dual sayi

w=a+be abeR, =0

biciminde yazilabilir (Ozdemir 2020).
Bu tezin konusunu olusturan hibrit sayilar M. Ozdemir tarafindan 2018 yilinda tanitil-
mistir. Bu sayi sistemi kompleks, hiperbolik ve dual sayi sistemlerini kapsayan bir sayi

sistemidir. Hibrit sayilar

K={q=a+bi+ce+dh:abc,deR, i*=—1,€?>=0, h? =1,
ih = —hi = +1i}

kiimesi ile tanimlanir. Bir Z = a + bi + ce + dh hibrit sayisinin normu

12)l = V2Z = \/IC(Z)] = \/]|a? + (b - o) — @ - |

dir. Bu normun kompleks, hiperbolik ve dual sayilarin norm tanimini kapsayan genel bir

norm oldugu gorulebilir. Gercekten hibridyen normdan

1. Z kompleks sayl (c = d = 0) ise || Z|| = VZZ = \/|C (Z)| = Va® + b2,
2. Z hiperbolik say1 (b = ¢ = 0) ise HZH VZ \/]C )| = Va?—
3. Z dual say1 (b=d =0)ise ||Z| = =/IC(Z)] = Va? = |q

yazilabilir (Ozdemir 2018).
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Bu calismada, hibrit sayilarin bazi geometrik uygulamalari verilmesi amacglanmak-
tadir. Bu dogrultuda

1. 3 boyutlu hibrit uzay, u¢ boyutlu hibrit uzayda vektorel ¢arpim, bu uzaydaki diiz-
lemlerin 6zellikleri, dizlemler Gzerindeki vektorlerin Lorenziyen karakterleri belirlen-
migtir.

2. Bir P duzlemi Uzerinde bulunan bir g birim timelike hibrit sayisi P duzlemi z-
erinde veya P diizlemine pseudo-ortogonal olan bir dizlem tizerinde bulunan bir p hibrit
sayisi ile carpildiginda p hibrit sayisi diizlemin orijini etrafinda dénmektedir. Ayni za-
manda qpq carpimi ile R? uzayinda dénme dontisimii gergeklestirilebilir. Timelike hibrit
sayllar eliptik, hiperbolik veya parabolik karakterde olabileceginden bu g tipteki donme
doéndstimii bu calismada incelenmistir.

3. Hibrit sayilarin bir konige gore bir noktanin inversinin alinmasinda kullanilabile-
cegi gosterilmistir. Eliptik bir duzlemde elipse gore inversiyon, hiperbolik dizlemde
hiperbole gore inversiyon ve dual diizlemde bir dual ¢cembere ve bir parabole gore in-
versiyon donusima incelenmistir.

4. Hibrit say! katsayili Mobius donusumleri incelenmigtir. SL (2,K) ile Maob (K)
arasinda grup homomorfizmi vardir. Bundan dolay1 hibrit say1 elemanh 2 x 2 matris-
lerin determinantlari incelenmistir. Hibrit sayilarla Mdbius dontgumi incelenirken 2 x 2
matrisler carpanlarina ayrilmistir. Mébius dontsimunun bir hibrit say1 Uzerindeki etkisi

incelenmigtir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Hiper-Kompleks Sayilar ve Donme D6nusimu

Kompleks, hiperbolik ve dual sayilar iyi bilinen iki boyutlu sayi sistemleridir. Ozel-
likle son yiizyilda birgok arastirmaci bu sayilarin geometrik ve fiziksel uygulamalariyla
ilgilenmektedir. Oklid diizleminin geometrisi kompleks sayilarla tanimlanabildigi gibi,
Minkowski dizleminin ve Galile dizleminin geometrisi de sirasiyla hiperbolik sayilar
ve dual sayilar ile tanimlanabilir (Yaglom 1979). Kompleks, dual ve hiperbolik sayilara
basitce hiper-kompleks sayilar denir (Brewer 2012). Kompleks sayilarin bazi geometrik
uygulamalari Ahlfors (1981) ve Yaglom ve Shenitzer (2009)’da bulunabilir. Kompleks
saytlar kiimesi

C:{x+yi:x,y€R,i2:—1}

ile tamimlanir. Bir kompleks sayl, R? uzayinda bir nokta ile eslenir. Kompleks sayi-

lar Gzerinde tanimlanan i¢ carpim islemi, z = z; + 201 ve u = u; + uoi € C olmak lizere

(,)c:CxC—-R

(z,u) = Re (Zu) = z1u; + 20us
biciminde tanimlanir. z = z; + z,i kompleks sayisinin moduli
|z| = VzZ = \/2? + 22

seklinde tanimlanir. Bir z kompleks sayisi ve birim uzunluktaki bir w kompleks sayisi igin
bu iki sayinin carpimi olan zw sayisl, z sayisini orijin etrafinda arg w kadar dondurtlmesi
ile elde edilebildigiden dolayi ¢carpma islemi geometrik olarak dénme dénistimi olarak
distinulebilir. Bagka bir deyisle |z| = |zw| oldugu icin z noktasinin |z| yarigapli cember

tizerinde hareket ettigi gorulebilir. SO (2) Oklidyen donmelerin grubu

e = cosf +isind

birim kompleks sayilarin U (1) grubuna izomorf olur (Yaglom 1968).

Hiperbolik sayilar kimesi

P:{x+yh:m,y€R,h2:l}

5
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ile tanimlanir. Bir hiperbolik say1, R? uzayinda bir nokta ile eslenir. Hiperbolik sayilar
Uzerinde tanimlanan skaler carpim islemi, u = u; + ush ve w = w; + wsh € P olmak

uzere

(, ). :PxP—R

(u,w); = Re (uw) = wiug — waus

biciminde tanimlanir. Bu skaler ¢carpim bir non-dejenere, simetrik biliner formdur. Bu
skaler ¢carpim Lorentziyen diizlemde skaler carpim olarak bilinir. Bu skaler ¢arpim pozitif
tanimli olmadigi icin hiperbolik sayilar Lorentziyen dizlemdeki gibi siniflandirilabilir.
Boylece w = x + yh € P hiperbolik sayisi |z| > |y, |z| < |y| ya da z = £y olmasina
gore sirasiyla spacelike, timelike ya da lightlike olarak siniflandirilabilir. w € P sayisinin
isareti

Ew = Sign (Ww) = sign (2% — y°)

ile gosterilecektir. Null hiperbolik sayilarin kiimesini P, ile gosterili,. w = x + yh

hiperbolik sayisinin moduli

W = Vww = /|22 — |

seklinde tanimlanir. Bir hiperbolik sayinin Lorentziyen normu onun modultdar. Hiper-
bolik sayilar kiimesi tUzerindeki ¢carpma islemi hiperbolik diizlem tizerinde alinan bir nok-
tanin orijin etrafinda donmesi icin gerekli olan dénme dontsume Kkarsilik gelir. Fakat
donme ¢emberi 22 — y? = 41 yada z = £y dir. Ayni kompleks sayilarda oldugu gibi
birim hiperbolik w sayisi ile ¢arpilan bir hiperbolik z sayisi w sayinin argimeti kadar,
orijin etrafinda ve 22 — 3> = |z| hiperbolii Gizerinde z noktasini donmektedir. Lorentziyen

dénmelerin grubu SO (1,1)
e"’ = cosh§ + hsinh 6

birim spacelike hiperbolik sayilarin grubuna izomorftur (Catoni vd. 2004; Catoni vd.
2005; Catoni 2008; Rooney 1978; Rooney 2014).

Dual sayilar kiimesi
D={z+yh:2,y eR e’ =0}

6
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biciminde tanimlanir. Bir dual sayi, Galile diizleminde bir nokta ile eslesir. Dual sayilar

tzerinde tanimlanan skaler carpim islemi, a = a; + ase ve b = by +bye € 1) olmak Uizere

()g:DxD—R

<a, b>]]]) = Re (ﬁb) = albl.
a = a; + ae dual sayisinin moduli
la] = Vaa = |a4]

formld ile verilir ve dual gcember z = =+ |ay| olur. Bir birim dual w sayisi ile garpilan
bir dual z sayisI w sayinin argumeti kadar, orijin etrafinda ve 2> = |z| dual ¢cemberi
Uzerinde hareket etmis olur. Bu ¢arpimin sonucunun dénme doéntisimu olarak yorumlan-
masinin sebebi ¢carpma islemi sonucunda |z| = |zw| olmasi, noktanin orijine uzakhginin
degismemis olmasidir. Bu dénme parabolik dénme olarak adlandirihr (Kisil 2009; Kisil
2010). Rooney (1978)’de kompleks, dual ve hiperbolik sayilarin cebirsel 6zellikleri ve
dizlemsel dontsumleri gibi geometrik yorumlar agisindan karsilastirilmasi bulunabilir.

Dual sayilar 1873’te William Clifford tarafindan tanitildi. 1903 yilinda E. Study, Ok-
lid uzayindaki iki dogru arasindaki iliskiyi belirtmek icin dual sayilari dual agilar olarak
tanimlamis ve dual birim kirenin noktalari ile Gi¢ boyutlu Oklid uzayinin yonlendirilmis
dogrulari arasinda birebir esleme oldugunu kanitlamistir (Study 1904). Dual sayilar kuan-
tum mekaniginde (Gromova 2010; Gromov ve Kuratov 2005; Gromov ve Kuratov 2006;
Hudson 1966; Hudson 2004) ve vidalarin klasik mekaniginde (Dimentberg 1978; Veld-
kamp 1976) yaygin olarak kullaniimaktadir.

Kompleks, hiperbolik ve dual sayilarin matris temsili, sirasiyla, asagida verilmistir:

. ry Yy z
Z=2+ Yyl , W=2+yh < vea=1z+ye <
-y T Yy T 0 =z

Kompleks, hiperbolik ve dual birimlerin matris temsili, sirasiyla, asagidaki gibidir:

0 1 01 0 1
i ,h Ve e «— . (2.1)

-1 0 10 0 0

Buradaki toplama ve ¢arpma islemleri matris toplama ve ¢arpma islemine karsilik geldigi

icin her bir dontsum izomorfizm olur (Lavrentiev ve Shabat 1973). Boylece kompleks,
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hiperbolik ve dual sayilarin icin Euler formillerinin matris formlar sirasiyla asagidaki

gibi yazilabilir:
cosf siné
cosf +isinf = : (2.2)
—sinf@ cosf
-cosh 6 sinh@
coshf 4+ hsinhf = , (2.3)
sinh@® cosh@
1 0
14+ =
01

Bu matrisler sirasiyla, Oklid, Lorentz ve Galile diizleminde dénme matrisleridir.
Soyut cebirde, kompleks, hiperbolik ve dual sayilar, sirasiyla 2% + 1, 22 — 1 ve 22
polinomlari tarafindan Uretilen ideal tarafindan R[z] polinom halkasinin bdlumu olarak

tanimlanabilir. Sdyle ki bu bélumler
C=R[z]/ (z?+1), P=R[z]/(2* - 1), D=Rz]/ (2?)

dir. Kompleks sayilar kiimesi bir cisim olmasina ragmen, hiperbolik ve dual sayilar
kiimesi bir halka olur. Bu (¢ say! sisteminin 6zellikleri agagida 6zetlenmistir (Ozdemir

2018).

Cizelge 2.1. Kompleks, hiperbolik ve dual sayilarin 6zellikleri

Kompleks sayilar Hiperbolik sayilar Dual sayilar
Ozellik iZ=-1 h? =1 e?=0
Eslenik z=ux—yi w =1z —yh a=ux—ye
Norm 2] = Va2 1y | |w|= /e =y |a| = ||
Geometri Oklid geo. Lorentziyen geo. Galile geo.
Cember 22 +y? =r? 22 —y? = £r? lz| =7
Donme tipi | Eliptik Hiperbolik Parabolik
Euler form. | ¢ = cos@ +isinf | e?? = cosh@ + hsinhf | e =1 + &6
Argiment | argz = arctan% argw = In % arga = %

Dual ve hiperbolik sayilar hakkinda ayrintili bilgi icin Yaglom (1979), Kisil (2012),
Catoni (2008) ve Fischer (1998) basvurulabilir. Ayrica, bu sayilarin cebirsel 6zellik-

leri ve geometrik uygulamalari Erlangen Programi arastirma makalelerinde bulunabilir
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(Kisil 2006; Kisil 2012; Kisil 2009; Kisil 2010; Kisil 2010). Ayrica Brewer, projektif
geometriye dayali yeni bir hiper-kompleks sayilarin capraz orani (cross-ratio) incelemistir
(Brewer 2012). Hiperbolik sayilar lineer olmayan diferansiyel denklemlere uygulanabilir
(Pilipchuck 2010; Pilipchuck 2011). Hiper-kompleks sayilarin bazi geometrik, fiziksel
ve cebirsel 6zellikleri ve uygulamalari vardir (Babusci vd. 2011; Borata vd. 2000; Bo-
rata ve Osler 2002; Brodsky ve Shoham 1999; Erdogdu ve Ozdemir 2016; Fischer 1998;
Gargoubi ve Kossentini 2016; Gurses ve Yice 2015; Miller ve Boehning 1968; Motter
ve Rosa 1998; Sobczyk 1995; Ulyrch 2000; Ulyrch 2007; Ulyrch 2010). Oklidyen difer-
ansiyel geometride kompleks yapi kavrami kullanilirken, hiperbolik sayilarla elde edilen
hiperbolik yapi kavrami Lorentziyen diferansiyel geometride kullanilabilir (Simsek ve
Ozdemir 2016; Simsek ve Ozdemir 2017).

Kompleks, hiperbolik ve dual sayilar sirasiyla eliptik, hiperbolik ve parabolik bilineer
formlar yardimiyla Clifford cebirleri olarak tanimlanabilir. Asagidaki 6zdesliklerle tanim-
lanan degisme 6zelligine sahip olmayan 1, eq, ey, ege; tarafindan gerilen dért boyutlu uzay
bir Clifford cebridir.

—1 , Cl(e) — eliptik durum
g =—lef=0=< 0 ,Cl(p)— parabolik durum ,epe1 + €16 = 0.
1, C¢(h)— hiperbolik durum
o = —1,0,1 varsayip, bu ug¢ cebrin herhangi biri icin C'? (o) gosterimini kullanabiliriz.
C¢* (o) nin bir alt cebiri o nin —1, 0, 1 degerleri icin sirasiyla kompleks, dual ve hiper-

bolik sayilara izomorftur. Ornegin, iki boyutlu C¢+ (—1) alt cebri {1, eqe; } ile gerilir ve

kompleks sayilara izomorftur. Clnki, ege; = i alindiginda kompleks sayilarin i? = —1
ozdesligi
iZ = (6061)2 = (eger) (ege1) = — (eper) (e1e0) = —efet = —1

seklinde elde edilebilir. Benzer sekilde C¢* (0) = D, C¢* (1) = P oldugu gorulebi-
lir (Kisil 2010).

2.2. Kompleks Sayilarin Genellestirmesi

Kompleks sayilar dizlemdeki hareketleri tanimlamada genis bir kullanim alanina sahiptir,

benzer olarak kompleks sayilarin genellestirilmesi de yuksek boyutlu uzaylardaki hareket-
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leri incelemek icin faydali olmustur. Kompleks sayilarin en tnli genellemesi kuaterniy-

onlardir. 1843’te W. R. Hamilton tarafindan
H={a=q+@i+a@i+euk:q,¢qaauck i’=57=k*=ik=-1}
ile gosterilen kuaterniyonlar kiimesi tanimlandi. 1849°da J. Cockle tarafindan
H={a=q +@i+¢i+auk:q,¢auack, = -1, =k* = ijk =1}

ile gosterilen split kuaterniyonlar kiimesi tanimlamistir (Cockle 1849). Kuaterniyonlar ve
split kuaterniyonlar sirasiyla 3 boyutlu Oklid ve Lorentz uzayindaki donme doniistimlerini
tanimlamak icin kullaniimistir (Ozdemir ve Ergin 2006; Ozdemir, Erdogdu ve Simsek
2014). Kuaterniyonlarin ve split kuaterniyonlarin geometrik uygulamalari ile genellestir-
ilmis bicimleri Ozdemir (2015), Simsek ve Ozdemir (2016), Ozdemir (2020)’de bulun-
abilir. Bu makalelerde eliptik ve hiperbolik kuaterniyonlar tanimlanmistir.

Yaglom (1963) dejenere kuaterniyonlar, dejenere pseudokokuaterniyonlar ve iki kat
(double) dejenere kuaterniyonlar olarak adlandirdigi bazi 6zel kuaterniyonlari tanimla-
mistir. Bu 6zel kuaterniyonlarin carpim tablolari Cizelge 2.2°de verilmistir (Ozdemir
2018, Yaglom 1968).

Cizelge 2.2. Dejenere, dejenere pseudo, iki kat dejenere kuaterniyonlarin

carpim tablosu

. h €1 | €2 €1 E9 | €3
1 €1 | €2
h 1 a2 | €1 €1 0 3 0
i -1 Eg | —&1
€1 | —€&2 0 0 Eo | —€3 0 0
€1 | —&2 0 0 ) )
Eo | —€1 0 0 €3 0 0 0

€y | €1 0 0

- : Dejenere pseudo Iki kat dejenere
Dejenere kuaterniyonlar

kuaterniyonlar pseudo kuaterniyonlar

Fjelstad ve Gal (1998), 2 boyutlu say1 sistemlerini daha yiiksek boyutlara genellestirdiler.
Bazi cebirsel 6zelliklere sahip olan n—boyutlu dual ve hiperbolik sayilari tanimladilar.
Ornegin, n—boyutlu hiperbolik sayi sistemini, h? = 1, h; ¢ R olmak Gzere her i igin 1,
hy, hy, ..., h,,_; birimlerini olusturulmustur (Fjelstad 1986; Fjelstad ve Gal 1998; Fjelstad
ve Gal 1998; Fjelstad ve Gal 2001).
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2000 yilinda, Olariu n—boyutlu kompleks sayilarin farkli bir genellemesini tanim-
lamis ve bunlara iki-kompleks (twocomplex) say1, Ug-kompleks (threecomplex) sayi adini
vermigtir. Olariu, hiperbolik sayilar igin iki-kompleks sayi adini kullanmistir. Bu sayilarin
geometrik ve cebirsel 6zelliklerini incelemistir (Olariu 2000; Olariu 2000; Olariu 2002).

Uc-kompleks sayilarin kiimesini
Cs = {z:a+bh+ck:a,b,ceRveh2=k,k2:h, hk = 1}

olarak tanimlamistir.

A. Harkin ve J. Harkin (2004) iki boyutlu kompleks sayilari
(Cp:{z:x+yi:i2:p, :L’,yER}

olarak tanimlamig ve bu genellemeler igin bazi trigonometrik esitlikler vermislerdir. Daha

sonra iki boyutlu hiper-kompleks sayilar
Cap = {z:x—i—yi:a,b,ce]Rvei2 =a+ fi, z,y,a,0 € R, iE]R}

olarak tanimlanmistir. Bu sayede Oklidyen ve semi-Oklidyen geometri ile bu sayilar

arasindaki iligkiyi farkl halkalar Ustline tasinmistir. Bu genellestirme

Rlz]/ <3c2 —ax — ﬁ>

bolim halkasi olarak ifade edebilmistir (Catoni vd. 2004). Zaripov (2017) hiperbolik
sayllar teorisinin bir genellemesi olarak degismeli iki boyutlu konformal (aclyi koruyan)
hiperbolik sayilar teorisini sunmustur.

Daha Once bahsedilen genellemelerden farkli olarak kompleks, hiperbolik ve dual
saytlarin bir genellemesi Ozdemir (2018) tarafindan hibrit sayilar olarak tanimlanmistir.
Hibrit sayilar bu Ug sayi sistemini birlestirmistir. Hibrit sayi sistemi dort boyutlu gibi
goruinse de, R* uzayinda hibrit diizlem olarak adlandirilan iki boyutlu bir diizlemde temsil
edilen iki boyutlu bir sayi kiimesidir. Bu say1 sisteminin birimleri de kompleks, hiperbolik
ve dual sayilarda oldugu gibi 2 x 2 reel matrislerle temsil edilebilmistir. (2.1)’de verilen
i, h, e birimlerinin matris gosterimi hibrit sayilarla tutarli olmamaktadir. Bu nedenle dual
birimin matrisi literatiirdekinden farkl olarak alinmistir. Fakat literatiirde siklikla kul-

lanilan kompleks ve hiperbolik sayilarin matris gosterimleri degistirilmemistir. Cunku
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bu tercih edilen matris temsilleri, Oklid ve Lorentz diizleminde (2.2), (2.3) dénme ma-
trislerine karsilik gelmektedir. Degisiklik yapiimasinin sebeplerinden biri de i,h ve e
birimlerine karsilik gelen matrisler (2.1) ve 2 x 2 birim matris lineer bagimh olmasidir.

Bu nedenle hibrit sayilar kiimesinde € biriminin matris temsili olarak

matrisi alinmistir. Cnki bu matris temsili diger G¢ matrisle birlikte 2 x 2 matrislerin bir

bazini olusturmaktadir. Bu baz matrisler

0 1 1 -1 0 1

, 1 +— , € — , h +—

01 -1 0 1 -1 10

1 —

matrisleri olarak alinmistir. Hibrit sayi sistemi, matris temsillerini temel alan bir sayi

sistemi olarak kurulmustur (Ozdemir 2018).

2.3. Hibrit Sayilar

Hibrit sayilar kiimesi kompleks, dual ve hiperbolik sayilarin 6zelliklerinin birlikte in-
celenmesi saglamaktadir. Hibrit sayilari kullanmak suretiyle Oklid, Lorentz ve Galile
dizlem geometrileri incelenebilir. Hibrit sayilara karsilik gelen geometri hibrit dizlem
geometrisi olarak adlandiriimaktadir. Bu diizlem, R*’n iki boyutlu bir alt uzayidur.
Hibrit geometri hibrit metrigin dogasi geregi eliptik, hiperbolik veya parabolik olarak
siniflandiriimaktadir. Bir diizlemin Gzerindeki geometri diizlemin Lorentziyen karakter-
ine gore belirlenmektedir. Hibrit sayilar kiimesi, 1 ve bi 4+ ce + dh ile gerilen iki boyutlu
degismeli bir cebirdir. Bu nedenle bu hibrit say1 kompleks, dual veya hiperbolik sayilar-

dan birine izomorf olur (Ozdemir 2018).
Tanim 2.1. Hibrit sayilar kiimesi,

K={q=a+bi+ce+dh:a,bc,deR, i®=—-1,€>=0, h?=1,
ih = —hi = e + i}

kiimesidir (Ozdemir 2018).
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Bu sayilar kiimesi bir sirali dortli kiimesi olarak dustnulebilir. Reel, kompleks, dual

ve hiperbolik birimler sirasiyla
1+ (1,0,0,0), i+ (0,1,0,0), € < (0,0,1,0), h« (0,0,0,1)

olarak tanimlanir. Bunlar hibrit birimlerdir. Z = a + bi + ce + dh hibrit sayisi igin, a
gercek sayisina skaler kisim denir ve S(Z) ile gosterilir. bi + ce + dh kismina vektor

kismi denir ve V' (Z) ile gosterilir.

2.3.1. Hibrit Sayilardaki Islemler

Iki hibrit sayinin tiim bilesenleri karsilikli olarak esitse bu iki hibrit say esittir. 1ki hibrit
sayinin toplami, bilesenlerinin toplanmasiyla tanimlanir. Hibrit sayilarda toplama islemi
hem birlesmeli hem de degismelidir. Sifir, null elemandir. Bir Z = a + bi+ ce + dh hibrit
sayisinin toplama islemine gore tersi, —Z = —a — bi — ce — dh dir. Buna gore, hibrit
sayilar kiimesi tzerinde tanimlanan toplama islemi ile birlikte bir Abelian grup olusturur.

Hibrit sayilar kiimesi Uzerindeki ¢carpma islemi degisme 6zelligine sahip degildir. Bu

nedenle asagidaki ¢arpma islemi
ZW = (a1 + b1i+ c1€ + dih) (ag + bei + cae + doh)

dagilma 6zelligi ve carpilan birimlerin sirasi degistirilmeden yapilir. Hibrit birimlerin

carpim tablosu Cizelge 2.3’de verilmistir.

Cizelge 2.3. Hibrit birimlerin ¢arpim

1]i € h
1711 € h
i|i]| -1 1—h|i+e

1+h |0 —€
h h|-i—-¢e|e 1

Tablodan géruldigu gibi hibrit sayilar Gizerinde tanimlanan ¢arpma islemi degisme 6zel-
ligine sahip degildir (Ozdemir 2018).
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2.3.2. Hibrit Sayilarin Normu ve Siniflandiriimasi

Tanim 2.2. Bir Z = a + bi + ce + dh hibrit sayinin eslenigi, Z ile gosterilir ve

Z=a—bi—ce—dh

olarak tanimlanir. Hibrit sayilarin toplaminin eslenigi, esleniklerinin toplamina esittir.

Ayrica hibrit carpima gére ZZ = ZZ dir.
C(Z)=2ZZ=7Z=0*+(b—c)° - —d?
reel sayisi Z hibrit sayisinin karakteri olarak adlandirilir (Ozdemir 2018).
Tanim 2.3. Bir Z = a + bi + ce + dh hibrit sayisi igin
Vz = (a,(b—c¢),c,d)

vektorti Z sayisinin vektor temsili olarak adlandirilir.  Ayni zamanda, Ej uzayinda

(-, —,+, +) isaretine sahip olacak sekilde
C(Z)=a’+ (-0 = —d* == Vg, Va)gs

yazilabilir. Boylece eger C (Z) < 0,C (Z) > 0yadaC (Z) = 0 olasi durumuna gore, bir
Z hibrit sayisinin Lorentziyen karakteri sirasiyla spacelike, timelike ya da lightlike olarak
adlandirilir. \/|C (Z)] reel sayisi Z hibrit sayisinin normu olarak adlandirilir ve ||Z]| ile

gosterilir (Ozdemir 2018).
Tanim 2.4. Bir Z = a + bi + ce + dh hibrit sayisi i¢in
&z = ((b—c),c,d)

vektorti Z sayisinin hibrit vektori olarak adlandirthr. Bu vektér 3 boyutlu Lorentz
(Minkowski) uzayinda (E2 de) bir vektor olarak alinabilir. Ayni zamanda, E? uzayinda

(—, 4+, +) isaretli olarak
Ce(Z)=—(b—c) + +d° = (E2,E2)

bicimde yazilabilir. Boylece eder Cc (Z) < 0,Ce¢ (Z) > 0veyaCe (Z) = O ise, sirasiyla, Z
hibrit sayisinin eliptik, hiperbolik veya parabolik oldugunu sdylenebilir. Bunlara Z hibrit
sayisinin tipleri denir. \/m reel sayisi Z hibrit sayisinin normu olarak adlandirilir
ve N (Z) ile gosterilir (Ozdemir 2018).
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Split kuaterniyonlarda oldugu gibi bir hibrit sayi timelike, spacelike veya lightlike

olabilir. Ayrica, spacelike bir hibrit sayinin hibrit vektorl kesinlikle hiperbolik oldugu
CZ)<0=0a’+0b—c)’--d*<0=0<d’<—(b—c)’+F+d°
esitsizliginin sonucu olarak
Ce (Z) = (E2,Ea)gn = —(b— ) +F +d* >0

esitsizliginden gorilmektedir. Bdylece, spacelike bir hibrit sayinin tipinin kesinlikle hiper-
bolik oldugu s6ylenebilir. Benzer sekilde, lightlike bir hibrit sayinin hibrit vektori, skaler
kismi sifir degilse kesinlikle hiperbolik bir vektdr ve skaler kismi sifir ise parabolik bir
vektor olur. Yani, bir lightlike hibrit sayinin tipi ya hiperbolik ya da parabolik olur.
Hibrit sayilarin Lorentziyen karakterleri ile ilgili bulgular Cizelge 2.4’de oldugu gibi

Ozetlenebilir.

Cizelge 2.4. Hibrit sayilarin Lorentziyen karakterleri

Spacelike Lightlike Timelike
Hiperbolik (Hiperlike) | Hiperbolik Hiperbolik
Parabolik (Duallike) | Parabolik

Eliptik (Kompleks)

Bu tabloya gore, eger bir hibrit sayi eliptik ise, karakteri de mutlaka timelike olur. Hibrit

sayilar Uzerinde tanimlanan ¢arpma isleminin,

C(pa) =C(p)C(q)

esitligini sagladigi gosterilebilir. Bu nedenle timelike hibrit sayilar ¢carpma islemine gore

bir grup olusturur ve bu grup
TK={qeK:C(q) >0}
ile gosterilir. Bu ¢arpma isleminine gore Cizelge 2.5’deki tablo olusturulabilir.

Cizelge 2.5. Iki hibrit sayinin carpiminin Lorentziyen karakterleri

Spacelike | Timelike | Lightlike
Spacelike | Timelike | Spacelike | Lightlike
Timelike | Spacelike | Timelike | Lightlike
Lightlike | Lightlike | Lightlike | Lightlike
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Bir hibrit sayi, iki boyutlu bir koordinat diizleminde gdsterilebilir. Bu, (1,0,0,0) vek-
torl dogrultusu koordinat ekseninin apsisi ve hibrit vektér dogrultusu koordinat eks-
eninin ordinati olarak alinip bir koordinat diizlemi insa edilebilir. Bu koordinat catisinda
Z = a + bi + ce + dh hibrit sayisi (a, N (Z)) noktasi ile belirtilir (Sekil 2.1).

ordinat
ekseni

NZ)| oo . (a,M2))

apsis ekseni

Sekil 2.1. Hibridyen koordinatlar

Tanim 2.5. Lightlike olmayan bir Z hibrit sayisinin tersi
Z
Y/ —
C(Z)

olarak tanimlanir. Buna gére, bir lightlike hibrit sayinin tersi yoktur (Ozdemir 2018).

Teorem 2.6. Hibrit sayilar kiimesi toplama ve carpma islemine gore degisme oOzelli-

gi olmayan bir halkadir (Ozdemir 2018).

2.3.3. Hibrit Sayilar i¢in Skaler ve Vektor Carpimi

Tanim 2.7. Z, = (al + bii+ cie + dlh) veZ, = (a2 + boi + o€ + dgh) hibrit Sayllarl-

nin skaler ¢carpimi

9(Z1,Z,) : KxK — R

pq +4gp
9(Z1.2,) = P

= ajag + biby — bicy — bacy — didy

dir. Bu skaler ¢carpim non-dejenere simetrik bilineer formdur. Hibrit skaler ¢arpim, kom-

pleks, hiperbolik ve dual sayi sistemlerinin bir genellestirmesidir. Asagidaki tabloda Z;
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KAYNAK TARAMASI

ve Z, hibrit sayilarinin carpimi gorilmektedir (Ozdemir 2018).

1. 6ZTURK

9(Zy,7Z,) Kompleks Z, | Hiperbolik Z, | Dual Z,
Kompleks YA a1as + b1by a1a2 a1as — bicy
HlperbO“k Z, | aiay a0y — d1d2 a109
Dual YA aiay — blcg a109 a10s9
Tanim 2.8. Z; = (a1 + b1i + c1& + dih) ve Zy = (az + boi + coe + doh) hibrit sayila-

rinin vektorel carpimi
x  KxK —K

Pq — gqp

Z1XZ2: 5

dir. Bu tanima gore, Z; ve Z, sayilarinin hermityen gcarpimi
leg =g (ZI; Z2) + Z1 X Zg

esitligi ile verilir. Bdylece hibrit birimler icin vektdrel carpim tablosu Cizelge 2.6’da

verilmistir (Ozdemir 2018).

Cizelge 2.6. Hibrit birimlerin vektorel ¢arpimi

x |1 ]i € h

1 10| -1 —e | —h

i |i]0 h | —e—i
-h |0 €

h hje+i|—€]|0

2.4. Hibrit Sayilarin Temsilleri

Bu bolumde hibrit sayilarin karakter ve tiplerine gére matris, kutupsal ve Ustel gosterim-

leri ifade edilecektir.

2.4.1. Hibrit Sayilarin Matris Temsilleri

Teorem 2.9. Hibrit sayilar halkasi K, My (R) reel matrisler halkasina izomorfiktir
(Ozdemir 2018).
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Ispat © : K — My, doniisimil Z = a + bi + ce + dh sayisi icin

a+tc b—c+d
o (a+bi+ce+dh) =
c—b+d a—-c

olsun. Bu doéniistimiin bir halka izomorfizmidir. Bu

0 (Z21Zy) = (Z1)p(Zs)

0 (Za+Zs) = p(Z1)+ ¢ (Zy)

esitliklerinden gorulebilir. Z; = (a1 + b1i + c1€ + dih) ve Zy = (ag + bai + coe + doh)
hibrit sayilari igin

¢ (Z1) = v (Z2)

ise Z, = Z, oldugu matrislerin esitligiden gorilebilir. Bu nedenle, ¢ birebir bir dénisiim-

dur. Herhangi

a b
A= ,
c d

2 x 2 reel matrisi igin

7 a+d 4 a+b—c—d - a—d et b+ c h
N 2 2 4 2

hibrit sayisi vardir. Burada ¢ (Z) = A dir. Bu nedenle, ¢ orten bir donustimdir. Bu

nedenle, ¢ bir halka izomorfizmidir. O

Tanim 2.10. ¢ (Z) € May» (R) matrisi Z hibrit sayisina karsilik gelen hibrit matris
olarak adlandirihr (Ozdemir 2018; Ozdemir 2018).

Verilen matris izomorfizmine gore hibrit birimlerin matris temsilleri asagidaki gibi

olur.

10 , 0 1 1 -1 0 1
0 1 -1 0 1 -1 10

Bu matrisler 2 x 2 matris uzay! i¢in bir baz olustururlar. e igin (2.1) verilen matris
yerine
1 -1
1 -1
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KAYNAK TARAMASI I. OZTURK

matrisi kullanilmistir. Clink{ bu matris diger birimlerin matrisleri ile bir baz olusturmus-

tur. Bu matrisler sayesinde hibrit birimlerin ¢carpimi bulunabilmektedir. Ornegin,

p(ie) = p(i)p(e)

oldugu gorilebilir (Ozdemir 2018).

Teorem 2.11. Bir Z hibrit sayisina karsilik gelen hibrit matris A olsun. Asagidaki esit-

likler saglanir:

C(Z) = detAve |Z| = +/|det Al;
trA)? — 4det A
Co(Z) (trA) . e

(Ozdemir 2018).

Ispat Z = a+bi+ ce -+ dh hibrit sayisina karsilik gelen hibrit matris A asagidaki gibidir.

A:
c—b+d a—c

a+c bc+d}

Dogrudan hesaplama yapildiginda, birinci esitligin dogrulugu gorulebilir.

a+tc b—c+d
c—b+d a-—c

= a®+ b —2b—d?

det A =

= |ZZ| = |Z|].

Ikinci esitligin dogrulugu da asagidaki gibi gosterilebilir.

(trA)® —4det A (a+c+a—c)? —4(a®+b*—2bh—d?)
4 4
= —b*+2cb+d*> =Ce(Z)
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Sonug 2.12. Bir Z hibrit sayisinin tersinin olmasi igin gerek ve yeter sart det ¢ (A)

degerinin sifirdan farkli olmasidir (Ozdemir 2018).

Sonug 2.13. Bir 2 x 2 reel A matrisinin karakteristik polinomunun diskiriminanti
Ay = (trA)® —4det A

oldugu igin C¢(Z) = 22 (Ozdemir 2018).

Sonug 2.14. Hibrit sayilarin siniflandiriimasi, karsilik gelen 2 x 2 matrisin izi ve deter-

minantina baglidir (Ozdemir 2018).

2.4.2. Hibrit Sayilarin Kutupsal Gosterimleri

Teorem 2.15. Herhangi bir eliptik hibrit sayinin kutupsal gosterimi V, = ve

V2 = —1 olmak tizere
Z = |Z| (cosf + Vysin6)

seklinde yazilabilir (Ozdemir 2018).

Ispat Z = a + bi + ce + dh hibrit sayisi eliptik ise, &, = ((b— c¢), ¢, d) vektdrii bir
timelike vektér olur. Her eliptik hibrit sayi timelike oldugu icin C¢(Z) = — (b — ¢)* +
A4+ d><0veC(Z)=a®>+ (b—c)’ = — d? > 0olur. Béylece,

1Z) = Ja? + (b— ) — @ — @ Ve N (Z) = \/(b— &) — & —

o a . N (Z) bi + ce + dh 9
yazilabilir. Eger cos = ——, sin) = —— ve V, = —————— alindiginda kutup-
_ I1Z] IZ] ’ N(2Z)
sal gosterim
Z = ||Z|| (cos @ + Vqsin0)
olur. O

Teorem 2.16. Herhangi bir Z = a + bi + ce + dh hiperbolik hibrit sayinin kutupsal
V(z)
N(2Z)
ve V2 = 1 olmak Uzere

gosterimi Vo =

(1) Z spacelike ise, Z = ||Z]| (sinh 6 + V{ cosh )
(2) Z timelike ise, Z = +||Z]| (cosh 6 4+ Vg sinh 6)
(3) Z lightlike ise, Z = a (1 + V)

seklinde yazilabilir (Ozdemir 2018).
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Ispat Z = a + bi + ce + dh hibrit sayisi hiperbolik ise, &z = ((b — ¢), ¢, d) vektorii bir
spacelike vektor olur. Bu nedenle, C¢(Z) > 0 dir. Bir hiperbolik hibrit sayinin karakteri
spacelike, timelike ya da lightlike olabilir.

(1) EGer Z bir spacelike hiperbolik hibrit sayi ise, 0 zaman C(Z) < 0 ve

] . a N (Z)

|Z|| = /—a2? — (b — ¢)* + 2 + d2 olur. Béylece, sinh# = ——, coshf = ———~ ve

b.\i b 1Z]| 1Z]]

1 ce
Vo = —————— alinabilir. Bu nedenle kutupsal gdsterim

Z = ||Z|| (sinh @ + V{cosh §)
olur.
(2) Eger Z bir timelike hiperbolik hibrit say! ise, 0 zaman C(Z) > 0

ve |Z|| = \/a2 + (b—¢)* — ¢ — d? olur. Boylece, cosh§ = M, sinhf = N(Z) ve

. o 1Z]] 1Z]]
Vo= pitcetdh alinabilir. Bu nedenle alindiginda kutupsal gosterim

N(Z)
Z = ||Z|| (£ cosh§ + V{sinh )
olur.
(3) Eger Z bir lightlike hiperbolik hibrit sayi ise, 0 zaman C(Z) = 0 ve
) bi+ce+dh  bi+ce+ dh -
Z|| = 0 olur. Boylece, N (Z) = Vo = = linabilir.
|Z]| = 0 olur. Boylece, N (Z) = a ve V, N (Z) p; alinabilir
Bu nedenle alindiginda kutupsal gosterim
Z = aQa (1 + V0>

olur. OJ

Sonug 2.17. Herhangi lightlike olmayan hiperbolik hibrit say1 Z = a + bi + ce + dh
a+N(Z)

bi + ce + dh

p = |Z], 0= Nz

,veV =

Z timelike ve @ > 0 ise, 1
Z timelikevea < 0ise, — 1

Z timelikeve a > 0 ise, V

\ Z timelikevea < Oise, — V

olmak Uzere,

Z = kp(cosh @ + V sinh )

biciminde kutupsal formda yazilabilir (Ozdemir 2018).
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- - M M 1 i i Z
Teorem 2.18. Herhangi bir parabolik hibrit sayinin kutupsal goésterimi Vq = ‘]é“),

e = sgn (S (Z)) ve V2 = 0 olmak Uzere
Z = |[Z]| (e + Vo)
seklinde yazilabilir (Ozdemir 2018).

Ispat Z = a + bi + ce + dh hibrit sayisi parabolik ise, £z = ((b—¢), ¢, d) vektoril
bir lightlike vektor olur. Bu C¢(Z) = 0 ve ||Z|| = |a| oldugu anlamina gelir. Boylece, a

saylsinin isaretine bagl olarak
Z = |[Z]| (e + Vo)

yazilabilir. 0

2.5. Kuaterniyonlar ve 3-Boyutlu Uzayda Dénme Déntsumu

3-boyutlu Oklid uzayindaki dénme doniistimlerini ifade etmek icin kullanilan say! sistemi

kuaterniyonlardir. Kuaterniyon kiimesi
H={q=q +@i+gji+auk: ¢, ¢ g auck = =k*=ik=-1}

seklinde tanimlanmaktadir. Bir q = ¢; + ¢21+ ¢3j + g4k kuaterniyonu skaler kisim ve vek-
torel kisim olmak Uzere iki kisimdan olusmaktadir. Skaler kisim S (q) = ¢; ve vektorel
Kisim V (q) = ¢ + ¢3j + g4k ile gosterilebilir. Skaler kismi sifir olan kuaterniyonlara

pur kuaterniyon denilmektedir. p ve q kuaterniyonlarinin carpimi

pa=25(p)S(a)—(V(p),V(a)+S5(P)V(a)+5(a)V(p)+V(p)xVq)
bicimde yazilabilir. Eger bu kuaterniyonlar pur kuaterniyon ise bu ¢arpim,
pa=—(V(p),V(a)+V(p)x V(g
biciminde olur. Herhangi bir q = ¢; + ¢2i + ¢3j + g4k kuaterniyonunun normu,

I H—RTU{0}
q — ||q||=\/q<_1=\/c_1q=\/Q?+Q§+Q§+Qi
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olarak tanimlanir. Her q kuaterniyonu

Vi o S@ o IVl

, COS , =
INACH lall lall

VvV =

olmak Uizere

q = |lq|| (cos @ + vsin )

formunda yazilabilir. Bu esitlikteki 6 acisina q kuaterniyonunun argiimenti denir. Argu-

ment

7 — arctan HZ (q)H, S(q) <0

9 =
e IVi@)
S(a)l”

sekilde ifade edilir. Her q = (cosf + vsin#) birim kuaterniyonu, birim kire Uze-

9

S(q) >0

rindeki bir biyilk cember yayina karsilik gelmektedir (Ozdemir 2020).

2.5.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda D6nme Matrisleri

I¢ carpimi, dolayisiyla da uzunlugu ve agtyt koruyan lineer doniistiime, ortogonal doniistiim

denir. Bir R : R* — R™ donlsiimi, Vu, v € R™ olmak Uzere
(R (), R(v)) = (u,v)
esitligini sagliyorsa, bu doniistime ortogonal dénlisim denir. Buna gore

<R(u)7R(V)> = <11,V>

(Ru)" Rv = u’RTRv=u'v
esitliginde
R'TR=1
oldugu gorulebilir. Boylece, Oklid uzayinda bir R € M,,,.,,(R) matrisi igin,

RTR=1TIveyaR" = R!

esitligi saglaniyorsa, R matrisine ortogonal matris denir. n-boyutlu Oklid uzayinda orto-

gonal matrislerin kiimesi
O(E") =0 (n) = {R € Myxn (R) : R" = R™'}
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ile gosterilmektedir. Bir ortogonal R matrisi R R = I 6zelligini sagladigi icin det R =
+1 olur. Determinanti 1 olan ortogonal matrislere donme matrisi; —1 olan ortogonal mat-

rislere de yansima matrisi denir. 3-boyutlu Oklid uzayinda dénme matrislerinin kiimesini,
SO (E*) = {R € Mx3(R): R"R=1ve det R =1}

ile gosterilir. SO (E3) carpma islemine gore bir grup belirtir. R3 de her donme matrisi,
bir donme ekseni etrafinda 6 agisi kadar donmeyi ifade etmektedir. 6 agisina donme agisi

denir (Ozdemir 2020).

Teorem 2.19. q = q1 + @i + ¢3j + quk = cos§ + vsind € H birim kuaterniyonu igin,
u € R3 olmak uizere

Rq (u) = quq
dondstimi, v donme ekseni etrafinda 260 acisi kadar donmeyi ifade eder. Bu ddnme

dondstimine karsilik gelen matris:

G+6E—G -4 —20194 + 2203 2q1q3 + 2q2q4
Re=| 2qq:+20pp G—-G+6E—-4G 200+ 200
—2q143 + 2q2q1 212 +203qs G — @5 — @A+ 43

Bu matris det R, = 1 oldugundan ortogonal bir matris olur (Ozdemir 2020).
Bu teoreme gore her birim kuaterniyon bir donme matrisine karsilik gelmektedir.

Boylece H; birim kuaterniyonlarin kiimesini gostermek uzere, H; ile SO (3) arasinda

bir grup homomorfizmasi oldugu gordlebilir. Soyle ki
f:8°~H, — SO(3),a— f(a) = Rq

fonksiyonu tanimlandiginda,
flap) = f(a) f (p)

esitligi saglanmaktadir. Bu fonksiyon bir homomorfizmadir ve ¢ekirdegi {1} olur. O
halde her donme matrisine karsilik gelen iki birim kuaterniyon vardir ve bunlar q ve
—q kuaterniyonlaridir. Ayrica SO (3) grubu H, / {4-1} grubuna izomorf olur (Ozdemir
2020). Soyle ki,

frH/{£1} — SO (3),q — f(q(£1)) = f(q)
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fonksiyonu tanimlandiginda, p, q € H; icgin

p(£l) = q(Fl)=q'pekef = f(q'p) =1

— f(p)=f(a)= f(p(£1)) = f(aq(£1))

oldugundan ffonksiyonu iyi tanimli olur. Buna ek olarak p,q € Hj; igin

Flp(F1) (a(£1) = f((pa)(£1) = f(pa) = f(q) f (p)

= f(a(£1)) f(p(£1))

ve

fpEL) = flaE)=fp)=fla) = (f@) " fp)=I
— f@l)fp)=I=f(a'p)=I=q 'pekef
= p(+l)=q(£1)

olur. Bunlar, ffonksiyonunun bire-bir homomorfizma oldugunu kanitlar. ffonksi-

yonunun Orten oldugu agiktir.

2.6. Split Kuaterniyonlar ve 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Donme

3-boyutlu Minkowski uzayindaki donmeleri ifade etmek icin kullanilan sayi sistemi split

kuaterniyonlardir. Split kuaterniyon kiimesi
H:{q: q1 +QQi+CI3j +Q4k 11,492,93,q4 € R? i2 = _17j2 = k2 = ijk: ]-}

seklinde tanimlanmaktadir. Bir q = ¢; + ¢21 + ¢3j + g4k split kuaterniyonu skaler kisim
ve vektorel kisim olmak Uzere iki kisimdan olusmaktadir. Skaler kisim S (q) = ¢, ve
vektorel kisim V (q) = o1 + ¢3j + g4k ile gosterilebilir. Skaler kismi sifir olan split

kuaterniyonlara pur split kuaterniyon denir. p ve q split kuaterniyonlarinin ¢arpimi

pa=S(p)S(qa)+(V(p),V(q)+S{P) V() +S(aV(p)+V(p) xV(qg)

biciminde yazilabilir. EGer p ve q split kuaterniyonlari piir quaterniyon ise bu carpim,
pqd=(V(p),V(q)+V(p)xVi(q)
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biciminde yazilabilir. Bir q = ¢1 + g2 + ¢3j + ¢4k split kuaterniyonunun normu,

I @ H-—RTU{0}
q —%IMszqﬁzvﬁqzvmﬁ+£—@3—ﬁl

olarak tanimlanir. Split kuaterniyonlarda,

Iy=dqd=qqa=q;+¢ —q — ¢

degeri negatif, sifir ve pozitif olabilir. (R*, — — +,+) = E3 uzayi gosterilirse, q split

kuaterniyonu 4—boyutlu bir vektor gibi disunulerek,

~Iq=—qi — @ + ¢; + i = (4, A

seklinde ifade edilebilir. Yani, her split kuaterniyon &3 uzayinin bir elemani olarak kabul

edilebilir. Buna gore bir q split kuaterniyonu icin

I, > 0ise (q, q)E% < 0 olacagindan q timelike split quaterniyon,
I, < Oise (q, q)E% > 0 olacagindan q spacelike split quaterniyon,
I, = 0Oise (q, q)E% = 0 olacagindan q lightlike split quaterniyon
olarak adlandiriimaktadir. Timelike, spacelike ve lightlike split quaterniyon kiimeleri

sirasiyla, ']I‘]ﬁl, S]ﬁl, LH ile gosterilmektedir.

R3 uzayinda u = (uy, ug, uz) Ve v = (vq,v9, v3) igin,
(u, V>]L = —U1V1 + UV + U3V3

ve
—-i j k
U XLV =|u us us
v V2 U3

biciminde tanimlanan
(9 REXRY — R, - xp R xR — RY

fonksiyonlarina, R? uzayinda, (—, +, +) isaretine gore tanimlanmis Lorentziyen skaler

ve vektorel carpim fonksiyonlari denir. Bu skaler carpimla birlikte R? uzayina, Lorentz
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uzay! veya 3-boyutlu Minkowski uzayi denir. Bu uzay kisaca R? veya E? ile gosterilir.
(u,v); = 0ise u ve v vektorlerine pseudo ortogonaldir denir. Herhangi bir u € R igin,

bu vektorin Lorentz uzayindaki karakteri

(u,u); = 0ise u vektorine lightlike,
(u,u); < 0ise u vektoriine timelike,

(u,u); > 0ise u vektorine spacelike

seklinde tanimlanir. Ayrica bu vektoriin normu

lall, = /K, w)y |
seklide tanimlanmaktadir. (u, u); = =£1 ise u vektoriine birim vektor denir. Bu uzaydaki

S} = {ueR}:(uu), =1} kimesine birim pseudo kire,
Hy = {ueR}:(uu), =-1}U{0} kiimesine birim hiperbolik kire,

L = {ueR}:(uu), =0} — {0} kimesine 1sik konisi veya null koni denir.

Bir q = ¢1 + 21 + ¢3j + g4k split kuaterniyonun kutupsal gosterimi split kuaterni-

yonun Lorentz uzayindaki karakterine gore degisir. Buna gore,

V /2 2 2 o
(@) . coshf = %+ a5+ 9% Ve sinh§ = - icin
V-G +aE+q all

[all
q = ||q|| (sinh @ + v cosh ),
¢

AAC oshf = — ve

, C = :
V-B+éE+q lall

qu]?]IiseVZ

q € TH ve V (q) spacelike ise v =

— 5 . 2, 2
sinh g — Y 5 +4q35 +q;

lall

icin

q = ||q| (£ cosh # + v sinh )

~ T A\
q € TH ve V (q) timelike ise v = = (q2) =, cosf = ﬂ, ve
V& — @ — g all

VG — @G —ai

icin
lal

sinf =

q = |lq| (cos 8 + vsin )

formunda yazilabilir (Ozdemir 2020).
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2.6.1. Timelike Split Kuaterniyonlarla Hiperboloid Uzerindeki Dénme

Timelike split kuaterniyonlar ¢carpma islemine gore ve Lorentziyen donme matrisleri ma-
tris carpimina gore birer grup olusturduklarindan Lorentziyen donmeler timelike split

kuaterniyonlar ile ifade edilebilir. Lorentz uzayinda ortogonal matrislerin kiimesi
O (Eil))) =0 (37 1) = {R S MSXS : RTR = [*}

kiimesidir. Buradaki 7* matrisi

-1 0 0
0 10
0 01

matrisidir. R matrisi O (3, 1) kiimesine ait ise R matrisine Lorentziyen ortogonal matris

denir.

Teorem 2.20. qvep € TH olsun.

Rq:TH — TH, Rq(p) = apq
sekilinde tanimlanan Eq donlgsumi, normu normu ve p timelike split kuaterniyonun skaler
kismini koruyan bir lineer donusumdir (Ozdemir 2020).
Teorem 2.21. q = ¢1 +q2i+q3j+qsk =cosh+vsinh 6 € TH birim split kuaterniyonu
icin, u € R? olmak lzere

}A%q (u) = quq

dontsumu, v donme ekseni etrafinda 260 agisi kadar hiperbolik dénmeyi ifade eder. Bu

donme donlsumine karsilik gelen matris

G+HG+HG+HG 200 — 20203 —2q143 — 22
Ro=| 204 +2ua ¢~ @G-G+@ —200 200
20195 + 20201 2102 —2430s 47 — @3+ 45 — G4
seklindedir. Bu matris ortogonal matris 6zelliklerini sagladigindan 3-boyutlu Lorentz
uzayinda bir dénme matrisidir. Ayrica,
eder vi = lise }A%q hiperbol Gzerindeki dénmeyi,

edervi = —1ise ﬁq elips tizerindeki donmeyi
ifade eder (Ozdemir vd. 2014; Ozdemir 2020).
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TH, birim timelike split kuaterniyonlarin kiimesini gostermek tzere, TH, ile SO (1,2)

arasinda bir grup homomorfizmasi oldugu gérilebilir. Séyle ki
f:TH; — S0 (1,2),q — f(a) = Rq

fonksiyonu tanimlandiginda,

f(ap) = f(a) f(p)

esitligi saglanmaktadir. Bu fonksiyon bir homomorfizmadir ve cekirdegi {41} olur.
Ayrica SO (1,2) grubu Tﬂl/ {#£1} grubuna izomorf olur. O halde her donme matri-
sine karsilik gelen iki birim timelike split kuaterniyon vardir ve bunlar q ve —q timelike

split kuaterniyonlari olur (Ozdemir 2020).

29



KAYNAK TARAMASI I. OZTURK

2.7. Bir Konige Gére Bir Noktanin Inversiyonu

Geometrik olarak klasik inversiyon donugtimleri, Yaglom (2009) tarafindan kapsamli bir
sekilde tartisiimistir. Bir cembere gore bir noktanin inversiyonu (simetrigi), bir noktanin
bir dogruya gore simetrigi fikrine benzer sekilde distnulebilir. A noktasinin ¢ dogrusuna
gore simetrigi olan B noktasi, merkezleri ¢ (izerinde olan ve A noktasindan gegen iki

cemberin Kesistigi ikinci nokta olur (Sekil 2.2).

Sekil 2.2. A noktasinin ¢ dogrusuna gore simetrigi

olan B noktasi.

Aslinda bu iki noktadan gegen sonsuz sayida gember vardir. Ozetle, dogruya gére simetrik
olan iki noktadan gecen dogru, simetri ekseni olan ¢ dogrusuna diktir. Buradan hareke-
tle noktanin ¢cembere gore simetrisi fikrinde de benzer bir disiinceden yararlanilabilir.
Bdylece A ve B noktalarindan gecen cemberlere dik olan ¢gember (bu 6zellikte iki gem-
ber cizilebilir) inversiyon ¢cemberidir. € inversiyon ¢cemberinin merkezi AB dogrusu Uz-
erindeki A noktasinin soluna alinabilir (Sekil 2.3). Yaglom (2009) ¢calismasinda gorebilir

ki, O merkezli r yaricapl € gcemberine gore simetrik olan A ve B noktalari arasinda
|OA||OB| = r?

esitligi bulunur. Boylece asagidaki énermeler verilebilir.
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Sekil 2.3. A noktasinin O merkezli € cemberine gore simetrigi

olan B noktasi.

Onerme 2.22. A noktasindan gegen ve ¢ dairesine ortogonal olan tiim ¢emberler ikinci
bir B noktasindan geger. B noktasi, A noktasinin &€ ¢emberine gore ¢embersel inversi-

yonudur (Yaglom 2009).

Tanim 2.23. R? dizleminde & O merkezli bir elips olsun. @ noktast OP 1sini ile elipsin
kesim noktasi ve P’ noktasi OP 1gini lizerinde |OP||OP'| = |0Q|* esitligini sa§layan

nokta olmak zere £ elipsinde inversiyon,

p:R?—{0} — R*-{0}

P — oP)="r

dontsumudur (Sekil 2.4) (Ramirez 2014).
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Sekil 2.4. P noktasinin £ elipsine gore inversiyonu

olan P’ noktasi.

Tanim 2.24. Bir elipse disindaki bir P noktasindan gizilen tegetlerin degme noktalari 73
ve T; olsun. T} ve Ty noktalarindan gegen dogruya, P noktasinin kutup dogrusu denir
(Ozdemir 2021).

Onerme 2.25. Bir & elipsinde P noktasinin inversiyonu OP isini ile P noktasinin polar

. o o . CL’2 2 ]
dogrusunun kesisim noktasi olur. Dahasl, elipsin denklemi — + Z_Q = 1 ise 0 zaman
a

P = (x0, yo) noktasinin inversiyonu

P = a?b’xo a*b*yo
a?y? + 022k’ a2yt + b2ak

noktasi olur (Sekil 2.5) (Ramirez 2014).

TV i

Sekil 2.5. P noktasinin inversi P’ ve polar dogrusu (kirmizi)

Analitik yontemler kullanilarak merkezi bir elipse ve merkezi bir hiperbole gore in-
versiyon incelenmistir (Ramirez 2014; Ramirez ve Rubiano 2014; Childress 1965). Bir

elipsin (veya hiperboliin) kendisi ile homotetik olmayan bir elipse (veya hiperbole) gore
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inversiyonunun 3. ve 4. dereceden bir egri oldugu belirtilmektedir (Childress 1965).
Ayrica, kompleks sayilar kullanilarak bir noktanin birim ¢embere gére inversiyonu ve
Clifford sayilari kullanilarak bir noktanin bir koniye gore inversiyonu incelenmistir (Casa-
nova 2001; Casanova 2008; Klawitter 2014; Neas 2017).

Kompleks, hiperbolik ve dual sayilari birlestiren hibrit sayilarin yapisi, burada t¢ say!
sistemi icin inversiyon dontsumundn birlikte ele alinmasini saglamistir. Yani, bir hib-
rit birim i, €, h ve reel sayi ekseni bir diizlem olusturdugundan, koniklerin inversiyonu
bu diizlemin Lorentziyen karakterine gore incelenebilir. Span {1,i} duzlemi eliptik bir
diizlem olacagindan bu diizlemde eliptik inversiyon; Span {1, h} dizlemi hiperbolik bir
dizlem olacagindan, bu duzlemde hiperbolik inversiyon; Span {1,e} dizlemi dual bir

diizlem olacagindan, bu diizlem tzerinde dual (parabolik) inversiyon yapilabilir.

2.8. Mobius DOnusimu

~ o~ b .
Tanm 2.26. f : C — C, f(z) = azid a,b,c,d € Cve ad — be # 0 bagintisi ile
(674

tanimlanan bir fonksiyon Moébius dondtsimi olarak adlandirilir (Ahlfors 1981).

Bir Mobius donustimil asagidaki temel 6zelliklere sahiptir.

Teorem 2.27. f bir Mébius donlstimi olsun. O zaman
I. f afin dontstmlerin ve inversiyonlarin bileskesi olarak ifade edilebilir.
ii. f dondsumi bir homeomorfizmdir.
iii. f cemberi veya dogruyu cembere veya dogruya donistirar.
iv. f actyl koruyan bir dénusumdur (Ahlfors 1981; Kisil 2012; Zill 2006).

: h— d
Ispat i. f fonksiyonunun ifadesi az 0 _ 2 < biciminde yazilabilir. Buradan
C

. cz+d cz+d
fi1(2) =cz+d, f2(2) = f_ Ve f3(z) = ( — “?d) f2 (z)+%alindiginda f (z) = fso fao f1
1
olur. Dikkat edilirse, ¢ = 0 oldugunda bileske fonksiyonlar arasinda inversiyon yoktur.
o az+0b . —dw +b
ii. Eger cz +d # 0 ve w = ise z = ——— olarak bulunur. Her z € C
cz+d cw—a

saylIsl icin cz + d # 0 oldugundan f iyi tanimli, birebir, érten ve sureklidir. ¢ = 0 ise

f(00) = oo veyac # 0ise f(—%) = oo olur. Bu f fonksiyonunu siirekli oldugunu
—dz+b

gosterir. Benzer sekilde =1 (z) = fonksiyonu icin ¢ = 0 ise f~! (0) = oo
veyac # O ise f~! (%) = oo olur. Bu f~! fonksiyonunun stirekli bir fonksiyon oldugunu

gosterir ki bu nedenle f donustimi homeomorfizmdir.
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iii. Afin donustim ve inversiyon ¢cember veya dogruyu yine ¢ember veya dogruya
dondstirduginden bunlarin bileskesi olan Mdbius donistimi de ¢cemberi veya dogruyu
cembere veya dogruya donlsturdr.

iv. Afin doniisiim ve inversiyon acly1 koruyan dondistiimler oldugundan Mobius déntsi

mu ac¢iy1 koruyan bir donusumdar. O

Tanim 2.28. Mobius donustmlerinin kiimesi Mob <@) ile gosterilsin. O zaman bu kiime

Mdb(@) :{f:@—>@:f(z):ij_—z,ad—bc#@}

ile tanimlanabilir (Ahlfors 1981; Kisil 2012; Zill 2006).
Teorem 2.29. Mo6b (@) kiimesi fonksiyonlarin bilegkesi islemi altinda bir gruptur.

U:GLy(C) — Mdb (@)

a b
c d

az+b
cz+d

dondsuma bir érten grup homomorfizmi ve ker ¥ = {al, : a € R} olur (Ahlfors 1981;
Kisil 2012; Zill 2006).

Ispat Mob (@) kiimesinin bileske islemi altinda grup oldugu agiktir. ¥ dénlisumi

a b az+b
—
c d cz+d

bagintisi ile verildigi icin ¥ donltsimi birim matrisi f (z) = z M0bius dénlgtimine

resmetmektedir. f (z) = z donusimi de Mdb (@) grubunun birim elemanidir. GLy(C)

kiimesindeki iki matrisin carpiminin iki Mébius dénusiminin carpimina esit oldugu
aq bl ag bz B ajas + b102 albg + b1d2
C1 d1 Co d2 asC1 + 02d1 bgCl + d1d2
(a1a2 + blcg) zZ + albz + bldg . asz + b2 ° a1z + bl

(agcl + C2d1) z 4+ b201 + dldQ N CoZ + dg Cc1Z + dl
esitliklerinden gorulebilir. Bu nedenle ¥ bir grup homeomorfizmi olur. ¥ értendir ¢lnki

ve

her Mobius dontsumune Karsilik GL»(C) kimesinde en az bir matris vardir. ker (¥)
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G Lo(C) grubunun bir alt grubudur. f (z) = z M6bius donustimi f (z) = gz j: 0 esitligi
z a
ile de yazilabilir. Bu da elemanlari ayni olan késegen matrislerin gorintust olur. O

Sonug 2.30. A € C ve I, birim matris olmak lzere ker (I') = AI, oldugu icin ¥ :
GLy(C)/ NIy — Mob (@) bir grup izomorfizmi olur. GL2(C)/AI; grubu PG Ly(C) ile
gosterilir. G L, (C) yerine determinanti 1 olan matrislerin grubu olan S L, (C) alindiginda
U : SLy(C) — Mob (@) dénlisiminiin 6rten ve cekirdeginin +17, oldugu ve

U SLy(C)/+1y, — Mob (@) donlsumuniin izomorfizm oldugu gosterilebilir (Ahlfors
1981; Kisil 2012; Zill 2006).

Madbius donustim( kompleks sayilar disinda hiperbolik ve dual sayilar ve bikompleks
sayilar ve quaterniyonlar tzerinde de tanimlanmistir (Kisil 2012; Mustafa 2018; Mustafa
2018; Cao 2007; Cao vd. 2004; Parker ve Short 2009; Ghosh 2017).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tezde matematiksel yontemler ve kanitlar yardimiyla, hibrit sayilarin bazi geometrik
uygulamalari verilmistir. Kuaterniyon ve split kuaterniyonlarin geometrik dzellikleri in-
celenirken kullanilan metodlara benzer bir yol izlenmistir. E3 uzayindaki bir diizlem,
normalinin Lorentziyen karakterinin eliptik, hiperbolik veya parabolik olmasina gore elip-
tik, hiperbolik ve parabolik olarak adlandirilmistir. Ej uzayinin karsilikh olarak pseudo-
ortogonal olan dizlemleri yardimiyla Ej uzayindaki donme dontstimleri incelenmistir.
Ayrica hibridyen ters simetrik matris ve Rodrigues formuli ve Cayley donusimu yardi-
miyla donme matrisleri elde edilmistir.

P, dizlemi Gzerindeki koniklerin inversiyonu hibrit sayilar yardimiyla incelenmistir.
Mdbius donistimunin katsayilari hibrit sayr oldugu durumda Mdébius doénusimi incelen-
migtir. Bir SL (2, K) ile Mob(KK) arasinda grup homomorfizmi oldugundan hibrit say! e-
lemanl 2 x 2 matrislerin determinantlari belirlenmistir. Hibrit sayilarla Mébius dontsum
incelenirken 2 x 2 matrisler ¢arpanlarina ayriimistir. Mobius dontsiminin bir hibrit sayi
uzerindeki etkisi incelenmisgtir.

Bu tez calismasinin ana kaynagi Ozdemir (2018) calismasi olup diger kaynaklarin
baslicalari Lorentz geometri icin (O’neill 1983), inversiyon icin (Childress 1965, Ramirez

2014) Mobius donlsimu icin (Ahlfors 1981; Ahlfors 1985; Kisil 2012) olmustur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Hibrit Sayilarin Geometrisine Giris

Bu kisimda eliptik, hiperbolik ve dual sayilari birlestiren hibrit sayilarin bazi geometrik
yorumlari ve uygulamalari verilmistir. Oncelikle 3 boyutlu hibrit uzay tanimi, vektorel
carpim ve hibrit uzaydaki pseudo-ortogonal vektorlerin birbiri ile olan baglantisi ver-
ilmistir. Eliptik (kompleks), parabolik (dual) ve hiperbolik dizlem tanimlari verilmis
ve bu dizlemler Gzerinde donme dondsumleri incelenmistir. Ayrica, dort boyutlu uza-
yda Karsilikl olarak birbirine pseudo-ortogonal diizlemler Gizerinde alinan hibrit sayilarin
carpimi ile olusturulan eliptik, parabolik ve hiperbolik dénme dénustimu incelenmistir.
Herhangi bir birim timelike hibrit say1 igin, donme dontsuminin matris formlari ifade

edilmis ve Rodrigues ve Cayley dénme formulleri kanitlanmistir.

4.1.1. Ucg Boyutlu Hibrit Uzay

Uc boyutlu hibrid uzay, eliptik, hiperbolik ve parabolik karakterdeki vektorlerden olusan
vektor uzayidir. Boylece R? uzayindaki eliptik, hiperbolik ve parabolik dénme déntstim-
leri bu uzaydaki diizlemler tizerinde incelenebilir. Ug boyutlu hibrit uzay tanimi ve bu

uzaydaki vektorlerin siniflandirilmasi asagidaki gibi yapilabilir.
Tanim 4.1. Ug boyutlu hibrit uzay, u = (uy, us, us), v = (vy,v2, v3) vektorleri igin
<u, V>]K = — (Ul — 1)2) (ul — Ug) + VaUg + v3us,

belirsiz bilineer simetrik form ile donatilmis R?® uzayidir. Bir pur hibrit sayi tic boyutlu
hibrit uzayda bir vektor olarak alinabilir. Ug boyutlu hibrit uzayda bir vektor A (u) =
— (u1 — ug)® + u3 + u2 olmak iizere

A (u) < 0ise ueliptik

A (u) > 0ise u hiperbolik

A (u) =0ise u parabolik

seklinde siniflandirilabilir. Eger (u, v), = 0 ise 0 zaman u ve v pseudo ortogonal olarak
adlandirilir. Bu kisimdan sonra v+ vektori ile v vektoriine pseudo ortogonal olan vektor

gosterilecektir (Ozdemir 2018, Oztiirk ve Ozdemir 2022).
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Tanim 4.2. Ug boyutlu hibrit uzayda vektorel carpim u = (uy, u, u3), v = (v, va, v3)
vektorleri igin
i —e —h
UXKYV =] U —uy U Ug
v — U U1 U3

seklinde tanimlanir. Ayrica, bu vektdrel ¢carpim
uxg (Vg W)= (u,v)py w— (0, W), v (4.1)

ozelligini saglamaktadir. Boylece, q = Sq + vq Ve p = Sp + v sayllarinin hibridyen
carpimi

ap = SqSp + SqVp + SpVq + (Vq, Vp) + Vg X Vp 4.2)

seklinde yazilabilir (Oztiirk ve Ozdemir 2022).

Bundan bdyle tez boyunca, u, v hibrit vektorlerinin skaler ve vektorel garpimi (u, v,

Ve u x v sirasiyla (u, v) ve u x v seklinde gosterilecektir.

Tanim 4.3. q = ¢1 + @i + g3 + g4h hibrit sayisi icin, V4 = (a, (b —¢), ¢, d) vektdri
(=, —,+, +) isaretli B uzayinda bir vektérdir. C (q) = qq = qq = a>+ (b — ¢)> =2 —

d* = — (Vq,Va)gs Olmak iizere q hibrit sayisi

C(q) < 0ise qspacelike
C(q) > 0ise qtimelike
C(q) =0ise qlightlike

seklinde siniflandirilabilir. Ayrica, q sayisinin normu

lal = VIE@] = y/|a + (b — o) — e — 2|,

seklinde tanimlanir ve bu norm ||qp|| = ||a|| ||p]| 6zelligini saglar . Bu norm tanimi ayni

zamanda kompleks, dual ve hiperbolik sayilarin normunu igerir (Ozdemir 2018, Oztiirk
ve Ozdemir 2020).

Tanim 4.4. R3 uzayinin bitiin parabolik vektorlerinin kiimesi
P = {(l’,y,Z) S R3 - (‘T _y)2+y2 +Z2 = O} - {(07070)}
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parabolik konisidir. R3 uzayinin bitiin eliptik vektorlerinin kiimesi
E={(z,y,2) eR*: —(r—y)++ 22 < 0}
eliptik kuresidir. R3 uzayinin buttin hiperbolik vektorlerinin kiimesi
H={(z,9,2) €R®: — (x —y)* + >+ 2> > 0} U{(0,0,0)}
hiperbolik kiresidir (Oztiirk ve Ozdemir 2022).
Tanim 4.5. R € M3, (R) matrisi, Vu, v € R? i¢in
(RuRv) = (u,v)

skalar carpimi koruyorsa, R matrisi hibridyen ortogonal matris olarak adlandirilir (Oztiirk
ve Ozdemir 2022).

Boylece
-1 1 0
I'=1|11 00
0 01

olmak lzere R € Mj3.3 (R) matrisinin hibridyen ortogonal matris olmasi igin gerek ve
yeter sart R'I*R = I* olmasidir.

Ayrica, bir M matrisi M” = —I*MI* esitligini sagliyorsa M matrisinin semi ters
simetrik matris oldugu séylenir. 3 x 3 tipindeki 6zel hibridyen ortogonal matrislerin
kiimesi

SO(3,K) ={R € Msx3(R): R"I*R=1"ve detR =1}

ile ifade edilir. SO(3, K) bir gruptur. Bu grup hibridyen dénme grubu olarak adlandirihr.
Her bir R € SO(3, K) u¢ boyutlu hibridyen uzayda bir donme délngtimini temsil eder
(Oztiirk ve Ozdemir 2022).

Onerme 4.6. v ve w iki plr hibrit sayi olsun. Buna gore, asagidakiler saglanir.

I. vw hem v hem de w sayisina pseudo ortogonal,

ii. v = (v,v),

iii. EQer O ve vw birbirine pseudo ortogonalse, o zaman v ve w sayilari da pseudo

ortogonaldir (Oztiirk ve Ozdemir 2022).
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Ispat i. (4.2) esitligine gore vw carpimi vw = (v,w) + v x w seklinde yazilabilir. Bu

nedenle, v ve vw hibrit sayilarinin skaler carpimi sifira esittir:
(vw,v) = ((v,w) + v X w,v) = 0.

ii. (4.2) esitliginden kolaylikla gorilebilir.

iii. Eger O ve vw saylilarinin skaler ¢arpimi,
(0.vw) = (0, (v, W) O + v x W) = (v,w) (0,0) = (v, w)

olur. Bunun anlami, O ve vw birbirine pseudo ortogonalse, 0 zaman v ve w sayilari da

pseudo-ortogonal olur. O

Teorem 4.7. v = xi + ye + zh ve vt = ai + be + ch # 0 sifirdan farkl hibrit vektorler
olsun.

i. v eliptik vektor ise v+ hiperbolik vektor,

ii. v hiperbolik vektor ise v* eliptik, hiperbolik ya da bir parabolik vektor,

iii. v parabolik vektor ise, v hiperbolik ya da parabolik vektordir (Oztiirk ve
Ozdemir 2022).

Ispat v L v* olduu icin, asagidaki esitlik yazilabilir:
—(z—y)(a—0b)+yb+ zc=0.

Bu esitlikten

ar —ay — cz

b= L2 #0 (4.3)

T
elde edilir. Boylece, bir hibrit sayinin Lorentziyen karakterinin belirlemek igin, A(v+)

esitliginde b yerine (4.3) esitligi yazildiginda
Avh) = i (a’z — 2’y + Pz — 2acz) (4.4)
elde edilir. Son esitlik ¢ ye gore ¢ozullirse, asagidaki kokler elde edilir:

clzg(z— A(V)),ngg(z—i-\/m).

X
Kokler incelendiginde, koklerin varhiginin A(v) sayisina bagl oldugu gorulebilir. (4.4)
ikinci dereceden denkleminin isaret analizi yapildiginda hipotezin dogru oldugu gorilebi-

lir. x = 0 durumu benzer sekilde hesaplanabilir. O
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Teorem 4.8. v = zi + ye + zh ve v = ai + be + ch sifirdan farkli vektorler olsun.

i. v eliptik vektor ise, v x v* hiperbolik vektor,

ii. v hiperbolik vektor ise, v x v+ hiperbolik, eliptik ya da bir parabolik vektor,

iii. v parabolik vektor ise, v x v* parabolik vektor ya da sifirdir (Oztiirk ve Ozdemir
2022).

Ispat v L v* oldudu igin, (v,v') = —(z — y)(a — b) + yb + zc = 0 yazilabilir. Bu
esitlikten b cekildiginde

b:(%;%;z)ﬂ¢o (45)

T

esitligi elde edilir. v ve v+ vektorlerinin vektorel carpimi

v X vt =(cr—az)i+ (cx —cy+bz—az)e+ (ay —bx)h

seklindedir. Simdi, v x v* hibrit vektorlerinin Lorentziyen karakterinin bulmak igin,

A (v x v*) esitliginde b nin yerine (4.5) yazildi§inda:

A(vxvh)=—(cx— az)? + (cx — cy + bz — az)” + (ay — bx)?

ey — () ) (e ey () 2 0z

T x

+ (ay . (ax—ay—cz) x)Q

T

= —i (—x2 + 2yx + 22) (a2$ — 2a%y + Pz — 2acz)
A (v x VJ‘) = —iA (v) (a*x — 2a%y + Pz — 2acz) (4.6)

elde edilir. v x v hibrit vektoriiniin Lorentziyen karakterini belirlemek igin, A (v X vl)
sayisinin isaretini belirlemek gerekir. (4.6) esitliginden gorulebilecegi gibi, eger v parabo-
lik ise, 0 zaman v x v parabolik ya da sifir olur. Diger durumlarda, c ye gore (4.6) ikinci
dereceden denkleminin kokleri

clz—g( A(V)—Z),Q:%(Z-i-\/m)

T

oldugu gorulir. Denklemin isaret analizi yapildiginda hipotezin dogrulugu goérulebilir.

x = 0 durumu benzer sekilde hesaplanabilir. O
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4.1.2. Hibrit Sayilarla Eliptik Donme Dondstumleri

Bir 6nceki bolimde hibrit sayilarin geometrisi ile ilgili kavramlar tanitilmistir. R? uzayin-
daki vektorler hibrit metrik ile ele alinmis ve vektorleri ve diizlemleri Lorentz-Minkowski
uzayinda oldugu gibi hibrit metrik ile eliptik, hiperbolik ve parabolik olarak siniflandiril-

mistir. Bu sekilde diizlemler asagidaki gibi inga edilebilir:

Kompleks diizlem  al + bi
Hiperbolik duzlem «al + dh
Dual diizlem al + ce
Bu dizlemler 1 = O reel eksenini paylasir. O’neill (1983)’de verilen dizlem tanimi (g

boyutlu hibridyen uzaya uyarlanabilir. Buna gore asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 4.9. Verilen bir P, C R? alt uzay1, P, tizerine indirgenmis (, ) hibridyen metrikle,
P, asagidaki gibi siniflandirilabilir:
i. Hibridyen metrik pozitif tanimhidir. O zaman P, eliptik duzlem olarak adlandirilir.
ii. Hibridyen metrik 1 indexlidir. O zaman P, hiperbolik diizlem olarak adlandirilir.
iii. Hibridyen metrik dejeneredir. O zaman PP, parabolik duzlem olarak adlandirilir
(Oztiirk ve Ozdemir 2022).

v € R3, vt #£ 0vev }f vt icin Span {0, v} diizlemi ve Span {v*, v x v*} diiz-
lemi birbirine pseudo-ortogonaldir. Bundan sonraki kisimda bu diizlemler Span {O, v} =
P, ve Span {v*, v x vt} = Py seklinde gésterilecektir. Py dizlemi, P, dizlemine
karsihkli pseudo-ortogonal diizlem olarak adlandirilacaktir. Her v € R? birim eliptik vek-
toru icin, P, duzlemi kompleks dizleme izomorfiktir. Cunku, P, dizleminde v = —1
oldugu igin v vektori i gibi ve O reel eksen gibi hareket eder. Bu duzlemin karsilikli
pseudo ortogonal sifirdan farkli v+, v x v+ hiperbolik vektorleri tarafindan gerilir ve P:
duzlemi de eliptik bir diizlemdir. PZ diizlemi de kompleks diizleme izomorftur (Catoni
vd. 2005; Catoni 2008; Harkin ve Harkin 2004; Kisil 2012; Miller ve Boehning 1968;
Ozdemir 2018; Rooney 1978; Rooney 2014; Sobczyk 1995; Simsek ve Ozdemir 2016;
Ulrych 2000).

Teorem 4.10. P ¢ R? bir diizlem ve N bu diizleme pseudo-ortogonal vektdr olsun. O

zaman P eliptik (hipebolik, parabolik) dizlem olmasi icin gerek ve yeter sart N eliptik
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(hiperbolik, parabolik) vektor olmasidir (Oztiirk ve Ozdemir 2022).

Ispat [P bir eliptik diizlem olsun. O zaman bu diizlemin hibridyen metrigi pozitif tanim-
lidir. Boylece, P duzlemi zerindeki vektorler hiperbolik vektordir. Teorem 4.7 ve
4.8’e gore, P diizlemi lizerindeki pseudo-ortogonal olan iki hiperbolik vektoriin vektorel
carpimi eliptik vektorddr. Bu da duizlemin normali IN vektoriniin eliptik olmasi demektir.
Diger yandan, N eliptik vektor olsun. Teorem 4.7 ve 4.8’e gore, P diizlemi (zerindeki
vektorler hiperboliktir. Bu nedenle P duzlemi Uzerindeki hibridyen skaler ¢arpim poz-
itif tamimhdir ve P diizlemi eliptik bir diizlemdir. Benzer bir kanit diger durumlar igin

yapilabilir. O

Teorem 4.11. R3 uzayinda v bir birim eliptik vektor olsun. O zaman v+ # 0 bir hiper-
bolik vektordir. Bu nedenle P, ile pseudo-ortogonal olan P her zaman insa edilebilir
(Oztiirk ve Ozdemir 2022).

Ispat Eger v eliptik ise, 0 zaman v+ ve v x v lineer bagimsiz hiperbolik vektordir. Bu

vektorler yardimiyla, PL diizlemi insa edilebilir. O

u Ve v iki dejenere olmayan vektor ise B = {u, v,u xi, v} E3 uzayinin bir bazidir.
Bu bazin pozitif mi ya da negatif mi yonlendirilmis baz oldugu u ve v vektorlerinin
Lorentziyen karakterine bakilarak anlasilabilir. Eger u ve v spacelike ise u x, v timelike
olur. Bu nedenle

det (u,v,u Xy, v) = (u xp v,u xpv) <0

olacag! icin B negatif yonlendirilmistir. Eger u ve v farkli Lorentziyen karaktere sahip

ise u xp, v spacelike olur. Bu nedenle
det (u,v,uxyv) = (uxyv,uxgv)>0

olacagi i¢in B pozitif yonlendirilmigtir (Lopez 2014). Ayrica bir eliptik vektdr igin Tanim
4.9, Teorem 4.7, 4.8, 4.10, 4.11°den elde edilen bilgi Cizelge 4.1’de 6zetlenmistir:

Cizelge 4.1. v eliptik vektori iken P, ve PL diizleminin karakteri

v eliptik ise, | v+ v X vt P, duzlemi | PL duzlemi

Tipi Hiperbolik | Hiperbolik | Eliptik Eliptik
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Bir hibrit sayi ile carpma dogrusal bir doniisimdur, bu nedenle bir birim hibrit say1 ile
carpma, tipki split kuaterniyonlarda oldugu gibi &5 uzayinda 4 boyutlu bir lineer dontisim
temsil eder. Hibrit sayilar, split kuaterniyonlar ile izomorf ve ayni zamanda, bu iki sayI

kiimesindeki iki sayinin garpimi da (4.2)’den gorildugi gibi ayni olur.

Teorem 4.12. q = ¢1 + i + qs& + ¢:h eliptik hibrit sayisinin polar formu, V :ﬁ’g(j‘)
V2 = —1 olmak tizere
q = ||q|| (cos§ + V sin )
seklinde ifade edilebilir. g sayisinin argimeti ¢
o 7 — arctan Hé?'” , g1 <0
arctan % , 1 > 0;
seklinde tanimlanir (Ozdemir 2018).
Tanim 4.13. Sol ve sag hibrit carpim dontgumleri agagidaki gibi tanimlanabilir:
Lq(p) =ap Ve Rq(p)=pa. (4.7)
Bir q hibrit sayisi icin, bu donlstmlerin bileskesi olan dénisim,
Sq(P) = Lq(Rg(p)) = apa@ Ve T4(p) = Lq(Rq(P)) = apq (4.8)

sandvic donusimii olarak adlandirilir (Oztiirk ve Ozdemir 2022).
Bu tanimin 1s1§inda, asagidaki énermeler verilebilir.

Onerme 4.14. L, ve R, sirasiyla sol ve sag hibrit carpim dontstimleri olsun. Eger v bir
birim eliptik vektor ise, asagidakiler saglanir (Oztiirk ve Ozdemir 2022).

I. Ly(O) = Ry(0O) =,

ii. Ly(v) = Ry(v) = (v,v) = —1,

iii. Ly(vt) =vvt =vxvt=—-R,(v}),
iv. Ly(vxvt)=(v,v)vt = vl =—R,(vxv!).
Ispat Kanit (4.7) ve hibrit say1 carpimi yardimiyla kolaylikla goriilebilir. O
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Onerme 4.15. v eliptik bir vektor ve T, ve S, sandvi¢ donlsiimi olsun. Buna gore,
asagidaki ifadeler dogrudur (Oztiirk ve Ozdemir 2022).
i T, (vt) = vt

i. Ty(vxvt)=vxvl

iii. Sy(vt) = —vt,
iv. Sy(v x vi) = —v x vt
Ispat i. (4.1) esitliginden,
T,(vH)=vwv=v(viv)=vx (vixv)=—(v,v)vi =v".
sonucunun dogru oldugu gorulebilir. ii., iii., iv. benzer sekilde gosterilebilir. O

4.1.3. Duzlemde Eliptik Donme Donusumu

Hibrit duzlemde eliptik dénme dénisumini incelemek icin gerekli olan tanimlar asagida

verilmistir.

Tanim 4.16. Ej uzayinda, O = (1,0,0,0) ve v eliptik vektor ile gerilen diizlem v vek-

tortnun eliptik diizlemi olarak adlandirihr (Oztiirk ve Ozdemir 2022).
Eliptik bir diizlemdeki (z, y) noktasi = + vy, =,y € R sekilinde yazilabilir.

Teorem 4.17. v eliptik vektoru icin g = cos# + vsin# € K herhangi bir birim timelike
hibrit say1 olsun.

Ly:Py =Py, p—Lg(p)=ap
lineer donisumi orijin etrafinda eliptik 6 acisi kadar eliptik donme belirtir. Bu lineer

donlsumin matris temsili asagidaki gibidir:

cosf) —sinf
Ly= (4.9)

sinff sinf

(Oztiirk ve Ozdemir 2022).
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Ispat P, diizleminde p = ||p|| (cos a + v sin o) eliptik timelike sayis igin
(Ilp|l cos av, ||p|| sin )" vektorii p sayisinin vektor temsili olmak iizere L donisiimii ma-

tris yardimiyla

Ly(p) = (cosf+vsind) | pl (cosa + vsina)
= ||p|| ((cos @ cos o — sin @ sin av) + (cos fsin a + sinf cos a) v)
_ |cost —sinf| |[|p cosa
N Lin@ sin 0 ] |:psinoz]

seklinde ifade edilebilir. Bu nedenle L, dontstimunin matrisi

cosf) —sinf
sinff sinf
olur. O zaman

La(p) - [“‘5089 Comsmesmm] _ {p <a+e>]

lp|| (cos @ sin o + cos asin 6) |lp|| sin (a + 0)
yazilabilir. |[Lq (p)|| = ||p|| oldugu i¢in, dénusim normu korur. Boylece L, (p) =
|lpll (cos (o + 0) + vsin (o + 0)) oldugundan L, dénisimi p sayisini 6 eliptik agisi

kadar orijin etrafinda 2 + y? = C (p) ¢emberi tizerinde dondirmustir (Sekil 4.1). O

v Vi Lq(p)

Sekil 4.1. P, diizlemi Uzerindeki herhangi bir hibrit sayinin bir q € Py,

birim hibrit sayi ile soldan carpinin etkisi.

Ornek 4.18. v = —i + 2¢ + 2h eliptik vektori ile olusturulan P, diizlemindeki
p=>5+12v € P, ve,

q= g + %V ve § = arg (q) = arctan(4/3)
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eliptik hibrit sayisi verilsin. Dogrudan hesaplama yapildiginda

—cosé’ —sinf 5
w2l
_smG sin 6 12
- —3/5 —4/5| | 5| |-33/5
4 35 | (12| | 565
33 56

55

elde edilir. Buradan, gorulebilir ki || Ly (p)|| = ||pl|, Ve Lq (p) sayisinin argiimenti
arctan(—56/33) dur. Gergekten p sayisinin normu 13 ve arglimenti « = arctan(12/5)
oldugu i¢in, Ly (p) sayisinin argiimenti trigonometrik olarak hesaplandiginda

_ tanf+tana  (4/3)+(12/5) 56
tan (0 + ) = T e 1— (4/3)(12/5) 33

olarak bulunur. Boylece § + o« = arctan(—56/33) elde edilir. Bu p sayinin pozitif yonde

0 kadar donmesi anlamina gelir.

4.1.4. Karsilikh Olarak Ortogonal Dizlemlerde Eliptik Donme

[E5 uzayinda bulunan bittn hibrit sayilari P, dizlemi tzerinde ifade edemeyiz. Butiin
hibrit sayilari ifade etmek igin, IP, diizlemine pseudo-ortogonal olan P diizlemine ihtiyag
vardir. P, diizlemindeki her bir hibrit say1 P{ diizlemindeki sifirdan farkli ve v }f v olan
her plr hibrit sayiya pseudo-ortogonaldir. Herhangi v pur eliptik sayisi icin vt # 0 ve
v Jf v olacak sekilde {O, v,v*,v x v} tabani segilebilir. Boylece, P, N P{ = {0}
oldugu icin
P, &P, =E;

yazilabilir.

Herhangi bir birim timelike sayi ile carpma islemi Ej uzayinda bir lineer izometri
oldugu icin, g = Sq + v4 birim timelike hibrit sayisi E3 uzayinda bir ddnme dontsima
temsil eder. Burada, bunu tam olarak gésterebilmek icin bu hibridyen ¢arpma isleminin
PL diizlemindeki pir hibrit sayilar tzerindeki etkisi incelenmistir (Ozttirk ve Ozdemir
2022).

Teorem 4.19. v birim eliptik vektor ve v+ # 0 olsun. 0, o € [0, 27) igin,

w = (cos @) vi+(sina) (v x v*+) € P pir hibrit sayisinin, g = (cos ) O+(sinf) v €
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P, hibrit sayisiyla carpiminin etkisi, carpma isleminin sagdan veya soldan yapilmasina
gore, asagidaki gibidir:

i. Ly, w vektoruni P duzleminde 6 agisi kadar pozitif yonde dondrdr.

ii. Ry, w vektortnu PL duzleminde 6 acisi kadar negatif yonde dondtriir (Ozttirk ve

Ozdemir 2022).

Ispat i. Ly (w) = qw dogrudan hesaplandiginda

Lq (W) = qw
= ((cos0) O + (sinf) v) ((cos @) v + (sina) (v x v))
= (cosfcosa — sinfsina) v + (cosfsina + sinf cosa) (v x v)

=cos(a+0) v +sin(a+6) (vxv').

elde edilir. L, (w) sayisi P diizlemindedir. Boylece, L_ soldan carpma islemi Py diizle-
minde w sayisini 0 eliptik agisi kadar pozitif yonde dondurir (Sekil 2.5).

ii. i.’e benzer sekilde gosterilebilir. O

v VXV Lq(W)

Sekil 4.2. P, eliptik diizlemindeki bir q hibrit sayistyla P{ diizlemindeki bir

w hibrit sayisinin soldan g¢arpiminin etkisi.

Teorem 4.20. v birim eliptik vektor ve v+ # 0 olsun. w birim eliptik vektorii ve 6 €
(0, ) igin,
Sq: Py = PL, w— Sg(w) = qwg

v

donuisiimi w vektorini v vektor etrafinda 26 agisi kadar pozitif yonde donduiriir (Oztiirk

ve Ozdemir 2022).

48



BULGULAR VE TARTISMA I. OZTURK

Ispat q € P, vew € PL oldugu icin, bu sayilar kutupsal formda q = (cos 6) O+(sin 6) v
ve w = (cosa) vt + (sina) (v x v*) seklinde yazilabilir. o € [0, 27) icin, dogrudan

hesaplama yapildiginda,

Sqa(wW) = qwq
= [(cos8) O + (sin ) v] [(cos @) v + (sina) (v x v*)] [(cos§) O — (sin6) v]
= [cos (a+ ) v +sin (a+6) (v x v')] [(cosf) O — (sin) v]

= cos (o +20) v +sin (o + 26) (v x v')

elde edilir. Bu, S, donustiminiin, w vektoruni v vektori etrafinda pozitif yonde 260 kadar

dondirmas olmasi anlamina gelir. O

Ornek 4.21. P, ve P{ dizlemleri sirasiyla

Span{O,v = —i+ 2e + 2h},

Span {v* =3i/5+ € —2h/5,v x v\ = —4i/5+2e+11h/5}

olsun. q = (cos 1”—2) O+ (sin 1”—2) vVew = (cos %) vi+ (sin g) (v X VL) hibrit sayilari
icin, Sq(w) sayist,

Sq(w) = [(cos §)O + (sin §)v][(cos %)vL + (sin 75) (v X VL)H(COS £)O — (sin §)v]

= (cos v+ (sin ) (v x v*)

2 4 11
= (cos %)(gl +e— gh) + (sin ;—r)(—gi—l—Ze—i—gh)
2 3 1 11 1
B it (-2 +=v3)h+ (=
Sq(w) ( 5\/§+ 1o>‘+ ( =T 10\/§> + (2+\/§)s
olarak bulunur. Ayrica,
1
Sq(w) = ivL + \/7§ v x vt

yazilabilir. Boylece, w sayisi, PL diizleminde v eliptik vektor etrafinda /4 eliptik agisi

kadar donmastur (Sekil 4.3).
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4.1.5.

Sekil 4.3. P; (izerinde eliptik donme.

Hibridyen Donme Déndsimandn Matris Temsili

Sq(x) = gxq donistimil x vektorinl v, eliptik vektoru ekseni etrafinda 6 acisi kadar

dondirmektedir. Bu donusiim sag ve sol carpim matrisleri yardimiyla asagidaki gibi elde

edilebilir: x € Py olmak tzere

Sq(x)

qi
q2

a3
g4

43—q2
q1—44
—q4
a3

Sq(x) = gqxq = L(q)R(q)x.

q2
0

11+qs
—q2

44
42
q2—(qs
41

0
—q2
—43
—qa

—q3+Q2
q1—44
—dqa
a3

—Qq2
0
1144
—q2

—qa
a2
—q3+q2
0

Boylece bir birim timelike hibrit sayi icin standart ddnme matrisi R asagidaki gibidir:

1
0
0
0

0

(r — qa)* + ¢

=245 + 223 — 2q1qn (1 + C]4)2 — @ 20192 — 2q1q3 — 243G
20103 + 20204 — 2034 —2q2 (1 + q1) @G — @5 + 20302 — G} |

0

—2¢3

50

2qo (Q1 - Q4)

0
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Herhangi bir birim timelike g = ¢ + ¢2i + ¢3€ + ¢4h hibrit sayisi i¢in, (4.10) matrisinin
1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor goi + gze + g4h olur. Ayrica, R matrisi R'I*R = I*
ve det R = 1 esitliklerini saglamaktadir (Oztiirk ve Ozdemir 2022).

Ozellikle kompleks, hiperbolik ve dual sayilara karsilik gelen eliptik, hiperbolik ve

parabolik 3 x 3 dénme matrisleri asagidaki gibidir:

e g, = cos(A/2) + isin(#/2) birim kompleks sayisina karsilik gelen 3 x 3 dénme
matrisi asagidaki gibidir.

1 cosf—1 sinb
RI=10 cosh sinf

0 —sinf@ cosf

e q; = cosh(A/2)+hsinh(#/2) birim hiperbolik sayisina karsilik gelen 3 x 3 dénme
matrisi asagidaki gibidir.

cosh 8 — sinh 6 0 0
R} = —sinh ¢ coshf +sinhf 0
0 0 1

e . = 1+&6 birim dual sayisina karsilik gelen 3 x 3 dénme matrisi asagidaki gibidir.

1 0 0
RO=|_202 1 —20
20 0 1

Ayni zamanda, R matrisinin elemanlari R;;, 1 < 4,7 < 3 olmak Uzere, R matrisine

ij»

karsilik gelen q = ¢1 + @21 + g3 + q4h hibrit sayisi asagidaki gibi hesaplanabilir:

V1+Ras + Ras + Ry

¢ ==

2 b
o = Ras — Rys
g =,
4q,
_ Rys — R34+ Roy
g3 = A )
q1
R33 — Raa — Ros
qqs = 1 .
q1

o1
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Eliptik Rodrigues Dénme Formulii  Ustel doniistim, eM matris istel serisi tarafin-
dan tanimlanmaktadir. Herhangi bir M (semi) ters-simetrik matrisi icin, eM Ustel ma-
tris dontgumu her zaman bir donme matrisi vermektedir. Bu metod, Rodrigues formulu
olarak da bilinir. Rodrigues dénme formult donme matrisi Uretmek icin faydali bir metod
olarak kullaniimaktadir (Ozdemir 2015; NeSovi¢ 2016; Erdogdu ve Ozdemir 2020). Bu
forml, Gg¢ boyutlu hibridyen uzayda donme matrisi elde etmek icin kullaniimigtir. Bunun
icin, donme ekseni Uzerinde uzanan v = vi+wye +wv3h vektorl icin M semi ters-simetrik

matris asagidaki gibidir:

—7Us 0 U1
M = —V3 U3 V1 — Uy - (411)
(%) —U1 0

Teorem 4.22. M matrisi (4.11) seklinde bir semi ters-simetrik matris ve v = v;i + voe +
vsh bir birim eliptik vektor olsun. Rodrigues donme formali yardimiyla dénme matrisi,

0 € [0, 2r) eliptik agl, q = cos § + vsin ¢ ve I3 3 x 3 birim matris olmak tizere,
RS = e™ = I3+ (sin) M + (1 — cos6) M?

olarak bulunabilir. R% matrisi P, diizleminde v vektorii etrafinda bir dénme doniistimiini

ifade eder. Rzl matrisi v} — v3 —vvy = A, 1 — cos § = c olmak Uzere asagida verilmistir:

¢ (v3 +v1vz) —vzsing + 1 —vic vy sinf — cvyvs
— (V2 —vwy)c—wvgsind  —cA+ugsinf + 1 (v; — vy)sind — coqug | (4.12)
vasin® — (vsvy —wv3vi) ¢ —cvvz —vgsing  —c (v — 2vvy) + 1

(Oztiirk ve Ozdemir 2022).

Ispat M matrisinin karakteristik polinomu X? — A (q) X = 0 dir. Bu nedenle,

M3 = A (q)M ve M matrisinin kuvvetleri igin
M = (A (q))" " M* M* ! = (A ()" "M (4.13)

esitlikleri yazilabilir. Boylece, v birim eliptik hibrit sayisi i¢cin Rodrigues formuli yardi-
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miyla Rfl matrisi asagidaki gibi hesaplanabilir:

*M?2 *M3 grMt

0 _ OM __
Rq—e = I3+ 60M + 9] + 3] + m
’M2  *°M  6*M?2
= LM+ = == -

03 95 92 94 96 )

Rz = I3+ (sin®) M + (1 — cos §) M2,

M matrisi yardimiyla (4.12) matrisi son esitlikten hesaplanabilir. (4.12) matrisi det Rfl =
1 ve (Rg)Tz*Rg = I* esitliklerini saglar. Bu nedenle, R? bir donme matrisidir. R
matrisinin 1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektori v dir. Buna gore v eliptik hibrit vektor(

donme ekseni tzerinde yer almaktadir. O

Eliptik Cayley Donusuimi  (4.11) seklindeki semi ters simetrik M matrisi igin, (I3 + M)
matrisinin tersi vardir. Fakat M matrisinin elemanlarini olusturan v vektor( hiperbolik ise

birimden farkh olmalidir. Cayley donlisimu agagidaki esitlikle verilebilir:
Cay (M) = (Is = M) (Is + M)™" = (I + M) (I3 — M)
(Ozdemir 2015; Nesovit 2016; Erdogdu ve Ozdemir 2020).

Teorem 4.23. v eliptik vektor ve M (4.11) seklindeki v vektorune karstlik gelen semi

ters-simetrik matris olmak Uzere
R = Cay (M) = (I3 — M) (Is + M)~ (4.14)

bir eliptik donme matrisidir. Bu matris asagidaki gibi verilebilir:

(v + v] + 203 + 1) —20? —2v; (v + 1)
1—(1V,V> 2 (_U% + U102 + 1)3) - (U% - U% + 27}3 - 1) —2 (Ul — Vg + U2U3)
—2 (v9 — V103 + VoU3) —2v; (v3 — 1) — (v} — 2u9uy + 02 — 1)

(4.15)
(Oztiirk ve Ozdemir 2022).

Ispat (I3 +M)" I* = I* (I; — M) ve (I; — M)" I* = I* (I3 + M) esitlikleri yazilabilir.
Bu esitlikler kullanildiginda

RTT'R = ((Is — M) (Is + M) ™)) I* (Is = M) (I + M) ™' = I*
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esitligi goriilebilir. Ayni zamanda, detR= det ((I5 — M) (I3 + M)_l) = 1. Boylece
R= Cay (M) eliptik donme matrisidir. Dogrudan hesaplama ile (4.15) bulunabilir. O

Sonug 4.24. (4.15) matrisinin 6zdegerleri

— LEfv]i — L=fvii —
A= I=[lv[li* A2 = L [v]i? As =1

dir. v eliptik vektori igin
1+ (v,v)
1—(v,v)

formilt ile donme agisi hesaplanabilir (Oztiirk ve Ozdemir 2022).

cosf =

4.1.6. Hiperbolik Hibrit Sayilarin Geometrisi

Bu boliimde hiperbolik hibrit sayilarin geometrik 6zellikleri tizerinde durulmustur.

V(a)

Teorem 4.25. q = q; + ¢21 + g3 + q4h hiperbolik hibrit sayisinin polar formu, V = Eall’

V2 = 1, ve 6 hiperbolik acisi q hibrit sayisinin argumenti olmak izere,
q = F||q|| (cosh § + v sinh )

dur. q hibrit sayisnin argimenti 6 asagidaki esitlikten elde edilebilir:

6) — ln Q1 + ng”

lal
Teorem 4.26. P C R3 bir dizlem ve N vektori bir bu dizleme pseudo-ortogonal olsun.
O zaman P duzlemi hiperbolik (sirasiyla, eliptik, parabolik) tir ancak ve ancak N vektord

hiperbolik (sirasiyla, eliptik, parabolik) tir.

ispat P hiperbolik dizlem olsun. O zaman bu dizlem Gzerindeki hibridyen metrik 1
indeksli olur. Boylece, P dizlemi uzerindeki vektorler hiperbolik ve eliptik karakterli
vektorler olur. Teorem 4.26’ya gore bir eliptik ve bir hiperbolik vektoriin vektor carpimi,
P dizlemine dik olan baska bir hiperbolik vektor olur. Boylece, N hiperbolik olur. Diger
taraftan, N hiperbolik vektor olsun. Teorem 4.7 ve 4.8’e gore, P duzlemi uzerindeki
biribirine dik olan vektdrlerden biri hiperbolik digeri eliptik bir vektér olmaktadir. Bu
nedenle, P diizlemi Uzerindeki hibridyen skaler ¢carpim 1 indekli olur. Boylece, P diizlemi

hiperbolik karakterli olur. 0
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Teorem 4.27. R3 uzayinda v sifirdan farkli bir birim hiperbolik vektor olsun.

i) Eger v hiperbolik (ya da eliptik) vektorse, o zaman P, diizlemi ile karsilikli
olarak pseudo-ortogonal olan bir P diizlemi olusturulabilir.
i) Eger vi ve vy vektorleri v vektoriine pseudo-ortogonal ve parabolik vektorler

ise 0 zaman P, duzlemi ile karsilikli olarak pseudo-ortogonal olan bir

I N N . -
PL = Span {e1 =21V ) = %} duzlemi olusturulabilir.

Ispat Teorem 4.7 ve 4.8 yardimiyla, teorem ispatlanabilir.

i) Eger v* hiperbolik (ya da eliptik) vektorse, o zaman v x v+ vektori parabolik
olmayan ve v+ ile lineer bagimsiz olan bir birim vektérdir. Bu nedenle PL diizlemi inga
edilebilir.

ii) Eger v parabolikse 0 zaman v* ve v x v+ vektorleri paraleldir. Bu asagidaki

esitlikten gorlebilir:

vt x (VXVL):vL(VXVL):—VL(lev):—(VLVL)V:(]

Fakat, v vektortine pseudo-ortogonal ve birbiri ile lineer bagimsiz olan vi ve v3- parabo-

I 1 1 - oL
lik vektorleri bulunabilir. Boylece, P& duzlemi e, = % e — % gibi

eliptik ve hiperbolik olan iki vektérle insa edilebilir. O

Her v € R3 birim hiperbolik vektort igin, P, duzlemi hiperbolik diizleme izomorf
olur. Cunkii v? = 1 oldugundan P, diizleminde v vektori hiperbolik sayilar kiimesinin
h birim gibi and O reel eksen gibi davranir ve (4.7), (4.8), (4.27) geregi sifirdan farkl
v+, v x vt vektorleri tarafindan gerilen PL diizlemi de hiperbolik diizleme izomorf olur
(Miller ve Boehning 1968; Rooney 1978; Sobczyk 1995; Harkin ve Harkin 2004; Catoni
vd. 2005; Catoni 2008; Kisil 2012; Rooney 2014; Ozdemir 2018; Simsek ve Ozdemir
2016; Ulrych 2000).

Eliptik vektorlerde oldugu gibi bir v = (v, v9, v3) hiperbolik vektord i¢in Tanim 4.9,
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Teorem 4.7, 4.8, 4.26, 4.27°den faydalanildiginda Cizelge 4.2°deki tablo olusturulabilir:

Cizelge 4.2. v hiperbolik vektorii iken P, ve Py diizleminin karakteri

v hiperbolikse, | vt v X vt P, dizlemi | PL dizlemi

Eliptik | Hiperbolik | Hiperbolik | Hiperbolik

Tipi Hiperbolik Eliptik Hiperbolik | Hiperbolik
Parabolik | Parabolik | Hiperbolik Dogru

E? uzayindaki diizlemler icin Verstraelen (2018)’de dizlemlerin yonlendirmesi ile
ilgili verilen bilgi 3 boyutlu hibridyen uzaydaki P, ve P{ diizlemlerine uyarlanmistr.

Boylece hiperbolik bir diizlemde donme donlisumii pozitif yonu gosterilmistir (Sekil 4.4).

s

Sekil 4.4. P, ve P{ diizlemlerinin yonlendirilmesi

Onerme 4.28. L, ve R, sirasiyla, sol ve sag hibrit carpim dontigtimleri olsun. Bir v
hiperbolik vektorl icin asagidakiler saglanir:

i. L,(0) = Ry(0) = v,

ii. Ly(v) = Ry(v) = (v,v) =1,

iii. Ly(vi) =vvt =v x vt =—-R,(v}),

iv. Ly(v x vl) = (v,v) vt = vt = —R,(v x v1).

Onerme 4.29. T, ve S, sandvi¢ déntisimi olsun. Bir v hiperbolik vektori icin asagi-
dakiler saglanir:

i Ty (vt) = —vt,
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i. Ty(v x vt) = —v x vt
iii. Sy(vt) =vt,

iv. Sy (v x vh) =v x vi.
Ispat i. (4.1) esitliginden,
T,(vH)=vwiv=v(viv)=vx (vixv)=—(v,;v)vi=v

oldugu gorulebilir.

ii., iii., iv. benzer sekilde ispatlanabilir. O

vV X e; = e; Ve v X ey = e; oldugu icin, benzer hesaplamalar e; ve e, icin de gecerli
olur.
4.1.7. Duzlemde Hiperbolik D6nme D6nustimu

Tanim 4.30. E3 uzayinda, bir birim hiperbolik hibrit vektort v ve O = (1,0,0,0) vek-

torundn gerdigi dizlem bir hiperbolik duzlem olarak isimlendirilir.

P, dizlemi Gzerindeki =,y € R reel sayl olmak lizere (x,y) noktas| = + vy olarak

yazilabilir.

Teorem 4.31. v bir birim hiperbolik vektor olmak lzere, q = cosh 6 + v sinh 6 herhangi

birim timelike sayi olsun.
Lg:Py =Py, p— Lq(p)=ap

lineer donustimi orijin etrafinda 6 hiperbolik acisi kadar bir hiperbolik donme belirtir.

Bu lineer dondsimin matris temsili

cosh@ sinhf
sinh@ coshf

olur.

Ispat P, diizleminde p = |/p|| (cosha + vsinha) hiperbolik timelike sayisi igin

(Ilp|l cosh v, ||p|| sinh )" vektdrii p sayisinin vektor temsili olmak iizere L déniisimi
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matris yardimiyla

Ly(p) = (cosh@+ vsinh6) ||p|| (cosha + vsinh «)

= |Ip|| ((cosh @ cosh o + sinh @ sinh &) + (cosh @ sinh @ + sinh § cosh /) v)
cosh@ sinh@ | || p| cosha
sinhf cosh@| || pl sinha«
seklinde ifade edilebilir. Bu nedenle Ly donlstiminin matrisi

coshf sinh6
sinh@® coshf

Lo (p) |p|| (cosh 6 cosh o 4 sinh 6 sinh «) |lp|| cosh (v + 0)
q p = =
|p|| sinh (v + 6)

olur. O zaman
|lp|| (cosh @ sinh a + cosh v sinh 6)
yazilabilir. ||Lq (p)|| = |lp|| oldugu igin, déniisim normu korur. Boylece Ly (p) =

||l (cosh (o + €) + v sinh (a + #)) oldugundan L, dénlisimi p sayisini  hiperbolik

acisi kadar orijin etrafinda z*> — y? = |C (p)| hiperbolu tizerinde dondurmustir (Sekil
4.5).
/ \\ "
q
p
q \1 / a

Sekil 4.5. P, hiperbolik diizleminde alinan bir q sayisi ile P, diizlemin

de alinan bir p hibrit sayinin soldan carpiminin etkisi.
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Ornek 4.32. v = 2i+e-+h hiperbolik vektorii ve O = (1,0,0,0) vektori ile P, diizlemin

insa edilebilir. Bu diizlemde alinan
q=v2+2i+e+h=V2+v

saylsinin argiimenti

0 =arg(q) =1In (\/54— 1)

dir. P, dizleminde argiimenti In+/5 olan p = 3 4 2v hiperbolik hibrit sayisina L,

doénistimi uygulandiginda

Li(p) - [cosh (In (v2+1)) sinh (In (V2 +1)) | [v/5cosh (Inv/3)

alP _sinh (ln (\/5 + 1)) cosh (ln (\/§ + 1)) V5 sinh (ln \/5)
3 vz 1] s
Crove| |2

= ) v o)

2v/2+3

Lq (P)|| = |Ip|| = v/5 oldugu gériilebilir. Ayrica,
arg Lq (p) = In (v/5 + v/10). Gergekten, arg L, (p) asagidaki gibi hesaplandiginda

bulunur. Buradan,

0+a = 1n<\/§+1>+1n\/5
= ln(\/g—i-\/m)

oldugu gorulur. Bu yizden, p sayisi 22 — y?> = 5 hiperbolll Uzerinde pozitif yonde

pseudo acisiI kadar donmastr.

4.1.8. Karsilikli Olarak Ortogonal Duizlemlerde Hiperbolik Dénme

Teorem 4.33. v ve v sirastyla, birim hiperbolik ve birim eliptik vektor olsun. w =
(cosha) vt + (sinha) (v x v) € P¥ hiperbolik hibrit sayisinin bir q = (cosh6) O +
(sinh @) v € P, birim hibrit sayisi ile garpimi asagidaki iki donustimu tanimlar:

i. Lq donistimi w vektorini PL duzleminde pozitif yonde 6 > 0 hiperbolik agisi
kadar dondurdir.

ii. Rq donusimi w vektdrini P diizleminde negatif yonde 6 > 0 hiperbolik agisi

kadar dondurdr.
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Ispat i. q = (coshf) O + (sinhf) v ve w = (cosha) v + (sinha) (v x v1') sayilari
icin, Ly (W) = qw carpimi
Low = qw
= [(cosh®) O + (sinh #) v] [(cosh @) v*" + (sinha) (v x v*)]
= (cosh@cosh a + sinh @ sinh o) v +
+ (cosh @sinh v + sinh f cosh ) (v x v™)
= cosh (a+6)v" +sinh (a+6) (v x v7) (4.16)

olarak elde edilir. Buradan
law|| = ||wl|, arg(qw)=a+0

oldugu gortlebilir. Ayrica, Ly (w) = qw sayisinin P{ diizleminde oldugu gortilmekte-
dir. Bu nedenle, L_ déniisimii w vektorini hiperbolik 6 agisi kadar pozitif yonde Py

dizleminde dondurir (Sekil 4.6). O

1
v " Ly(w)
W/
q

[

| \ | /
Sekil 4.6. P, hiperbolik diizleminde alinan bir q hibrit sayisi ile PZ diizleminde
alinan pure hibrit sayisinin soldan garpiminin etkisi.
Teorem 4.34. v ve v* birim hiperbolik vektorler olsun.
w = (sinh o) v+ + (cosha) (v x v*) € Py hiperbolik hibrit sayisinin bir

q = (cosh ) O + (sinh §) v € P, birim hibrit sayisi ile carpimi asagidaki iki donusumu

tanimlar:
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i. Lq donislimi w vektorini PL duzleminde pozitif yonde 6 > 0 hiperbolik agisi
kadar dondurdr.
ii. Ry donislimi w vektorini P diizleminde negatif yonde 6 > 0 hiperbolik agisi

kadar dondirdr.

ispat Teorem 4.33’e benzer sekilde ispatlanabilir. 0J

Teorem 4.35. v, v+ vektorleri sirasiyla birim hiperbolik ve birim eliptik vektorler olsun.

Bir w birim hiperbolik vektori igin

S:Py = Pr, w— Sq(w)=qwq

v

dondstimi w vektorini v vektorl etrafinda pozitif yonde 260 hiperbolik agisi kadar don-

dardr.

Ispat q € P, ve w € PL oldugu icin, g = (cosh 0) O + (sinh 0) v ve w = (cosh o) v+

+ (sinh @) (v x v*) yazilabilir. Buna gére, S, (w) dogrudan hesaplama yapildiinda

Sa(w) = qwq
= [cosh (o + ) v" +sinh (a4 6) (v x v©)] [(cosh6) O — (sinh §) v]
= cosh (a + 260) v + sinh (a + 26) (v x v")
elde edilir. Sonuc olarak,
[Sa(W)ll = lIwl|

ve Sq(w) vektort Py dizlemindedir. Bunun anlami, S, dontisimi w vektérini v vek-

tord etrafinda 26 hiperbolik acisi kadar dondurdr. O

Teorem 4.36. v ve v+ vektorleri birim hiperbolik vektor olsun. Bir w hiperbolik vektor(
icin

S:Py — Py, q— Sg(w)=qwq
dondstimi w vektorlni v vektorl etrafinda pozitif yonde 26 hiperbolik acisi kadar don-

dirdr.
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Ispat q € P, vew € PL oldudu igin, g = (cosh #) O+ (sinh #) v ve w = (cosh o) v+

(sinh «) (v X vL) yazilabilir. Buna gore, Sy(w) dogrudan hesaplama yapildiginda

Sq(w) = qwq
= [sinh (o + 0) v' + cosh (a + 6) (v x v*)] [(cosh6) O — (sinh §) v]

= sinh (a + 260) v + cosh (a +26) (v x v™)

elde edilir. Sonug olarak,
[Sa(w)l = [lwli

ve Sq(w) vektori PL duzlemindedir. Bunun anlami, S, dontisimi w vektérini v vek-

toru etrafinda 20 hiperbolik acisi kadar dondurdir. O

4.1.9. Hiperbolik Dé6nme Donusumuidnin Matris Temsili
Hiperbolik Rodrigues Donme Formulu

Teorem 4.37. M matrisi (4.11) seklinde elemanlari v = v;i + vye + v3h bir birim hiper-
bolik vektorunin bilesenleri olan bir hibridyen semi ters-simetrik matris olsun. O zaman
Rodrigues donme formiilii yardimiyla, 6 hiperbolik agl, g = cosh £ + vsinh & ve I3 3 x 3

birim matris olmak tzere, ddnme matrisi

R? = ™ = [ + (sinh#) M — (1 — cosh 6) M?

q
seklindedir. Rﬁl matrisi PL diizleminde v vektori etrafinda 6 hiperbolik agisi kadar bir
donme dénistimiin ifade eder. RY matrisi (v — v5 — v1v3) = A, (cosh§ — 1) = p olmak
lzere asagidaki gibi verilebilir:
p (v + vivg) —v3sinh 6 + 1 —vip —pv1v3 + vy sinh 6
vy (V1 — v9) p —vgsinh@  wgsinhf — pA+1 —pvyvs + (v; — vg) sinh 6
vg (v — vg) p+ vasinhf  —pvyv3 — vy sinh @ —pvy (V1 — 209) + 1
(4.17)

Ispat M matrisine karsilik gelen Rodrigues déntstimiinden elde edilen donme matrisi

Rfl = ™™ ve M matrisinin karakteristik matrisi
X3~ A(qQ)X =0
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dir. Cayley-Hamilton teoremine gore,
XP=Aq) X
oldugu gorulebilir. M matrisinin 2°den biylk kuvvetleri icin asagidaki esitlikler vardir.
M* = A(a)M?, M° = A(qg)M?, M®=(A(q)*M’ M =(A(q)*M
ve v vektorl hiperbolik oldugu icin bu esitlikler asagidaki gibi diizenlenebilir:
M = M2, M>1 =M (4.18)

v hiperbolik sayisi i¢cin Rodrigues formild, (4.18) esitlikleri yardimiyla asagidaki gibi

diizenlenebilir.

0’°M%  >M3® Mt

0 oM _
Rq = eV =13+ 60M+ 5 + a3l + 1
’°M?  *°M  6'M?
= I3+ 6M+ 5 + a3l + 1 +
Ak 0* 9t 4° 9
= [3+(9+§+a+...)|\/|+(§+Z+a+...)|\/|

= I3+ (sinh @) M — (1 — cosh ) M?.

Son esitlikte M matrisi yerine yazildiginda (4.17) matrisi elde edilir. U

Hiperbolik Cayley Dontsumu

Teorem 4.38. M matrisi (4.11) seklinde elemanlari bir v = (v, v5, v3) birim olmayan
bir hiperbolik vektorinun bilesenleri olan bir hibridyen semi ters simetrik matris olsun.

O zaman, bir hiperbolik 6 agisi igin,
R=(Is—M)(Is+M)™" (4.19)

bir dénme matrisidir. R dénme dénusimunin matrisi asagidaki gibidir:

(v + v] + 203 + 1) —20? —2vy (v3 + 1)
1—<1V,V> 2 (_U% + v1v2 + U3> - (U% - U% + 27}3 - 1) —2 (Ul — Uy + 1}21)3)
—2 (vg — V103 + VoV3) —2v; (v3 — 1) — (v = 2vyvy +v2 — 1)

(4.20)
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Ispat
I+M"1*=1r"(I-M) ve (I-M"I*=1"(1+M)
oldugu gorulebilir. Bu esitlikler yardimiyla,
RTI'R=((Is = M) (I + M) ™) 1" (I = M) (I + M)~ = I*

oldugu gosterilebilir. Bunun yaninda, det (I3 — M) =1 — (v, v) ve
det (I5 + M) ™" = ﬁ oldugu icin, detR= 1 dir. (4.19) hesaplandiginda, (4.20) ma-

trisi elde edilir. O

Sonug 4.39. (4.11) matrisinin 6zdegerleri Ai, Ao, A3

N — 1 —/(v,v) Ny — 1++/{v,v)

1++/(v,v)’ 1 —/(v,v)

olur. Ayrica, v donme eksenine karsilik gelen 6zdeger 1 dir. 6 hiperbolik dénme agisi
1+ (v,v)
1—(v,v)

ve 3 =1

cosh 6 =

form@lu ile bulunabilir.

4.1.10. Parabolik Hibrit Sayilarin Geometrisi

Sifirdan farkli bir parabolik v vektort yardimiyla P, = span {O,v} dizlemi ve Py =
span {v*,v x vt} dizlemi insa edilebilir. Boylece P, ve Py diizlemi dual dizleme
izomorf olur. Sifirdan farkli hiperbolik v+ ve parabolik v x v+ vektorlerinin lineer bir-
lesimi olan av* + bv x v vektoriniin normunun karesi

1

<CLVL+bVXV ,aVL+bVXVL>:CL2

olur. Bu normun dual norm oldugu gériilmektedir (Fischer 1998; Harkin ve Harkin 2004;
Kisil 2012; Miller ve Boehning 1968; Ozdemir 2018; Rooney 1978; Rooney 2014; Sobcz
yk 1995; Yaglom 1968).

Teorem 4.40. R3 uzayinda v pur parabolik hibrit sayi olsun. O zaman

i) v hiperbolik vektor ise P, diizlemi ile karsilikli olarak pseudo-ortogonal olan
P diizlemi inga edilebilir.
i) v vektori v ile paralel olmayan parabolik vektor ise P, diizlemi ile karsilikl

olarak pseudo-ortogonal olan P{ diizlemi insa edilemez.
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Ispat Teorem 4.7 ve 4.8 yardimiyla, teorem kanitlanabilir.

i) Eger v+ hiperbolik ise asagidaki

esitliginden gorulebilir ki v+ ve v x v+ vektorleri paralel degildir. v ve v x v vektorleri
yardimiyla PZ dizlemi insa edilebilir.

ii) Eger v+ parabolik vektorse

v X(VXVL) = VL(VXVL):—VL(VLXV):—<VLVL)V:0

vx (vxvh) = v(vxvh)=(v)v =0

esitliklerinden gorilebilir ki v x v+ vektorii v ve v+ ile paralel olur. Bu durumda v xv+ =

0 olur. Bu nedenle v ve v x v* vektorleri yardimiyla PL dizlemi insa edilemez. O

Eliptik ve hiperbolik durumdaki gibi parabolik durumda Tanim 4.9, Teorem 4.7, 4.8,
4.10 ve 4.40 yardimiyla Cizelge 4.3’deki tablo olusturulabilir.

Cizelge 4.3. v parabolik vektori iken P, ve P diizleminin karakteri

Eger v parabolik, | v v x vt P, dizlemi | P duzlemi

Hiperbolik | Parabolik Parabolik | Parabolik
Tip

Parabolik | Sifir vektorii | Parabolik | Dogru

Onerme 4.41. L, ve R, sirasiyla sol ve sag hibrit carpim dontstimleri olsun. Eger bir v
parabolik vektor ise, 0 zaman asagidakiler saglanir.

i. Ly(0) = Ry(0) = v,

ii. Ly(v) = Ry(v) = (v,v) =0,

iii. Ly(vt) =vvt =vxvt=—-R,(v}),

iv. Ly(vxvl)=(v,v)vl = —R,(v xvt)=0,

V. T, (vh) =Ty (v x vi) = Sy (vt) = Sy (v x vi) = 0.
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Ispat v. ifadenin kaniti asagidaki gibi verilebilir:

digerleri benzer bicimde kanitlanabilir. O

4.1.11. Duzlemde Parabolik Donme Donidsumu

Tanim 4.42. Ej uzayinda bir parabolik v vektorii ve 0=(1,0,0,0) vektori tarafindan ge-

rilen diizlem parabolik duzlem olarak adlandirilir.

Teorem 4.43. q = 1 + 6v, 8 > 0 herhangi bir timelike parabolik hibrit sayi olsun. O

Zaman

L P, — Py

q

P — Lq(p)=ap

lineer dontisimi orijin etrafinda parabolik 6 agisi kadar parabolik dénme belirtir. L

lineer donlisiminin matris temsili agagidaki gibidir:

10
Lq= .

Ispat p = 1 + (v parabolik hibrit sayisi ve (1, B)T p sayisinin P, dizlemindeki vektor
gosterimi olmak lzere, L, doniisimunun matrisi hibrit carpimi yardimiyla asagidaki gibi

bulunur:

Lq(p) = (1+6v)(1+pv)

= 1+@+p5)v

L
)
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olur. |[Lq (p)|| = ||p|| oldugu i¢in L, normu Korur. Gértldigi gibi L, matrisi p sayisini
orijin etrafinda parabolik ¢ acisi boyunca x = |C (p)| dogrusu tzerinde dondurir (Sekil

4.7). O

b+q

Plane P Plane P

Sekil 4.7. Bir q € P, hibrit sayisiyla soldan ¢arpimin

bir p € P, sayisi Uzerindeki etkisi

4.1.12. Karsilikli Olarak Ortogonal Duzlemlerde Parabolik Donme

Teorem 4.44. v parabolik bir vektor ve sifirdan farkli v bir birim hiperbolik vektor
olsun. Eger bir g = 1 + v hibrit sayisi ile w = av' + 8 (v x v!) € P{ pur hibrit
sayIsl carpimi asagidaki iki déntsuma tanimlar:

i. Ly w vektorint Py duzleminde pozitif yonde 6 > 0 parabolik acisi kadar dondirdr.

ii. Ry w vektorini P{ duzleminde negatif yonde 6 > 0 parabolik agisi kadar dondu-
rar.

Lq w vektorini av® + (8 + ta) (v x v*), t € R dogrusu iizerinde ve Rq w vek-

torint av> + (8 — ta) (v x v*+), t € R dogrusu tizerinde donduirtir.

Ispat i.q=1+0vvew =avt +3(vxv') argw = s oldugu igin L, déniistimu
(0]

w vektoriine uygulandiginda

Lgw = qw
= (146v)(avr+B(vxvh))

= avi+ (B+0a)(vxvh) (4.21)
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elde edilir. (4.21) esitliginden goruldugu gibi, Lqw = qw vektérl PL dizlemindedir.

5+9a:é+0
o) el

olur ki bu L doniisuminin w vektorini pozitif yonde 6 parabolik acisi kadar dondirdugu

¢ diizlemi dual say diizlemine izomorfik oldugundan L,w argumenti

gosterir. Lq doniisimi w vektoriine uygulandiginda elde edilen noktalar
avt + (B +ta) (v x v*t), t € R dogrusu Gzerinde olur (Sekil 4.8).

Ii. Benzer bigcimde kanitlanabilir. O

Plane P

Sekil 4.8. w € L pir parabolik hibrit sayisi Uizerinde q € P,

birim timelike parabolik hibrit sayisinin soldan ¢arpiminin etkisi.

Teorem 4.45. v, v* sirasiyla sifirdan farkl parabolik ve birim hiperbolik vektorler olsun.

q € P, olmak uzere

Sq:Pf — PL

w — Sq(w)=qwq

dontsumi w vektorinl v etrafinda pozitif yonde 26, 6 > 0 kadar dondrar. S, donugim

w vektorini av® + (8 + ta) (v x v*), t € R lzerinde dondurdir.

Ispat q € P, oldugu icin, g = 1 + Ov yazilabilir. Sq dontstimu altinda w vektorinin
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gordntasu
Sq(w) = qwq
= (146v)(av-+8(vxv"h))(1-06v)
= (av' + (B+0a) (vxvh))(1—0v)
= av'+ (8+20a) (v x v').
olur. Sonug olarak Sy(w) € P+ ve Sy(w) argumenti b+ _ + 26 olur. Bu

(0%
Sq donustiminin w vektoruni v etrafinda pozitif yonde 29, 6 > 0 kadar déndurdigu

anlamina gelir. Sg déntsimi w vektorini av: + (8 + ta) (v x v'), t € R dogrusu

Uzerinde dondirmdastdr. O

0
—v, v = (v1,v9,v3) ,v2 = 0 Ve (v,w) # 0 olmak lzere

Teorem4.46. q =1 — 5

Sq:K—IP%—>K—IP%, q — Sq(W) = qwq

dontsumi w vektorunl v etrafinda ¢, ¢ > 0 parabolik agisi kadar dondurdr. Sq lineer

dondstiminin matrisi

Sq(w) =Rlw (4.22)
1+ 160 — 1670105 + Gus —16%0? — 16?0105 — Ovy
R = | fu;— 1003 + 10%v00 1 — 03 — 10%0100 —160%0505 — Ovy + Ovy
—0vy + %021)11]3 — %6’2@2113 —%021)1113 + Oy — %0211?2)

olur. Ayni zamanda bu dénusumiin tekrarli olarak w vektdrine uygulanmasi ile elde

edilen noktalar

at) = (—%tzvl (v,w) — tvqws + tvgwy + wy
_%tZUQ (v, W) + t (vows — v3ws + v3wy) — tvyws + wo, (4.23)

—3t%03 (v, W) — tvgw; + tojws + w3)

paraboli Gzerindedir.

Ispat Sq dontstimi dogrudan hesaplandiginda I birim matris ve M hibridyen semi ters-
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simetrik matris olmak Uzere,

Sq(w) = qwq

- () ()

= W—vaw—3<v,w>v
92
= W—QVXW—}-E(VX(VXW))

02
= w—0Mw+ EMQW
02
— (1 — OM + 5M2> w (4.24)

elde edilir. Boylece, (4.24) yardimiyla (4.22) matrisi elde edilir.  Ayni zamanda,
detRY = 1, RT[*R = I* ve R? matrisinin 1 6zdegerine karsilik gelen vektor v vek-
torudur. Bu nedenle, S, w vektoriinu v etrafinda ¢, 6 > 0 parabolik agisi kadar dondur-
mus olur. Ayni zamanda S, dontsumunin w vektérune ardigik olarak uygulanmasi sonu-
cunda elde edilen noktalar
a(t) = (—3t%01 (v, w) — tvyws + tvswy + wy
— 31205 (v, W) + t (vaws — v3ws + v3wy) — tvyws + W,

—%t2'03 (v, W) — tvow; + tvywsg + ws, )

egrisi Uzerinde olur. (v, w) # 0 oldugu icin «(¢) bir parabolddir. O

Tanim 4.47. Herhangi bir « (¢) parabollnin pseudo-merkezi
_a(t) x a"(t)
{/(t), /(1))
ve C vektorl « (t) paraboluntn dénme ekseni tizerinde yer alir.
Ornek 4.48. 2y — x + 1 = 0 duizlemi ve L konisinin kesisimi olan o (t) = (¢?, 312 — 1,¢)
paraboliini ele alalim. Duzlemin normali N = (2,1,0) ve parabolun pseudo-merkezi
C' = (—2,—1,0) noktasidir. «(2) = (4,2,2) noktasini « (8) = (64, %, 8) noktasina
dondstiren donuslimin matrisid =8 —2 =6veq = 1 — 3v, v = C olmak lzere
37 —72 12
RS =118 —35 6
6 —12 1
matrisidir. Buradan gorulebilir ki Sq(a (2)) = RSa (2) = «(8) olur.

v
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4.1.13. Parabolik D6nme Dontdsimunin Matris Temsili

Parabolik Rodrigues Donme Formulu

Teorem 4.49. v = wv;i + vee + vsh parabolik bir vektor ve v vektoriine karsilik gelen
semi ters simetrik matris M matrisi olsun. q = 1 + gv olmak Uzere Rodrigues donme
formiliinden elde edilen

6% M?
0 _ oM _
Rq—e —[3+(9M+ 21

matrisi bir dénme matrisi olur. Burada v = v;i+ v9€ + v3h dénme ekseni Uzerinde, 6 bir

parabolik aci ve I3 birim matristir. Ayni zamanda \ = (v — v3 — v vy) olmak lzere

16% (v3 + v1va) — Oug + 1 —16%v? —30vy (Bvs — 2)
Rg: —%9 (0@% — (9U1U2 + 2?]3) —%92)\ + 81]3 +1 —%9 (21)2 — 2U1 + 91)21)3)
%«9 (2ug + Gvrvs — Ougus) —%Qvl (Ous + 2) (—%v% + vgvl) 0% + 1
(4.25)
olur.
Ispat M matrisinin karakteristik polinomu
X3~ A(qQX =0
olur. Cayley-Hamilton teoremine gore
M® = A (q)M
yazilabilir. Boylece
M** =0, M*"" 1 =0,n > 2
olur. v piir parabolik hibrit say1 oldugundan dénme matrisi
2M2
R =e™=1I3+60M+ o (4.26)

olur. detR? = 1 ve (Rfl)TI*Rﬁl = I* oldugu goriilebilir. Bu nedenle, R? donme matri-
sidir. R matrisinin 1 6zdegerine karsilik gelen vektor v vektorudir ve v vektori donme

ekseni Uzerinde yer alir. (4.26) hesaplandiginda matrisin (4.25) oldugu bulunur. O
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Parabolik Cayley Dénusum

Teorem 4.50. M semi ters-simetrik matrisi ve v parabolik vektori icin
R=(Is—M)(Is+M)"" (4.27)

bir ddnme matrisisdir ve = vi — v3 + 2v; olmak Uzere

(v +v3 + 203 +1) —2v7 —2v; (vs + 1)
R=1| 2(—vZ+vvy +v3) —(n—1) —2 (v1 — vy + vau3) (4.28)
—2 (vy — v1vg +vou3) —2v; (3 — 1) — (v — 2u9vy + 03 — 1)

olur.
Ispat M matrisi icin asagidaki esitlik yazilabilir:

I+M"I*=1r(I-M) and (I-M)"I*=1*(I+M) .
Bu esitlikler yardimiyla

RT*R= ((Is — M) (Is + M) )" I* (Is = M) (Is + M) = I*
oldugu goriilebilir. Ayrica det (I3 — M) = 1 ve det (I3 + M)™" = 1 oldudu igin detR= 1
olur. (4.27) hesaplandiginda (4.28) matrisi elde edilir. O
Sonug¢ 4.51. v parabolik vektord icin, (4.11) matrisinin 6zdegerleri

AM=A=A=1

olur. Ayni zamanda, 1 6zdegerine karsilik gelen vektor donme ekseni tizerinde yer alan v

vektorudur.

4.2. Hibrit sayilar ve inversiyon Dondstimu

Bir P, dizlemindeki koniklerin genel denklemi v = vi+ vse 4+ v3h sifirdan farkl bir par
hibrit say1 ve A = —v? 4 2v,v, + 02, parabolik ve eliptik diizlem igin » = —1; hiperbolik

dizlemigin r = +1 yadar = —1 olmak lzere

—A2(z—h)’+AB*(y—s)’=r, re{-1,1} (4.29)
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olur. Buna gore (h, s) merkezli konikler hibrid diizlemin tipine gore

P, eliptik = v birim eliptik. = — A% (z — h)* — B*(y — 5)* = —1

= parametrik es.: (COSQ +h sin + 3)

A " B ’
P, hiperbolik = v birim hiperbolik. = —A? (z — h)* + B (y — 5)* = +1

= parametrik es.: (COShH +h sinh 0 + s)

A " B ’
P, dual = v parabolik. = —A%(z — h)? = —1
= parametrik es.: (% (Ah £+ 1) ,t)

denklemlerinden birine sahip olur. C, P, diizleminin herhangi bir noktasi ve k bir pozitif
reel say1 olsun. O zaman C' merkezli ve katsayisi k£ olan homoteti dontsum, C' noktasini
sabit birakan ve diger tim P noktalarini C, P noktalari ile dogrudas olan ve CQ = kC'P
olacak sekilde bir @@ noktasina donisttren bir donistimdir (Modenov vd. 1965). C

merkezli ve katsayisi k£ olan homoteti donlisum
Q=C+EkCP

esitligi ile temsil edilebilir. Bu donlsim P = (p1,p2), @ = (¢1,¢2) ve C = (h, s) olmak
uzere

F:R*U{1} —R*U{1}, P— F(P)=Q

4 k'O (L—k)h| |p:
F(P)=|g| =10 k (1—k)s| |p (4.30)
1 0 0 1 1
ile tanimlanabilir (Modenov vd. 1965). Bdylece, genel konik denklemi (4.29) homoteti
dénusumu altinda

— A%k (z — )’ + AB? (x —s)’ =71

konigine donugsir. Genel konik denkleminin (4.29) eksentirigi e homoteti doniisumu al-

ARN? A?

oldugu icin degismez kalr.

tinda
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Tanim 4.52. Iki konik paralel eksenlere ve esit eksantrige sahipse, o zaman ayni yari
formda (same semi-form) olduklari s6ylenir. Ayrica, bu koniklerin asal eksenleri paralel

ise, homotetik olarak adlandirilir (Childress 1965; Ramirez 2014, Ramirez 2014).

Tanim 4.53. Eger C’, C koniginin noktalarinin orijin merkezli & konigine gore inversiy-
onu olan noktalarin toplamindan olusuyorsa, C’ konigine € konigine gdére C koniginin
inversiyonu denir (Childress 1965; Ramirez 2014; Ramirez 2014).

Buna gdre hibrit sayilar yardimiyla bir noktanin bir konige gore inversiyon dontsiimi

asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tanim 4.54. P, = span{1, v} duzleminde bir € koniginin merkezi C, @) noktasi CPile

¢ koniginin kesimi ve C, P, P’ dogrudas u¢ nokta olmak tzere
¢ : Py —{C} —P,—{C}

¢(P) = P've|CP||CP|=|CQ[

ile tanimlanan doniisim € konigine gore inversiyon donusiimii ve P’ noktasi P noktasinin

¢ konigine gore inversiyonu olan nokta olarak adlandirilir.

Teorem 4.55. P’ noktasl, C = (h, s) merkezli bir
C:—A2(z—h)Y’+B*(y—s)’A=r, re{-1,1}

konigine gore P = (xo,yo) noktasinin inversiyonu olsun. P’ noktasi CP dogrusu ile
P noktasinin polar dogrusunun kesisim noktasidir. O zaman A = —v? + 2v,vy + 02,
pp = —A2 (xg — h)* + B2 (yo — s)* A olmak tizere

P = (T (@o=h)  p, rlo=5) s) (4.31)
Pp Pp

olur.

Ispat CP = (o — hyyo — s) 1sintile € konigi Q@ = (n(xo — h) + h,n(yo — s) + s),

n > 0 noktasinda kesissin. ) € € oldugu icin
— A% (n(zo— )" + B> (n(yo — 9))*A =
n? (=A% (wg — h)> + B2 (yo — 5)*A) = (4.32)
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P noktasinin polar dogrusu
lp:—A*(x—h)(xo—h)+ B*(y — 5) (yo — s) A = -

Bu dogru, CP isinint P = (§(xg — h) + h,&(yo — s) + s), € > 0 noktasinda keser.
P’ € lp oldugu igin

— A2 (E(zo—h)) (wo—h) + B> (E(yo—5)) (o — ) A = r
E(—=A%(zo—h)* + B*(yo— 5)°A) = 1. (4.33)

Boylece, (4.32) ve (4.33)’dan £ = n? olur. O zaman, asagidaki esitlikler elde edilir:

CP| = \/‘ (vo —h (Yo — s) A|
|CPI| = 5\/‘ 33'0_ yo—S A}
CQ = 77\/‘ (o —h (Yo — $) A|

Bu nedenle, |CP||CP'| = |CQ/? olur. ¢ koniginin P noktasinin polar dogrusunun den-

klemi ve CP dogrunun denklemi

y—5s _Y%—5s
x—h ax9—h’
yardimiyla P' noktasi (4.31) seklinde bulunabilir. 0J

Sonug 4.56. P = (x, o) noktasinin € : —A? (z — h)* + B2 (y — s)> A = r konigine
gore inversi olan nokta P’ = (x,y;) olsun. Teorem 4.55’de bulunan P’ noktasl, pp =

— A2 (29 — h)? + B2 (yo — s)* A olmak tizere (4.30) doniisiimii yardimiyla

) 0 (1 . #) R [z
PP=F(P)=|y|=|0 ~ (1 _ é) sl v (4.34)
1 0 1 1

formiliyle de bulunabilir.

Teorem 4.57. Inversiyon merkezinden gecen bir dogrunun inversiyonu dogrunun kendisi

olur.
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Teorem 4.58. € konigi P, duzleminde merkezil bir konik olsun. Orijinden ge¢meyen
gecmeyen bir ¢ dogrusunun € konigine gore inversi, bir C konigi olur. C koniginin turi

P, dizlemine gbre asagdidaki gibi verilebilir:

P, ¢ C
Eliptik Elips Elips
Hiperbolik | Hiperbol Hiperbol

Parabolik | Dual cember | = = ci¢in dogru

Parabolik | Dual cember | y = ax + b icin parabol

Bu ifadenin karsiti da dogrudur.

Ispat Inversiyonu alinan dogrunun denklemi y = ax + b olsun. Parabolik ve eliptik
dizlemde » = —1 ve hiperbolik dizlemde » = 1 yadar = —1 olmak Uzere P =

(z,y) = (x,ax + b) noktasinin inversiyon altindaki gorintisu

P=r (ﬁ,i) —r (ﬁ,““b) (4.35)
Pp Pp Pp  Pp

olur. P’ noktasinin agagidaki denklemi sagladigi gordlebilir:

— A% + AB*P? =r (axb— y) .

(4.35) esitligi yardimiyla son denklem diizenlendiginde, y = ax + b dogrusunun inversiy-

onu olan konigin denklemi

2 ra_\2 2 Ar \2 a 2 1 ’
—A (o + 25)" + AB (y+ 55) = — (50 +A(2—Bb> for A # 0,

a \2 a\*, Yy
_Az(f_m) :_<%> +g ,for A =0,
biciminde olur. Eger dogrunun denklemi = = ¢ ise bu dogrunun inversiyonu
A% AR =2
C
olur. Dual diizlemde A = 0 oldugu i¢in = = ¢ dogrusunun inversiyonun denklemi
rz=0 veyar = E

olur. Ayni kosullarda, teoremin karsitinin da dogru oldugu gdsterilebilir. O
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Ornek 4.59. y = 3x + 1 (mavi) dogrusunun ¢ (siyah) konigine gére inversiyonu olan C’

(kirmizi) koniginin denklemi

¢ C

222 4+ 32 =1 202+ 3x+ 32—y =0

2202+ 3y?=1|222-32-3°+y=0

—22% = —1 %(4x+3)2:y+§

olur (Sekil 4.9).

\ |
f/J III {
) ? /
\ |
| | s |
T [5 i 'R \ /
/ \ \ |
s \\ '.. I.I
5 \ /
\ |
. "-.. f."
-Is 2 - 1 |-of o s | 1
."r:
= S
-15

Sekil 4.9. Soldan sada sirasiyla elips, hiperbol ve dual cembere gdre inversiyon
merkezinden bir dogrunun inversiyonu.
Teorem 4.60. &, C homotetik iki konik ve € konigi PP, duzleminde merkezil bir konik

olsun. Eger C konigi orijinden ge¢cmiyorsa, o zaman C koniginin € konigine gore inversi

olan konigin denklemi p, ., = —A%h* + B?s*A olmak tizere

2 2
hr k2rs —12p(1.)
—A% |z — — +AB |y — = 2
72 P 72~ P <ﬁ - P(h,s)>
olur. Bu konik C konigi ile homotetik olur.
Ispat ¢, C konikleri
¢ : —ARP+ABYP=r
C : —A(x—h)’+ABi(y—s) =r (4.36)
Ay = kA, By=kB (4.37)
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esitlikleri ile verilsin. P = (z,y) noktasinin & konigine gore inversiyonu P’ = (ﬂ ﬂ)

pp’ pp

noktasl, (4.37) ve pp = —A%2? + B?y? A esitlikleri (4.36) esitliginde yerine yazildiginda

—A2(z—h)P+AB (y—s) = r
‘“%f(ﬁ9402+A@%f(@~$)2: ,

Pp Pp

2 2
—A2<E—h) +AB2(Q—3) - =
Pp Pp k

iy (E_h)Zm (_y_) _ I
Pp Pp k?

1 —2r(—A%hz + AB?
- r( x+ Sy)—A2h2+AB252 _ %
Pp Pp k

A% ABY? — 1 —2r (—A%zh + AB%ys)

% — (— A2 + AB?s2)
elde edilir. Son esitlik dizenlendiginde koniginin denklemi
2 2
L PP Y CY PR :%
32 P 32 P (@ - p(h,s)>
olur. O

Teorem 4.61. P : —A2(z — h)* = a +y ve C : —A%z? = r sirasiyla bir parabol ve
dual cember olsun. Eger P paraboli inversiyonun merkezinden geciyorsa C dual ¢cem-
berine gore inversi bir dogru, inversiyonun merkezinden ge¢miyorsa C dual ¢emberine

gore inversi bir paraboldr.

Ispat P = (z,y) noktasinin C : — A%z = r dual cemberine gore inversi P’ = (ﬂ ﬂ)

pp’ Pp

noktasi ve pp = —A%x? degeri

—A(—hP=a+y
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esitliginde yerine yazildiginda

2
-8 (Fm-n) = o+

A2 42,2
x— A%2h\° _ —y—aA%?
A2x? o A2A2p2
(z — A222h)? _ —y—aA2?
A2z A?

Ad (z— A2x2h)2 — A2 (—y—ad’2®) = 0
A AZth? + Ataxt — 242 AZha? + APty + AR = 0

A (AGH + a) 2® = 2A°Ajhx + AF+ A%y = 0
elde edilir. Eger P inversiyonun merkezinden geciyorsa o zaman —A2h? = a olur. Boyle

A 2
y = 2A2hx — (f)

dogrusu olur. Eger P inversiyonun merkezinden geciyorsa o zaman P inversiyonu

ce P inversiyonu

2
y = A (AGh* + a) 2* + 2AJha — <%)

paraboli olur. O

Ornek 4.62. Sekil 4.10°da kirmizi renkli C’, mavi renkli C koniklerinin siyah renkli ¢

merkezil konigine gore inversiyonu goérulmektedir.

¢ C c’

T, 1, 2 7 7
- - — -~ _12 3 _12:1 __2__2:

57ty @D sy -1 157 1Y
=152—-y) — 4z

| R 2 3 3
__ S =1 — (=12 43y —1)2=1| - 2=

57ty DT Hsy—1) PR T
=15(y—2) — 4z
2 48
—222 = —1 —24(z—1)*=-1 —ot = - —
”“"1 (v 1) 23 23
—§x2:—1 yzl—i(z—l)2 y=2a?+ir -9
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M.
X

Sekil 4.10. Kirmizi renkli C’, mavi renkli C koniginin siyah renkli ¢ konigine gore

inversiyonu.

Teorem 4.63. C ve € : —A%2? + AB?y? = r homotetik olmayan iki konik olsun. Eger C
konigi orijinden gegiyorsa o zaman C koniginin inversiyonu olan egri
i. P, duzlemi parabolik degilse Gg¢tinct dereceden bir egri olur.

ii. P, duzlemi parabolikse bir dogru olur.

Ispat C ve € homotetik olmayan konikleri icin

C : —A(x—h)’+AB*(y—s)i’=r (4.38)
A+ KA B £kB EeR

ifadeleri yazilabilir. P = (z,y) noktasinin € konigine gore inversi P’ = <ﬂ ﬂ) nok-

pp’ pp

tasi ve pp = —A%z? + B?y?A esitlikleri (4.38) esitliginde yerine yazildiginda ve konik

inversiyonun merkezinden gectigi icin

—A2h? + AB2s® =r
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oldugundan
T 2 T 2
A2 (— - h) +AB? (—y - s) = A2 4 AB2S,
Pp Pp
2 (A*A3h) 2° — 2 (A’Bis) Az’y — 2 (B*Alh) Azy® + (4.39)

+2 (B*Bis) A%y + (rA}) 2 — (rB) Ay> = 0

elde edilir. Eger duzlem parabolik degilse C koniginin inversi olan (4.39) ug¢iinci derece-
den bir egri olur. Eger duzlem parabolikse C koniginin inversi z = 0 veya h # 0 iken

olur. O

SRS YETS

Teorem 4.63’de elde edilen bilgiler Cizelge 4.4’deki gibi 6zetlenebilir.

Cizelge 4.4. Inversiyon konigi ile homotetik olmayan ve orinden

gecen C' koniginin inversiyonu

C konigi C koniginin tersi

Elipse 2A2A2ha® + 2A2B?sx?y + 2B2 A2hay?
+2B2B?sy® — A22? — Biy* =0
Hiperbol | 242A2ha® — 2A? Bisx?y — 2B? A2hay?
+2B?Bisy® + rA2x? —rBiy* =0

Dual ¢cember z=0veyah #0ikenz = 5

Teorem 4.64. C ve € : —A?z* + AB?y? = r homotetik olmayan iki konik olsun. Eger C
konigi orijinden ge¢cmiyorsa o zaman C koniginin inversi olan egri
i. P, duzlemi parabolik degilse dordinci dereceden bir egri olur.

ii. P, dlzlemi parabolikse bir dogru olur.
Ispat C ve € homotetik olmayan konikleri icin
C : —A(x—-h)’+AB(y—s)i=r (4.40)
Al 7é kA7 Bl?'ékB,kER

ifadeleri yazilabilir. P = (x,y) noktasinin € konigine gore inversi olan P’ = (ﬂ ﬂ)

pp’ pp

noktasi ve pp = —A%x? + B%y2A esitlikleri (4.40) esitliginde yerine yazildiginda ve

konik inversiyonun merkezinden gecmedigi icin
—A2h* + ABIs* £ r
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oldugundan

2 2
—A? (;—m—h) + AB? (;—y—8> = r
P P
A2 = N Y o
N\ i prea ") TP Ty prea %) T

olur. Son esitlik dizenlendiginde asagidaki dordiincii dereceden denklem elde edilir:

AY(R2A2 — B22A + 1) 2t + 2r (AAy)? ha® + B* (A2h? — B2s2A + 1) A%+
+22A2 + 2A (AB)? (A (Bis)® — (A1h)? — 1) 22y? — A2r (ABy)? say+

+2r (BB1A)? sy — 2r (BAy)? hAzy? — B2Ay? = 0.
(4.41)

Eger dizlem parabolik degilse C koniginin inversi olan (4.41) dérduncl dereceden bir

egri olur. Eger dizlem parabolikse C koniginin inversi eger h iAil ise x = 0 veya

_ Ay - af _ 1 _ — _ A .af — 1 —
T =tpppaielerh=—glisex =0veyar = — = egerh = isex =0
— Ay
veya r = b olur.

Teorem 4.64’de elde edilen bilgiler Cizelge 4.5’deki gibi 6zetlenebilir.

Cizelge 4.5. Inversiyon konigi ile homotetik olmayan ve orinden gegmeyen

C' koniginin inversiyonu

C konigi C konigini inversi
(A?h? + B2s? — 1) (A'2* + Biy*) — 2 ((AA1)2 ha® + (BB;)” sy?)
Elips 2(AB)? (A2h? + B2s*> — 1) 2%y — 2 (AB,)” szy+

—2(BA)? hay? + Biy? + A% =0

(A2h? — B2s? + 1) (A%t + BYy*) + 2r ((AA)? ha® + (BB)” sy°)
Hiperbol 2(AB)* (A2h2 — B2s? + 1) a%y® — 2r (ABy)? say+
—2r (BAy)? hay® + A22% — B%y® = 0

Dual z = 0 veya (h # +-isex = iﬁ%) veya (h = —-ise
— A 1 5 _ A
cember x = —W) veya (h = 4o lsew = m)
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4.3. Hibrit sayilar ve Mobius Donidstimu

4.3.1. 2 x 2 Hibrit Elemanli Matrislerin Determinanti

a b
M = elemanlari hibrit say1 olan 2 x 2 matris olsun. Hibrit sayilar carpma islemine
c d

gore degisme 6zelligine sahip olmamasina ragmen elemanlari hibrit sayi olan iki matrisin
carpimi
M2M1 _ ag bg aq bl _ asai + bgcl a2b1 + bgdl
Co dg C1 dl Co01 + d201 Cgbl + dgdl

iyi tanimli olur.
Onerme 4.65. z =a + bi + ce +dh € K a,b, c,d € R olmak lizere ¢ : K — My,

. a+c b—c+d
¢ (a+bi+ ce +dh) =
c—b+d a-c
dondstimi hibrit sayilar kimesinden 2 x 2 reel matrisler kimesine bir halka izomor-

fizmidir (Ozdemir 2018).

Hibrit sayilar kiimesi 2 x 2 reel matrisler kiimesine izomorfik oldugu icin elemanlari

hibrit say1 olan 2 x 2 bir matris 4 x 4 reel matris olarak yazilabilir:

a b aq + agi + ase + CL4h b1 + bgi + b3€ + b4h
c d Cl+02i+63€+C4h d1+d2i+d3€+d4h

ay + as a9 — a3 + a4 bl—l-bg bg—b3+b4
as — Qo + Qyq ay — as bg—b2+b4 bl—bg

c1+ ¢3 Cog — C3 + Cy4 d1+d3 dg—d3+d4

c3—Ca+ ey €1 —C3 d3 — dy + dy dy — d3

Bu tip matrislerin determinanti agsagidaki gibi hesaplanabilir. A7 herhangi bir cisim Uze-
rinde 4 x 4 bir matris olsun. Bu matris 2 x 2 reel matrislerden dort boliime ayrilabilir.

Eger C' = 0 ise 0 zaman determinant

A B
det M = det = det Adet D = det(AD)
0 D
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olur. Eger C' # 0 ve A terslenebilir bir matris ise, 0 zaman M matrisi elementer satir

operasyonlarl ile asagidaki gibi Gicgensel hale getirilebilir:

A B 7CA_ISI1J~SQ‘>52 A B
C D 0 D-CA'B

M=

ve

det M = det (AD — ACA™'B)
olur. llaveten, eger A = 0 0 zaman

0 B ,  |Cc D
det = (—1)"det = det (CB) = det (—CB)
C D 0 B

olur. Boylece eger ||a|| # 0 ise 0 zaman M matrisinin determinant
det (AD — ACA™'B) = ||a (d — ca™'b)]|”

olur. Eger ||| = 0 ise 0 zaman M matrisinin determinanti det (CB) = ||b]|* ||c||* olur.

Benzer bicimde asagidaki esitlikler yardimiyla da determinant hesaplanabilir:

oin=d(a—bd7'c) opa=0b(dbla—c) oy =clac'd—0b) 02 =a(d—ca D)

= (a—bdtc)d np=(db"la—c)b my = (acT'd=b)c ny=(d—ca'b)a
(4.42)

Boylece determinant det M = ||o;]|> = ||n:]I> = 6%, 3 = 1,2 olur.
Ayni zamanda, bu tip matrislerin determinanti Dieudonne determinanti olarak ad-

landirilan asagidaki formulle de hesaplanabilir (Aslaksen 1996):

52 = (ad - aca™b) (ad — aca—1b) = (ad — aca™"b) (da — ba‘ca)
= adda + aca”'bba*ca — adba ‘ca — aca”'bda
= Jad|* + |b]]* - ((ad) (acaD) + (aca™*b) (ad) )
— lad|]* + lcblf* — 28 (adcb)

Ornek 4.66. Hibrit sayr elemanli A/ matrisinin 4 x 4 reel matris temsili M asagida
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verilmistir:
3 -2 3 3
2—2i+e+h 4+i—-e+h| — 4 1 -1 5
M = M =
1+2i—¢ 6+i+5¢+h 0O 3 11 -3
-3 2 5 1

det M = det M = 1000 olur ve ayni zamanda bu deger asagidaki gibi de hesaplanabilir.

det M = det (AD — ACA™'B)

- -1

3 =2 |11 -3 3 =2 0 3|13 =2 3 3
= det —
4 1 5 1 4 1 -3 2| |4 1 -1 5
= 1000
a b| . _ . <
Teorem 4.67. M = bir 2 x 2 hibrit say1 matrisi olsun. Eger o;;, 7,5, ¢, = 1,2
c d

esitliklerinden biri sifir ya da lightlike degilse o zaman M matrisinin tersi

1 1 1 1
Mol — opd —opb - dny —bny
-1 —1 —1 —1
—091C  0O90 —Cllar Q7o
olur.

Ispat MM~ carpimi %1 sayilarini igeren matris yardimiyla hesaplandiginda A/ M~ =
I oldugu gortlebilir. Asagida goruldiigi gibi bu carpimdan elde edilen iki eleman

(MM~1),, ve (MM™1),, sirastyla 1 ve 0 olur:

1

(MM, = aoyld—boyte=a(d(a—bd'c) " d—b(c(actd—b)) "¢
= (1=bdea™) " (actdb ™) (actdb ) = (ac bt — 1)
= (actdb™ = 1) (actdb ) = (ac bt = 1)
= (ac7tdb — 1) (ac b — 1) = 1.
(MM, = —aopb+boga=—a(b(da—c) " b+b(a(d—ca b)) " a
= (b t—ca ) (- =0,
Benzer islemlerle, (MM~1),, = 0, (MM™1),, = 1 oldugu bulunabilir. MM~! =1

oldugu ;' sayilarini iceren matris yardimiyla da hesaplanabilir. O
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4.3.2. Hibrit sayilarla Mébius Dontsumu
a b

Tanim 4.68. SL, (K) = ca,be,de K, 0=1
c d

Ahlfors (1985)’de 2 x 2 matrisler icin verilen carpanlara ayirma metodu asagidaki gibi

hibrit say1 elemanli 2 x 2 matrislere uygulanabilir.

Teorem 4.69. a,b € K olmak uzere S L, (K)
; ; (4.43)

tarafindan Uretilir.

: a b
Ispat M = € SLy (K) ve ¢ # 0 olsun. M matrisinin ¢arpanlara ayrilmis hali
c d

asagidaki gibi alinsin:
1 ac'| [0 =1| |c O 1 ¢ 'd a actd—ct

0 1 1 0 0 ¢t [0 1 c d

Ozaman b = ac~'d—c ! oldugu igin ||c (ac~'d — b)|| = 1 olur. ¢ = 0 olsun. Bu durumda

M matrisinin carpanlara ayrilmis hali asagidaki gibi olur:

a 0 1 a'h a b
0 'l |0 1 0 a !

d = a~* oldugu icin ||ad|| = 1 olur. O

a b
M = € SL, (K) matrisi K2 Gistiinde soldan garpimla hareket etmektedir.

c d

P : TK? — TK = TK U {oo}

-1if 0

P A Y #
y oo ify=0
donlsumi bir sag projeksiyon dénisiimi olur. z € TK noktalarinin TK? noktalarina

standart bagint

Z
00 — vez e TK,z — z =

0 1
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bagintisiyla tanimlanir. Herhangi bir z € TKK noktasi

_a b] [z]
M (z) = PMz = P

az + b .
= P =(az+b)(cz+d) ",
cz+d

M(x) = P = ac
c d| |0

oldugu icin M € SL, (K) matrisi TK iizerinde hareket etmektedir.

€ GLs (K) olmak tzere F); : K — K

a
Tanim 4.70. M =
c d

Fu(z) = M (z) = (az +b) (cz+d) "
fonksiyonu Mdébius dénusimu olarak adlandirilir.

K (zerinde tanimlanan butin Mobius dontistimlerinin kiimesi M6b(K) ile goster-

ilmigtir. M terslenebilir bir matris oldugundan,
GLy (K) — Mob(K)

a b
c d

— M (z) = (az+Db)(cz+ d)_1

dénlsumi orten bir homomorfizm olur. Bu grubun c¢ekirdeginde rls.o, » € R vardir.
Eger M € SL,(K) ise o zaman r = +1 olur. Boylece cekirdek C ile gosterilirse C =
{£I} olur. M6b(K) ile S L, (K) /C arasindaki homomorfizm asagidaki gibi gosterilebilir.
Soyle ki

f:SLy(K) — Mob(K)
M — f(M):(az—l-b)(cz—i-d)_1

fonksiyonu tanimlandiginda,
f(MN) = f(M)o f(N)

esitligi saglanmaktadir. Bu fonksiyon bir homomorfizmadir ve ¢ekirdegi C = {£17} olur.

O halde her F' € Mdb(K) fonksiyonuna karsilik gelen iki tane matris vardir ve bunlar M,
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— M matrisleri olur. Ayrica Mob(K) ile SL, (K) /C arasindaki izomorfizmi gostermek
icin
[ 8L (K) /G — M6b(K), M — f (MG) = f (M)

fonksiyonu tanimlandiginda M, N € SL, (K) igin

MG = NGC= (N"'M)Cekerf = f(N'M)=1
= f(M)=f(N)= f(MC)=f(NC)

oldugundan £ fonksiyonu iyi tanimli olur. Buna ek olarak M, N € SL, (K) igin

F(MG)(NG) = F((MN)G)=f(MN)=f(M)of(N)

= [(MG)o f(NG)

ve

fMG) = FING) = f(M)=f(N)=(f(N) " of(M)=1
— f(NNof(M)=I=f(N"'M)=I= N"M €kerf

— MC=NC

olur. ffonksiyonunun orten oldugu aciktir. Bunlar, ffonksiyonunun izomorfizma oldugu-

nu kanitlar.

Teorem 4.71. a € PP, bir birim timelike hibrit say1, b € P, arga = /2 olmak (zere

Mobius donistimi

Fy: P, — P,

2 — Fu()=M(z) = [; ';’] [‘;‘ f] Hu#o

z noktasini diizlemde ¢ kadar dondurir ve b yoniinde oteler.

Ispat Eger a sayisi IP; iizerinde bir birim eliptik hibrit say ise 0 zaman a = cos (6/2) +

isin (6/2) yazilabilir. ||z|| # 0 olmak lzere M donustimi altinda z sayisinin gorintist
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0 o
matrisi ile carpimin sonucu

QI

asagidaki iki asamada bulunabilir. 11k olarak N
0

9 o . 9 9 o . 9
cos 5 + 1sin 5 0 Z _ (cosz—i—lst)z
9 . . 9 0 . . 0
0 cos 5 — 1s8in 5 1_ cos 5 —isin g
(cos? +isin®)z L
. — (cosf +isinf)z

9 . .
COs 3 1511 5

noktasi olur. Sonug olarak z sayisi 2> + y*> = ||z||* gemberi izerinde orijin etrafinda
0 kadar donmds olur. Ikinci olarak b = b; + boi olmak Uzere matrisi ile
0 1

(cos @ 4 isin 0) z sayIsInin garpimin sonucu
1 by +boi| [(cosf +1isinf)z (cos@ +isinf)z + (b + boi)

0 1 1 1
olur. Bu (cos @ + isin 6) z noktasinin P; diizlemi Gzerinde b vektori ile 6telendigini gos-

terir.
Benzer sekilde, eger a sayisi P, diizlemi Uzerinde birim timelike hiperbolik hibrit

sayl ise 0 zaman a = (cosh (6/2) + hsinh (0/2)) yazilabilir. ||z|| # 0 olmak uzere M

déniisimii altinda z sayisinin gériintiisii asagidaki iki asamada ele alinabilir. 11k olarak

a 0
matrisi ile carpimin sonucu
0 a
cosh g + hsinh g 0 z _ (cosh g + hsinh g) z
cosh £ — hsinh g 1

0 2
(cosh g + hsinh g) z )
— (cosh @ + hsinh0) z

9 .9
cos,h2 hsm2

0 T
cosh2 hsm2

IG Gzerinde orijin etrafinda 6 kadar don-

olur. Sonug olarak z sayisi z2—y? = ||z|* hiperbo
1 b .
matrisi ile (cosh # + hsinh 6) z

mus olur. Ikinci olarak b = by +bsh olmak Uzere
0 1

sayisinin ¢arpimin sonucu
1 by +bh| [(coshf+ hsinhf)z (cosh @ + hsinh 0) z + (by + boh)
0 1 1 1
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olur. Bu (cosh 6 + hsinh #) z noktasinin P, diizlemi tizerinde b vektoru ile 6telendigini
gosterir.
EQer a sayisi P, dlzlemi Uzerinde bir birim timelike parabolik say! ise 0 zaman a =

1+ (0/2) e yazilabilir. ||z|| # 0 olmak lzere M donlisimu altinda z sayisinin goéruntusu

i a 0
asagidaki iki asamada ele alinabilir. 11k olarak matrisi ile carpimin sonucu

0 a
1+ ge 0 V/ _ (1 + gs) zZ
0 1-%e| |1 I
1+ %)z
(1+32) — (1+%e)z(14+%)=(1+0e)z
1— gs
olur. Sonug olarak z sayisi 22 = ||z||* dual cemberi iizerinde orijin etrafinda 6 kadar

. 1 b
dénmis olur. Ikinci olarak b = b, + bye olmak lzere matrisi ile (1 4 0e) z

0 1
saylsinin garpimin sonucu
1 by+be| [(1+0e)z (1+0e)z+ by + bee
0 1 1 1

olur. Bu (1 + fe) z noktasinin P, duzlemi Uzerinde b vektori ile 6telendigini gosterir. [

Sonug 4.72. Teorem 4.71’de belirtilen donustim altinda elde edilen ardisik ti¢ nokta A =
a1 +agv, B =0b;+byv,C = ¢; +cyv olsun. Bagka bir ifadeile B = F(A) ve C' = F(B)

olsun. Bu li¢ nokta asagidaki konikler tzerinde yer alir: Eger v eliptik veya hiperbolik

ise
I1AIS = Bl 1Bl = ICIl% , )
. _ _ 2ay—2b 2bp =2 2 by —ay 1Al — I8l
0 al—bl_bl—cl » 70 bz—ag 2(&2—[?2)
Qa9 — b2 b2 — Cy
R |AB]|, [[ACl, [ BCl,
2det (A, B,C)
ve eger v parabolik ise
" a9 — 2b2 + Co a1ag — 3@2[)1 — a1Cy + 4blbg — blcg
1= — - 9 b2 —=
2 (bl — a1)2 2 (al - b1)2
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olmak tzere A, B, C

(y —yo)* + (z — m9)* = R v eliptik ise
(y —v0)” — (z — x)* = R? v hiperbolik ise
Y —ay =t (X% —a?) + 1 (X —ay) ,v parabolik ise

konikleri Uzerinde bulunur.

Ornek 4.73. Teorem 4.71 icin asagidaki érneklendirme yapilabilir:

Doniislim A | F(A) | F2(4) Denklem
F(z) = 2 ;)H §+Z 4-3i | S9HITL | 12442570 | (4 )2 +(y-4)°= =2,
— i
e+2 +6 19
F(z) = 4-3e | 7T+3e | 10+12¢ y=gai+ia-2,
0 2-¢
h+2 h+4
Ja (z) _ + + 4-3h 17§7h 140+9121h (x+%)2-(y+2)2=—
0 2—-h

Ayrica I3 (A) ve F* (A) noktalarinin da belirtilen denklemi sagladigi gorilebilir. Konik
ler asagida Sekil 4.11°de gdsterilmistir.

F(F(A))

F(A)

" 2 0 2 a 3 B
A
-

Sekil 4.11. F'(z) Mdbius doniigiminiin goruntuleri

Onerme 4.74.
G:P, — P,
1 d 0 -1 Z
z — G(z)= , dePy,|z|]| #0
0 1 1 0 1
= 2_|_d

olmak Uzere G o F; donistimi bir M6bius dontstimudr.
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Cayley Donusumi  Kompleks sayilarda Ust yari duzlemi birim diske
(D ={z: ||z|| < 1}) donustiren Cayley donigtimii

c:C — C

z—1
z — C<Z):z+i

ile tanimlanir. Ayni zamanda, o bir Mobius donlstimudur ve donusume karsilik gelen

1
matris { ] olur. Benzer bir tanim hibrit sayilarda da verilebilir.
1 i

Tanim 4.75. v pir hibrit sayi ve ||v + z|| # 0 olmak Uzere,
c:p, — P,
z — C@)=@z-v)(z+v)" (4.44)
seklinde tanimlanan C' fonksiyonuna Cayley donistimi adi verilir.

EQer z € R ise 0 zaman v vektorlinin Lorentziyen karakterine gére Cayley donisumi

(72 -1 2zi B
2+1 z2+1 '
(z —v)? z?> — 2z¢ 2
z°+ Z
- v=hz#1
. z2—-1 z2-1 v 27

olur. Boylece, v eliptik ise C' (z) noktalari birim ¢gember Uzerindedir, v parabolik ise C' (z)
noktalar1 birim dual cember Gzerindedir, v hiperbolik ise C' (z) noktalari birim hiperbol
tzerindedir. Sonug olarak, bu Cayley dontstmleri reel ekseni diizlemin birim ¢gemberine

dondstarar.

Sonug 4.76. (4.44) donusimu bir Mébius donistimuidir ve bu dontsume karsilik gelen

1 v
matris olur. Ayrica parabolik timelike hibrit sayilar icin Kisil (2012)’de oldugu
1 v

gibi
c.:P. — P,
z — C(z)=(z—¢)(—ez+1)"

Cayley donustimii de verilebilir. C. donustimu reel ekseni (z, —1 + x:2) parabolline resm

1
eder. Bu Madbius donlstimine karsihik gelen matris {

olur. Ayni zamanda
—e 1
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Mobius dénusimi altinda x = a ve y = b dogrularinin gérunttleri Cizelge 4.6 ve Sekil

4.11°de verilmistir.

Cizelge 4.6. M6bius donistimu altinda eksenlere paralel

dogrularin goruntdleri

(x,y) noktasinin goruntusu Duzlem
2 21 -2 _
Ty , ’ Eliptik
P24y +2y+ 1722+ 92+ 2y+1
(z,—1+y+a?) Parabolik
2 _2? -1 2 . .
— , ’ Hiperbolik
—o2 4+ +2+1 —a? 49242y +1

N AZ T

Sekil 4.12. x = a ve y = b dogrularinin bulunduklari dizlemin tlrine

g6re Mobius donisumi altindaki goruntileri.

Teorem 4.77. a € P; bir birim eliptik hibrit say1, arga = /2 ve b € Py, bir plr

hiperbolik vektor olsun.
NPy — K

a
z — Nih (z) =
0

Q|
—_

Mobius donistimi z sayisini 6 acisi kadar dondurtr ve b vektord ile 6teler. z noktasi bir

helis Uzerinde hareket eder.

Ispat a sayisi IP; tizerinde oldudu igin, a = cos (0/2) + isin (6/2) yazilabilir. NP

donusumunde ilk matris ¢arpimi Teorem 4.71°de oldugu gibi (cos 6 + isin #) z sayisi olur.
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Buna gore z sayisi 22 + 42 = ||z||* cemberi iizerinde orijin etrafinda 6 agisi kadar doner.

(cos @ + isin f) z noktas! b vektoru ile 6telendiginde

1 bh| |(cosf +isinf)z| |(cosf +isin6)z+ bh
0 1 1 1

elde edilir. Boylece, NP (z) = (cosf + isin6)z + bh olur. Simdi (N!)" (z) n € Z*

noktalarinin bir helis tizerinde oldugu gosterilmelidir. ih = € + i, ihi = h oldugu icin

(Nih)2 (z) = (cos260+isin20)z + 2bh,

(NP (2) = (cos30 +isin36)z + 3bh
olur. Bu nedenle, arg z = o olmak Uzere (N{*)" (z) n € Z noktalari
@ (t) = (cos (a + ) ,sin (o + t0) , 0, bt)

egrisi Uzerinde olur. Bu egirinin bir helis oldugu aciktir. O

Teorem 4.78. a € Py, bir birim timelike hiperbolik say1, arga = 6/2 ve b bir pur eliptik

vektor olsun.
NP, — K

0 Z
1

. 1 b| |a
2 — Ni2)-
0 1] |0

o

Mabius donlstimu z sayisini 6 agisi kadar dondurir ve b vektori ile Oteler. z noktasi bir

helis Uzerinde hareket eder.

Ispat a bir birim timelike hiperbolik sayi oldugu icin a = cosh (6/2) + hsinh (6/2)
yazilabilir. N} dontstiminde ilk matris carpimi Teorem 4.71’de oldugu gibi
(cosh @ + hsinh 6) z sayisi olur. Buna gére z sayisi 22 — y> = ||z|* hiperbolii tize-
rinde orijin etrafinda 6 acisi kadar doner. (cosh 6 + hsinh ) z noktasi b vektori ile &te-

lendiginde

1 bi| |(coshf + hsinhf)z (cosh @ + hsinh 6) z + bi

0 1 1 1
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elde edilir. Boylece, Ni (z) = (cosh + hsinh )z + bi olur. Simdi (N})" (z) n € Z

noktalarinin bir helis Gzerinde oldugu gosterilmelidir. ih = € + i, hih = —i oldugu icin

(z) = (cosh26 + hsinh20)z + 20bi,

(z) = (cosh36 + hsinh30)z + 3bi
olur. Bu nedenle, arg z = o olmak Uzere (N},)" (z) n € Z noktalari
¢ (t) = (cosh (a + t0) , bt, 0, sinh (a + t6))

egrisi Uzerinde olur. Bu egirinin bir helis oldugu agiktir. O

Teorem 4.79. a € Py, bir birim timelike hiperbolik say1 arg a = 6 ve b bir plr parabolik
say! olsun.
Ny :Pp, — K

— =[]

Mobius donistimi z sayisini 6 acisi kadar dondurtr ve b vektord ile 6teler. z noktasi bir

o

helis Uzerinde hareket eder.

Ispat a bir birim timelike hiperbolik sayi oldugu icin a = cosh (6/2) + hsinh (6/2)
yazilabilir. N¢ (z) déniigimunde ilk matris Teorem 4.71’de oldugu gibi

(cosh @ + hsinh ) z sayisi olur. Buna gére z sayisi 22 — > = ||z||> hiperbolii iiz-
erinde orijin etrafinda ¢ agisi kadar doner. (cosh @ + hsinh )z noktasi b vektoru ile

otelendiginde

o

elde edilir. Boylece, N¢ (z) = (cosh 6 + hsinh#) z + be olur. Simdi (Ng)" (z) n € Z

(cosh @ + hsinh 0) z] |:(cosh 0 + hsinh )z + be
1 1

noktalarinin bir helis Uzerinde oldugu gosterilmelidir. he = e, heh = —h oldugu igin

(N£)?(z) = (cosh26 + hsinh26)z + 2be,

(N£)?(z) = (cosh36 + hsinh360)z + 3be
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olur. Bu nedenle, arg z = « olmak Uzere (Ng)" (z) n € Z noktalari

¢ (t) = (cosh (a + t0), 0, bt, sinh (a + 1))
egrisi tzerinde olur. Bu egirinin bir helis oldugu aciktir. O
Teorem 4.80. a € P, bir birim timelike parabolik hibrit sayi, arga = 6, b € P, ve
¢ = ch bir pur hiperbolik say1 olsun.

NM:P, — K
0| |z
1

C

h 1
z — N€<Z):
0 1 [0

b| |a
11 {0

ol

Maobius donusimi z sayisini 6 acgisi kadar Sonug 4.72°de belirtilen parabol dondurdr ve

c vektori ile oteler. z noktasi bir helis Uzerinde hareket eder.

Ispat a bir birim timelike parabolik say! oldugu icin a = (1+(0/2) ) yazilabilir.

NP (z) dontsimiinde ilk iki matris garpimi Teorem 4.71’den

(14+0e)z+by +be = (1+0¢e)(z+ye)+ by + bee

= z+b+(by+y+ab)e
oldugu gorulur. = + by + (be + y + x0) € sayisi ¢ = ch vektori ile 6telendiginde

[1 ch] {x—i—bl—i-(bg—i-y—l—xQ)s] B |::L‘+b1+(b2+y+x0)s+ch
0 1 1 1

elde edilir. Boylece, N (z) = x + by + (bo + y + x6) & + ch olur. Simdi (N?)" (z)
n € Z noktalarinin bir helis Gzerinde oldugu gosterilmelidir. he = &, heh = —h oldugu
icin
(N (z) = (146e) (x+by+ (by+y+26) €) + (by + bye) + 2ch
= =+ 2b; + (2bs + y + 0by + 220) € + 2ch,
(NM?(2) = (14 0€) (+ 2by + (2by + y + Oby + 220) €) + (by + boe) + 3¢h

= (x4 3by + (3b2 + y + 30by + 30z) ) + 3ch
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olur. Bu nedenle, arg z = o olmak Uzere (N2)" (z) n € Z noktalari

t(t—1
@ (t) = <m+tb1,0,y+(b2+x8)t+bl«9 ( 5 ),ct>

egrisi tzerinde olur. Bu egirinin bir helis oldugu aciktir. O

Onerme 4.81. v, w € {i, €, h}

H:K — K
1 d| |0 —1| |z
z— H(z) = ,dekK |z|| #0
0 1|11 0 1
]l

olmak tzere H o N¥ donustimi bir Mdbius dontsumuddr.
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5. SONUCLAR

Bu tezde asagidaki sonuclar ortaya konumustur.

1. 3 boyutlu hibrit uzay ve bu uzaydaki vektorel carpim verilmistir.

2. Hibrit uzaydaki vektorlerin Lorentziyen karakterleri arasindaki iliski Teorem 4.7,
4.8’de belirlenmigtir.

3. Hibrit uzaydaki dizlemlerin Lorentziyen karakterleri, diizlem Gzerindeki vektor-
lerin karakterleri arasindaki iliski Tanim 4.9, Teorem 4.10°da belirlenmistir.

4. Ly (w) = qw dondstiminiin P, dizleminde w hibrit sayisini arg q kadar orijin
etrafinda pozitif yonde dondurdigl, Sq(w) = qwq donlsiminin P{ dizleminde w
hibrit sayisini 2 arg q kadar v, etrafinda pozitif yonde déndurdigi belirlenmistir.

5. Herhangi bir birim timelike q = ¢ + ¢i + ¢3& + g4h hibrit sayisi i¢in Sg

dondstimiindn matris temsili

(1 — Q4)2 + q% —2615 2¢2 (1 — qu)
R=|-2¢3+2¢q5 — 2q1qu (qn + (]4)2 — @ 20142 — 20143 — 2q3q4
201G3 + 2q2q4 — 231 =22 (1 + qu) @ — @5 + 24342 — G}

matrisi olur.
6. v¥ — v% —vve = A\, 1 —cosf = ¢, coshf — 1 = ch, sinh8 = shf olmak Uzere
Rodrigues donme formilu yardimiyla sirasiyla eliptik, hiperbolik ve parabolik donme

matrisleri asagidaki gibi elde edilmistir.

¢ (v2 4+ v1vy) —v3sinh + 1 —vic vy sin 0 — cvyvs
— (V2 —vivg) c —wvzsind  —cA +ouzsinfd+ 1 (v; — vy)sin @ — cvqvy
vasinf — (vsvy —wvgv1) e —cvvs —vrsin®  —c (v — 2v1vy) + 1
_(vg + vivg) ch — v3shf + 1 —vip —vyvsch + vishf

vy (V1 — v9) ch — vgshf  w3shl — Ach + 1  —wvquzch + (vy — vy) shé
vg (v — vg) ch + vash  —wvivzch —vish®  —wvy (vg — 2vg) ch + 1

16% (v3 + v1va) — Oug + 1 —16%07 —30vy (Bvs — 2)
—%9 (Ov2 — Ovyvg + 203) —%QQA + Ovg + 1 —%9 209 — 2v1 + Gugus)

(
_%9 (2vg + Ovyvs — Qvaus) —%91}1 (Qvs + 2) (—%vf + vgvl) 6% +1

7. v vektorl birim hiperbolik vektér olmadigi durumda, Cayley dénusimi yardi-
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miyla dénme matrisi asagidaki gibi elde edilmistir.

(v + v] + 203 + 1) —20? —2v1 (v3 + 1)
1—(v,v) 2(—v3 +oia ) —(vf —vi+203—1)  —2(v1 — v2 + vav3)
—2 (vg — V103 + VoV3) —2v; (v3 — 1) — (v} — 2u9uy + 03 — 1)

8. Bir P = (x, yo) noktasinin C = (h, s) merkezli bir

C:—A2(z—h)Y’+B*(y—s)’A=r re{-1,1}

konigine gore inversiyonu olan nokta A = —v? + 2vjvy + 03, pp = —A? (2o — h)2 +

B2 (yo — s)° A olmak iizere

olur.

9. Denklemi C : —A2 (z — h)* + ABZ (y — s)* = r olan bir konigin bir ¢ : —A%22 4
AB?%*y? = r konigine gore inversiyonu olan konigin denklemi, C ile ¢ homotetik ve
Pins) = —A?h? + B?s*A olmak lizere

2 2

hr k*rs —72D(hs

el T r 2
12 P 32 P (ﬁ - p(h,s))
olur.

10. P : —A2(z—h)®> = a+yveC : —A%? = r sirasiyla bir parabol ve dual
cember olsun. Eger P paraboli inversiyonun merkezinden gegiyorsa C dual gemberine

gore inversiyonu olan dogrunun denklemi

A 2
= 2A%hy — [ 22
y OSE (A> )

inversiyonun merkezinden gegmiyorsa C dual gemberine gore inversiyonu olan paraboliin
denklemi

AN 2
y = A* (AGh* + a) 2* + 2A%ha — (70)

olur.
11. C ve ¢ homotetik olmayan iki konik ise C konigi inversiyonun merkezinden

geciyorsa o zaman C koniginin inversinin 3. dereceden bir egri, C konigi inversiyonun
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merkezinden gegmiyorsa o zaman C konigi inversinin 4. dereceden bir egri oldugu belir-
lenmistir.

12. Elemanlari hibrit sayi olan 2 x 2 hibrit matrislerin determinantalarini veren esit-
likler elde edilmisgtir.

13. Hibrit sayilar tizerinde Mobius dontusimi tanimlanmistir.

14. a € Py, bir birim timelike hibrit say1, b € P, ve arga = /2 olmak tzere Mobius

dondstimii

Fy P, — P,

1 bl |a 0| |z
z — M(z)= Nzl # 0
0 11 |0 1

ol

z noktasini dizlemde 6 kadar dondirir ve b yonlnde 6teler. Bu dénusim sonucunda
z noktasi asagida belirtilen konikler lzerinde hareket eder. Teorem 4.71 de belirtilen
dondstim altinda elde edilen ardisik ti¢ nokta A = a; + asv, B = by + bov,C = ¢1 + cov

olsun. Eger v eliptik veya hiperbolik ise

IAIL=IBIE _ IBIL=ICIS -
— 2072 2by—2cp _ 2 (b= A -1IBIS
To = a=bi _ bi—a Yo=v (bz—a2> To + 2(az—bz)
az—ba ba—co
R = |IABILIACIIBC],
o 2det(A,B,C)
ve eger v parabolikse
t __ az—2ba+ca __ aiaz2—3asby—aico+4bi1ba—bica
o 2(b17a1)2 ! o 2(a17b1)2 '
olmak lzere A, B,C
2 2 2 e s
(Y —y)" +(r—20)" =R v eliptik ise
(y — %0)* — (x — z0)* = R v hiperbolik ise

Y —ay =t (X% —a?)+ty (X —a;) ,v parabolik ise
konikleri tizerinde olur.
15. a € P, bir birim timelike hibrit sayl, arga = 6/2 ve b € P, bir pur hiperbolik

vektor ve v ile w vektorleri ayni Lorentziyen karakterde olmasin
NY:P, — K

0| |z

1

1 bf |a
2 — Ny (z)=
0 1] 1|0

M
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Mobius donlsiiminin z sayisini 6 acisi kadar dondirdugi ve b vektorl ile 6teledigi

gorilmastar. Ayrica z noktasinin bu hareketi bir helis tizerinde olmustur.

101



KAYNAKLAR 1. 6ZTURK

6. KAYNAKLAR

Ahlfors, L.V. (1981). Mébius transformations in several dimensions.
Ahlfors, L.V. (1985). Mobius Transformations and Clifford Numbers.

Aslaksen, H. (1996). Quaternionic determinants. The Mathematical Intelligencer, 18,
57-65.

Babusci, D., Dattoli, G., Di Palma, E. and Sabia, E. (2011). Complex-Type Numbers and
Generalizations of the Euler Identity. Advances in Applied Clifford Algebras, 22,
271-281.

Brewer, S. (2012). Projective Cross-ratio on Hypercomplex Numbers. Advances in Ap-
plied Clifford Algebras, 23, 1 - 14.

Borota, N.A., Flores, E.V. and Osler, T.J. (2000). Spacetime numbers the easy way.
Mathematics and Computer Education, 34, 159-168.

Borota, N.A. and Osler, T.J. (2002). Functions of a spacetime variable. Mathematics and
Computer Education, 36, 231.

Brodsky, V. and Shoham, M. (1999). Dual numbers representation of rigid body dynam-
ics. Mechanism and Machine Theory, 34, 693-71.

Burton, D. (2011). The History of Mathematics: An Introduction. Birlesik Kral-
lik: McGraw-Hill Education.

Casanova, G. (2008). Conjugated of Conics. Advances in Applied Clifford Algebras, 18,
143-146.

Casanova, G. (2001). Complement on elliptic and hyperbolic inversions. Advances in
Applied Clifford Algebras, 11, 293-295.

Cao, W. (2007). On the classification of four-dimensional Mobius transformations. Pro-

ceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 50, 49 - 62.

102



KAYNAKLAR 1. 6ZTURK

Cao, W., Parker, J.R. and Wang, X. (2004). On the classification of quaternionic Mébius
transformations. Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical So-
ciety, 137, 349 - 361.

Catoni, F., Cannata, R., Catoni, V. and Zampetti, P. (2004). Two-dimensional hypercom-
plex numbers and related trigonometries and geometries. Advances in Applied
Clifford Algebras, 14, 47-68.

Catoni, F. (2008). The Mathematics of Minkowski Space-Time: With an Introduction to

Commutative Hypercomplex Numbers.

Catoni, F., Cannata, R., Catoni, V. and Zampetti, P. (2005). Hyperbolic trigonometry in

two-dimensional space-time geometry. arXiv: Mathematical Physics.

Childress, N.A. (1965). Inversion with Respect to the Central Conics. Mathematics Mag-
azine, 38, 147-149.

Cockle, J. (1849). On a new imaginary in algebra 34:37-47. Lond. Edinb. Dublin Philos.
Mag. 3(33), 435-9

Descartes, R. (1637). La Géométrie. Paris: A. Herman, Librairie Scientifique.

Dimentberg, F.M. (1978). The method of screws and calculus of screws applied to the

theory of three dimensional mechanisms. Adv. Mech. 3-4, 91-106.

Erdogdu, M. and Ozdemir, M. (2016). Matrices over Hyperbolic Split Quaternions. Filo-
mat, 30, 913-920.

Erdogdu, M. & Ozdemir, M. (2020). Simple, Double and Isoclinic Rotations with a
Viable Algorithm . Mathematical Sciences and Applications E-Notes , 8 (1) ,
11-24.

Euler, L. (1972). Elements of Algebra. (Rev. John Hewlett, B.D. F.A.S. &c, Trans.).
Springer-Verlag. (Original work published 1770).

Fjelstad, P. and Gal, S.G. (2001). Two-dimensional geometries, topologies, trigonome-
tries and physics generated by complex-type numbers. Advances in Applied Clif-
ford Algebras, 11, 81-107.

103



KAYNAKLAR 1. 6ZTURK

Fjelstad, P. (1986). Extending special relativity via the perplex numbers. American Jour-
nal of Physics, 54, 416-422.

Fjelstad, P. and Gal, S.G. (1998). n-Dimensional dual complex numbers. Advances in
Applied Clifford Algebras, 8, 309-322.

Fjelstad, P. and Gal, S.G. (1998). n-Dimensional hyperbolic complex numbers. Ad-
vances in Applied Clifford Algebras, 8, 47-68.

Fischer, 1.S. (1998). Dual-Number Methods in Kinematics, Statics and Dynamics.
Gargoubi, H. and Kossentini, S. (2016). f -Algebra Structure on Hyperbolic Numbers.

Gonzalez-Velasco, A. E. (2011) Journey through Mathematics. Springer Sci-

ence+Business Media.
Ghosh, C. (2017). Bicomplex Mobius Transformation. arXiv: Complex Variables.
Gromova, N.A. (2010). Possible quantum kinematics. 1l. Nonminimal case.

Gromov, N.A. and Kuratov, V.V. (2006). Possible quantum kinematics. Journal of Math-
ematical Physics, 47, 013502.

Gromov, N.A. and Kuratov, V.V. (2005). All possible Cayley-Klein contractions of quan-
tum orthogonal groups. Physics of Atomic Nuclei, 68, 1689-1699.

Gurses, N. and Yiice, S. (2015). One-Parameter Planar Motions in Generalized Complex
Number Plane CJ. Advances in Applied Clifford Algebras, 25, 889-903.

Harkin, A. and Harkin, J.B. (2004). Geometry of Generalized Complex Numbers. Math-
ematics Magazine, 77, 118 - 129.

Hudson, R. (1966). Generalised translation-invariant mechanics. D. Phil. thesis,

Bodleian Library, Oxford.

Hudson, R. (2004). Translation invariant phase space mechanics. Quantum Theory Re-
consid. Found. 2, 301-314.

104



KAYNAKLAR 1. 6ZTURK

Kisil, V.V. (2012). Geometry of mdbius transformations : elliptic, parabolic and hyper-
bolic actions of SL[2](R).

Kisil, V.V. (2009). Induced Representations and Hypercomplex Numbers. Advances in
Applied Clifford Algebras, 23, 417-440.

Kisil, V.V. (2006). Two-dimensional conformal models of space-time and their compact-

ification. Journal of Mathematical Physics, 48, 073506-073506.

Kisil, V.V. (2010). Erlangen program at large-2: inventing a wheel. The parabolic one.
Trans. Inst. Math. NAS Ukr. 7(2), 89-98.

Kisil, V.V. (2010) Erlangen program at large-1: geometry of invariants. SIGMA Sym-
metry Integr. Geom. Methods Appl. 6(076), 45.

Klawitter, D. (2014). Reflections in conics, quadrics and hyperquadrics via Clifford alge-
bra. Beitrage zur Algebra und Geometrie / Contributions to Algebra and Geom-
etry, 57, 221-242.

Lavrentiev, M.A. Shabat, B.V. (1973). Problems of Hydrodynamics and Their Mathe-

matical Models. Nauka, Moscow.

Lopez, R . (2014). Differential Geometry of curves and surfaces in Lorentz-Minkowski

space. International Electro

Mustafa, K.A. (2018). One-parameter Groups of Mdbius Maps in Two-Dimensional

Real Commutative Algebra.

Mustafa, K.A. (2018). The Groups of Two by Two Matrices in Double and Dual Num-
bers, and Associated Mdbius Transformations. Advances in Applied Clifford Al-

gebras, 28.nic Journal of Geometry, 7 (1) , 44-107.

Miller, W.A. and Boehning, R.L. (1968). Gaussian, Parabolic, and Hyperbolic Numbers.
Mathematics Teacher: Learning and Teaching PK-12, 61, 377-382.

Modenov, P.S., Parkhomenko, A.S., & Slater, M.B. (1965). Euclidean and affine trans-

formations.

105



KAYNAKLAR 1. 6ZTURK

Motter, A.E. and Rosa, M. (1998). Hyperbolic Calculus. Advances in Applied Clifford
Algebras, 8, 109-128.

Neas, S. (2017). Anallagmatic Curves and Inversion About the Unit Hyperbola. Rose—

Hulman Undergraduate Mathematics Journal, 18, 6.

Nesovit, E. (2016). On Rotation About Lightlike Axis in Three-Dimensional Minkowski
Space. Advances in Applied Clifford Algebras, 26, 237-251.

Olariu, S. (2000). Hyperbolic complex numbers in two dimensions. arXiv: Complex

Variables.

Olariu, S. (2002). Complex Numbers in n Dimensions, North Holland, Series: North-
Holland Mathematics Studies, vol. 190. arXiv:math/0011044.

Olariu, S. (2000). Commutative complex numbers in four dimensions.

arXiv:math/0008121v1.

O’neill, B. (1983). Semi-Riemannian geometry with applications to relativity. Academic

press.

Ozdemir, M. and Ergin, A.A. (2006). Rotations with unit timelike quaternions in
Minkowski 3-space. Journal of Geometry and Physics, 56, 322-336.

Ozdemir, M. (2009). The roots of a split quaternion. Appl. Math. Lett., 22, 258-263.

Ozdemir, M. (2015). An Alternative Approach to Elliptical Motion. Advances in Applied
Clifford Algebras, 26, 279-304.

Ozdemir, M. (2018). Finding n-th Roots of a 2 x 2 Real Matrix Using De Moivre’s
Formula. Advances in Applied Clifford Algebras, 29, 1-25.

Ozdemir, M., Erdogdu, M. and Simsek, H. (2014). On the eigenvalues and eigenvectors
of a lorentzian rotation matrix by using split quaternions. Advances in Applied
Clifford Algebras, 24, 179-192.

Ozdemir, M. (2018). Introduction to Hybrid Numbers. Advances in Applied Clifford
Algebras, 28, 1-32.

106



KAYNAKLAR 1. 6ZTURK

Oztirk, 1. and Ozdemir, M. (2020). Similarity of hybrid numbers. Math. Methods Appl.
Sci., 15, 8867-8881.

Ozturk, 1., and Ozdemir, M. (2022). Elliptical rotations with hybrid numbers. Indian

Journal of Pure and Applied Mathematics.
Ozdemir, M. (2020). Kuaterniyonlar ve Geometri. Altin Nokta Yayinevi, Izmir, 304 s.

Ozdemir, M. (2021). Analitik Geometri ve Coziimlii Problemler. Altin Nokta Yayinevi,
Izmir, 304 s.

Parker, J.R. and Short, I. (2009). Conjugacy Classification of Quaternionic Mobius

Transformations. Computational Methods and Function Theory, 9, 13-25.

Pilipchuk, V. N. (2010). Nonlinear dynamics: between linear and impact limits (\Vol.

52). Springer Science & Business Media.

Pilipchuk, V. N. (2011). Non-smooth spatio-temporal coordinates in nonlinear dynamics.
arXiv preprint arXiv:1101.4597.

Ramirez, J. L. (2014). Inversions in an ellipse. In Forum Geometricorum \ol. 14, pp.
107-115.

Ramirez, J. and Rubiano, G. (2014). Elliptic inversion of two-dimensional objects.[A

graphical point of view with Mathematica]. Int J Geom, 3(1), 12-27.

Rochon, D. and Shapiro, M. (2004). On algebraic properties of bicomplex and hyper-
bolic numbers. Anal. Univ. Oradea Fasc. Math. 11, 71-110.

Rooney, J. (1978). On the Three Types of Complex Number and Planar Transformations.

Environment and Planning B: Planning and Design, 5, 89 - 99.

Rooney, J. (2014). Generalised complex numbers in mechanics. Adv. Theory Pract. Ro-
bots Manip. Mech. Machine Sci. Book Series, vol. 22, pp. 55-62.

Savi¢, A., Bilgin, M., Ersoy, S., & Paunovi¢, M. (2022). Topologies of Bihyperbolic
Numbers. Mathematics, 10(22), 4224.

107



KAYNAKLAR 1. 6ZTURK

Study, E. (1904). Geometrie der Dynamen: die Zusammensetzung von Kréften und ver-

wandte Gegenstande der Geometrie. The Mathematical Gazette, 3, 15.

Simsek, H. and Ozdemir, M. (2016). Generating hyperbolical rotation matrix for a given

hyperboloid. Linear Algebra and its Applications, 496, 221-245.

Simsek, H. and Ozdemir, M. (2017). Shape curvatures of the Lorentzian plane curves.
Commun. Fac. Sci. Univ. Ank. Ser. A1 66(2), 276-288.

Sobczyk, G. (1995). The Hyperbolic Number Plane. College Mathematics Journal, 26,
268-280.

Ulrych, S. (2007). Representations of Clifford Algebras with Hyperbolic Numbers. Ad-
vances in Applied Clifford Algebras, 18, 93-114.

Ulrych, S. (2000). Relativistic quantum physics with hyperbolic numbers. Physics Let-
ters B, 625, 313-323.

Ulrych, S. (2010). Considerations on the hyperbolic complex Klein—Gordon equation.
Journal of Mathematical Physics, 51, 063510.

Veldkamp, G.G. (1976). On the use of dual numbers, vectors and matrices in instanta-

neous, spatial kinematics. Mechanism and Machine Theory, 11, 141-156.

Verstraelen, L. (2018). On Angles and Pseudo-Angles in Minkowskian Planes. Mathe-
matics, 6(4), 52.

Yaglom, .M. (1979). A simple non-Euclidean geometry and its physical basis : an ele-

mentary account of Galilean geometry and the Galilean principle of relativity.
Yaglom, .M. (1968). Complex Numbers in Geometry.

Yaglom, I.M., & Shenitzer, A. (2009). Geometric Transformations I1V: Axial circular

transformations.

Zaripov, R.G. (2017). Conformal Hyperbolic Numbers and Two-dimensional Finsler
Geometry. Advances in Applied Clifford Algebras, 27, 1741-1760.

108



KAYNAKLAR 1. 6ZTURK

Zill, D.G. and Shanahan, P.D. (2006). A First Course in Complex Analysis With Appli-

cations.

109



OZGECMIS

ISKENDER OZTURK

iskenderogretmen@gmail.com

OGRENIM BILGILERI

Doktora Akdeniz Universitesi

2019 - 2023 Fen Bilimleri Enstitlisi, Matematik Ana Bilim Dali, Antalya
Yuksek Lisans Akdeniz Universitesi

2017 - 2019 Fen Bilimleri Enstitust, Matematik Ana Bilim Dali, Antalya
Lisans Akdeniz Universitesi

2012 - 2016 Fen-Edebiyat Fakultesi, Matematik Bolumd, Antalya

Lisans Gazi Universitesi

2000 - 2004 Gazi Egitim Fakiiltesi, Ilkogretim Matematik Bélimii, Ankara

MESLEKI VE IDARI GOREVLER

Ogretmen Kepez BILSEM
2005 - Devam Ediyor MEB 6gretmen.
ESERLER

Uluslararasi hakemli dergilerde yayimlanan makaleler
Oztiirk, 1., & Ozdemir, M. (2020). Similarity of hybrid numbers. Mathemati-

cal Methods in the Applied Sciences, 43, 8867 - 8881.

Oztirk, 1., & Ozdemir, M. (2022). On geometric interpretations of split qua-
ternions. Mathematical Methods in the Applied Sciences, 46, 408 - 422.
Oztiirk, 1., & Ozdemir, M. (2022). Elliptical rotations with hybrid numbers.

Indian Journal of Pure and Applied Mathematics.




KAYNAKLAR 1. 6ZTURK

4. Oztiirk, 1. (2022). Introduction to Cartan numbers and some geometric appli-
cations. Mathematical Methods in the Applied Sciences, 46, 7514 - 7542.

5. Colakoglu, H.B., Oztiirk, 1., & Ozdemir, M. (2022). Non-parabolic conical
rotations. J. Comput. Appl. Math., 420, 114766.

6. Oztiirk, 1., & Gzdemir, M. (2022). Affine transformations of hyperbolic num-

ber plane. Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana, 28.

111



