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OZET

POZITIF TAMSAYILARIN PARCALANISLARIYLA INSA EDILEN TAMSAYI
DIZILERI

Biisra AL

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal
Damisman: Prof. Dr. Mustafa ALKAN

Haziran 2023; 108 sayfa

Bu tezde, parcalanis teorisi ile ge¢misten giiniimiize bilim insanlarinin ilgisini ¢ek-
mis Fibonacci sayilar1 arasinda bir baglanti kurulmustur. Parcalanis teorisinin temeli olan
pozitif tamsayilarin parcalanisi ve kompozisyonlari detayl bir sekilde incelenmistir.

Ozellikle bu ¢alismada, parcalamislar ve kompozisyonlar igin kiimeler tanimlanip bu
kiimeler iizerinde yeni islemler tanimlanmigtir. Bu islemler yardimiyla ardigik pozitif tam-
sayilarin kompozisyonlar1 arasinda bagintilar kurulmustur. Tanimlanan kiimeler {izerinde
cebirsel ve kombinatorik iglemler yapilarak kompozisyonlar i¢in yeni bagintilar elde edil-
migtir. Bilesen sayis1 kisith parcalaniglar, bilesenleri tek tamsay1 olan parcalaniglar, bi-
lesenleri tek ve tekrarlanmayan tamsayilar olan pargalaniglar gibi 6zel durumlara sahip
literatiirdeki baz1 pargalaniglar kompozisyon kavram icin de ayrica incelenmistir. Kom-
pozisyonlar, kisitlanmis kompozisyonlar ve tek kompozisyonlar olacak sekilde ayrica
incelenerek ilgili kompozisyonlarin sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonlar: bulunmugtur. Tek
kompozisyonlar ile Fibonacci sayilar1 arasindaki iligki incelenmistir. Giiniimiizde bir¢ok
matematikcinin ilgi odagi ve calisma konusu olan Parcalanis teorisi ve iirete¢ fonksiyon-
lar1 yardimiyla, Fibonacci sayilart gibi bir¢ok say1 dizisi iiretilmistir. Kompozisyonlarin
bilesen biiyiikliigiine sinirlandirma getirilmis ve bu sinirlandirma ile kisitli kompozisyon-
larin sayisi i¢in iirete¢ fonksiyonu bulunmustur. Bu iirete¢ fonksiyonu ile n-nacci sayilari
tiretilmisgtir.

Bu tez calismasinda ayrica, kompozisyonlar i¢in bir renk katalogu olusturulmus ve bu
kataloga baglh kalinarak kompozisyonlar icin desenler elde edilmistir. Desenler elde edi-

lirken de kompozisyonlarin bilesenleri i¢in farkli kisitlamalar getirilerek farkli desenler



incelenmigtir. Ayrica bu desenlerin sayilari icin tirete¢ fonksiyonlart bulunmugtur. Bulu-
nan bu iirete¢ fonksiyonlart ile literatiire yeni say1 dizileri kazandirilmistir.

Her bir pozitif tamsaymin kompozisyon deseninin kendisinden bir fazla olan tam-
saymin kompozisyon deseninin i¢inde yer aldig1 gozlemlenmistir. Ardisik tamsayilarin
n-renk kompozisyon desenlerinin aralarinda da altin oran oldugu gosterilmistir.

Sonug olarak, bu tezde elde edilen calismalarin basta matematik olmak iizere fizik,
hesaplamal1 bilim ve miihendislik ve hatta mimari alanlarinda kullanilma potansiyeli ol-

dukca yiiksektir.

ANAHTAR KELIMELER: Pozitif bir tamsaymin pargalanisi, Pozitif bir tamsaymnin
kompozisyonu, Fibonacci sayilar1, Ureteg fonksiyonu, Pozitif bir tamsayinin kompozis-

yon desenleri.
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ABSTRACT

INTEGER SEQUENCES CONSTRUCTED BY PARTITIONS OF POSITIVE
INTEGERS

Biisra AL

PhD Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa ALKAN
June 2023; 108 pages

In this thesis, a connection has been established between the partition theory and the
Fibonacci Numbers which have attracted the attention of scientists from the past to the
present. The partition of positive integers, which is the basis of the partition theory and
their composition have been studied in detail.

Especially in this study, sets have been defined for partitions and compositions and
new operations have been defined on these sets. With the help of these operations, relati-
onships have been established between the compositions of consecutive positive integers.
Algebraic and combinatorial operations have been performed on the defined sets, and new
relations have been obtained for the compositions. Some partitions in the literature, which
have special cases such as partitions with limited number of summands, partitions with
odd integer summands, partitions whose summands are odd and distinct integers, have
also been examined for the concept of composition. Compositions, restricted composi-
tions and odd compositions have been examined separately with their special cases and
generating functions have been found for the number of related compositions. The rela-
tionship between odd compositions and Fibonacci numbers have been examined. Many
number sequences such as Fibonacci numbers have been produced with the help of parti-
tion theory and generating functions, which are the focus of attention and the subject of
study for many mathematicians today. The summand size of the compositions have been
constrained, and the generating function, for the number of compositions constrained by
this restriction, have been found. With this generating function, n-nacci numbers have

been generated.
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In this thesis, a color catalogue has been created for the compositions, and patterns
have been obtained for the compositions by adhering to this catalogue. While obtaining
the patterns, different patterns have been examined by introducing different restrictions
for the summands of the compositions. In addition, generating functions have been found
for the number of these patterns. With these generating functions, new number sequences
have been brought to the literature.

It has been observed that the composition pattern of each positive integer is within the
composition pattern of the integer that is one more than itself. It has been shown that there
is a golden ratio between the n-color composition patterns of consecutive integers.

As a result, the studies obtained in this thesis have a high potential to be used in the
fields of mathematics, physics, computational science and engineering, and even archi-

tecture.

KEYWORDS: Partition of a positive integer, Composition of a positive integer, Fibo-

nacci Numbers, Generating Function, Patterns of compositions of a positive integer.
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ONSOZ

Bu tezin konusunun Parcalanig Teorisi olmasindaki en biiyiik etmen konunun ve uy-
gulama alanlarinin giincel olmasidir. Bilimde ve teknolojide bircok alanda aktif rol alan
bir konudur.

Bu tez, Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma, Sonuglar
olmak iizere bes boliimden olusur.

Girig boliimiinde, konuya hazirlayici bilgiler verilip ¢aligmanin amaci ve kapsami
aciklanmugtir.

Kaynak Taramasi boliimiinde bu tezde kullanilan temel kavramlar ve 6zellikler litera-
tiir taramasi ile birlikte verilmistir. Pozitif bir tamsayinin par¢alanisi, pozitif bir tamsayi-
nin kompozisyonu ve kompozisyon renklendirmeleri ve desenler ifade edilmistir.

Materyal ve Metot boliimiinde, tezin materyal ve metodu ile ilgili bilgiler verilmistir.
Pozitif bir tamsayinin parcalaniglariyla ilgili temel teoremler verilmistir ve ispatlar ya-
pilmistir. Kisitlanmig parcalanislar ifade edilerek iirete¢ fonksiyonlar1 verilmistir. Ayrica
pozitif bir tamsayinin kompozisyonlariyla ilgili temel teoremler verilmistir ve ispatlari
yapilmistir. n-renk kompozisyonlar ifade edilip n-renk kompozisyonlar i¢in de temel te-
oremler ifade edilmistir. Pozitif bir tamsayinin diizensiz par¢alanislari ifade edilerek temel
teoremlerin ispatlart verilmistir. Kisitlanmig pargalaniglar hakkinda bilgi verilerek temel
tanim ve teoremler ifade edilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde, tez ¢alismasinda elde edilen sonuglar verilmistir.
Kompozisyonlar i¢in detayli inceleme yapilmistir. Bilesen biiyiikliigii sinirlandirilmis kom-
pozisyonlar, bilesen sayis1 sabit olan kompozisyonlar, bileseni tek tamsay1 olan kompozis-
yonlar, kisitlanmig tek kompozisyonlar, pozitif bir tam sayinin renk kompozisyonlari, po-
zitif bir tamsayinin n-renk kompozisyonlari, pozitif bir tamsayinin palindrom renk kom-
pozisyonlari, palindrom renk kiimeleri ifade edilmistir. Bu ifadelerle ilgili teoremlerin ve
bagintilarin ispatlari verilmistir. Urete¢ fonksiyonlari elde edilmistir.

Sonu¢ kisminda yapilan ¢alismalarin altin oran ile iligkisi verilmisgtir.

Doktora e8itimim boyunca ve tez calismamda destegini esirgemeyen engin bilgileriyle
bana 151k tutup her zaman bana destek olan sayin danisman hocam Prof. Dr. Mustafa

ALKAN’a tesekkiirlerimi ve saygilarimi sunarim.



Tez ¢alismam boyunca bilgileriyle bana 1s1k tutan, gelisimime katki saglayan sayin
jiiri iiyeleri hocalarim, Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK, Dog. Dr. irem KUCUKOGLU, Dog.
Dr. Ortagc ONES ve Dr. Ogr. Uyesi Rahime DERE’ye de tesekkiirlerimi ve saygilarimi
sunarim.

Calismalarim boyunca YOK 100/2000 Doktora Bursu ile beni destekleyen Yiiksek
Ogretim Kurumu’na ve Hesaplamali Bilim ve Miihendislik alaninda doktora yaparak iil-
kemizin Oncelikli 100 alanindan birinde ¢alismama vesile olan saygi deger hocam Prof.
Dr. Yilmaz SIMSEK e tesekkiirlerimi sunarim.

Son tesekkiiriim hayatim boyunca desteklerini hissettifim her animda yanimda olan
aileme... Bu giinlere gelmemde biiyiik emekleri olan her zaman arkamda olan, degerlim,
canim annem Semra AL’a, lisansiistii egitimlerimizi ayn1 zamanlarda yapti§imiz bana
destek ve hep yanimda olan canim ablam Merve AL’a, herseyim olan biricigim, canim
kardesim Arzu AL’a ve bugiin bedenen yanimda olamasa da her an yanimda hissettigim,
egitime Omriinii adamis gurur kaynagim canim babam Hamit AL’a tesekkiir ederim. Dok-

tora tezimi canimdan Ote aileme ithaf ediyorum...
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:
N : Dogal sayilar kiimesi
Y/ : Pozitif tamsayilar kiimesi
E, : n. Fibonacci sayisi
L, : n. Lucas sayisi
I : n. Jacobsthal sayis1
p(n) : n pozitif tamsayisinin parcalanig sayisi
pr(n) : n pozitif tamsayisinin, bilesen sayisi en fazla £k olan parcalanig sayisi
Q(n) . n pozitif tamsayisinin bilesenleri tek tam sayilardan olusan parcalanis sayisi
Z(n) : n pozitif tamsayisinin bilegenleri tek ve diizensiz tamsayilardan
olusan parcalanig sayisi
P(n) : n pozitif tamsayisinin kompozisyon sayisi

C,(S,C) : v pozitif tamsayisinin S-sinirh bir C-renk kompozisyonlarinin kiimesi
P,(

) : v pozitif tamsayisinin C-renk palindromlarinin kiimesi
P, : v pozitif tamsayisinin n-renk palindromlarinin kiimesi
|P,(C)| : v pozitif tamsayisimin C-renk palindromlarinin sayisi
|P,| : v pozitif tamsayisinin n-renk palindromlarinin sayist
NU(C ) : v pozitif tamsayisinin tiim C'-renk palindromlar tizerindeki toplam

parca sayist

N, : v pozitif tamsayisinin tiim n-renk palindromlari iizerindeki toplam
parcalanis sayist

Hy : Pozitif bir tamsayinin bilesenlerinin en fazla d defa tekrarlandig1
parcalanis kiimesi

P, qa(n)  :ntamsayisin her biri k£ tamsayisindan kiigiik esit olmak tizere

en ¢ok d bileseni olan parcalanig kiimesi

Pi(n) : n pozitif tamsayisinin & tane bileseni olan kompozisyonlarinin sayisi
P, : n tamsayisinin en biilyiik bileseni en fazla a olabilen kompozisyonlarinin
kiimesi
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Tha

mIn
T,n(B)
Tn(e, B)
pe(x)

x(z)
P(z)

pal(z)
np(z)

: P, , kiimesinin eleman say1s1

: n. Tribonacci sayis1

: n. Tetranacci sayisi

: Genellestirilmis cift degiskenli polinom

: n tamsayisinin bilesen sayist m olan kompozisyonlarinin kiimesi

. m P, kiimesinin eleman sayisi

: n pozitif tamsayisinin bilesenleri tek tam sayilardan olugan
kompozisyonlarinin kiimesi

: n pozitif tamsayisinin bilesenleri tek tam say1 olan kompozisyonlarinin
sayis1

: n pozitif tamsayisinin bilesenleri tek tam say1 olan kompozisyonlarinin
bilesenlerinin ¢arpim toplamlari

: n pozitif tamsayisinin bilegeninin biiyiikliigii en fazla m olan tek
kompozisyonlarinin kiimesi

: n pozitif tamsayisinin bileseni en fazla m olan tek kompozisyonlarinin
sayi1sl

: n pozitif tamsayisinin bir dizi palindrom kompozisyon kiimesi

: Pozitif bir m tamsayisinin palindrom renk kompozisyonlarinin sayisi

: n tamsayisinin parcalaniglarinin bilesenlerinin ¢carpimlarinin toplami

: P, , kiimesinin elemanlarinin bilegsenlerinin ¢arpimlarinin toplami

. m Py kiimesinin elemanlarinin bilegenlerinin ¢carpimlarinin toplami

. [-renk kompozisyonlarinin sayisi

. (a, B)-renk kompozisyonlarinin sayisi

: Palindrom renk kompozisyonlarinin sayisini veren tireteg fonksiyonu

: m pozitif tamsayisinin bir dizi palindrom kompozisyon kiimesi

: Palindromik tipte eksen degisimini gosteren sayilarin iirete¢ fonksiyonu

: Palindromik tipte kanatlarin degisimini gosteren sayilarin iirete¢ fonksi-
yonu

: Palindrom kompozisyonlar i¢in iirete¢ fonksiyonu

: Palindrom kompozisyonlarinin sayilart i¢in iirete¢ fonksiyonu

xi



cp1(x)
cpa(x)

cp3(x)

: m tamsayisinin orta kismu bir renk ve kanatlart n-renk olan renk

palindromlarin kompozisyonlarinin sayisi

: Renk palindrom kompozisyonlarinin sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu

. Ik kismu beyaz, k biiyiikliigiindeki digerleri k rengini alan palindrom

kompozisyonlarinin sayilarini veren iirete¢ fonksiyonu

: Parcalar1 renk palindromu olan palindrom kompozisyonlarinin sayilari

i¢in iirete¢ fonksiyonu
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GIRIS B. AL

1. GIRIS

Insanoglunun var olusundan beri gereksinim duyulan sayilar ve sayilarin kullaniminin
hayatimizdaki yeri yadsinamayacak kadar onemlidir. Sayilar ile ilgili merak uyandiran
sorulardan birisi de Leibniz’in 1674 yilinda dile getirdigi "Bir pozitif tam say1 pozitif
tamsayilarin toplami olarak kag farkli sekilde yazilabilir?" sorusudur. Bu soru biiyiik me-
rak uyandirmis ve bu konuda bircok calisma yapilmistir. Yapilan bu calismalar da pozitif
bir tamsayinin par¢alanmasi konusunun baglamasina neden olmustur. Pozitif tam sayinin
parcalanmasi, kendinden kiiciik pozitif tam sayilarin toplami seklinde ifade edilmesidir.
Literatiirde, pozitif bir n tam sayisimin parcalaniglarinin sayisi p(n) ile gosterilmistir. Le-
ibniz bu parcalaniglarinin sayisinin her zaman bir asal say1 olacagini iddia etmistir ancak
bu iddiasinin p(7) = 15, yani 7 tamsayisinin pargalanig sayisinin hesaplanip 15 elde edil-
mesiyle birlikte dogru olmadig1 anlagilmistir. Bu tip sayilarin sonlu olup olmayacagi ise
hala ag¢ik problemdir.

Parcalanis teorisi ile ilgili en 6nemli kavramlardan biri de "Beggensel Say1 Teoremi"
dir. Besgensel say1 teoremine ilk defa 1740 yilinda Euler ile Daniel I Bernoulli yazigma-
larinda rastlanilmistir (Juskevic vd. 1975). Euler, Daniel I Bernoulli’nin yan1 sira Niklaus
I Bernoulli ve Christian Goldbach ile de yazigsmalarinda bir tamsayinin parcalaniginin bu-
lunmasina dair problemlerden s6z etmistir (Fellmann ve Mikhajlov 1998; Juskevic ve
Winter 1965; Juskevic ve Taton 1980; Al 2018). Yazigmalarin ilerleyen doneminde 9
Haziran 1750 de Euler’den Goldbach’a gonderilen 144. mektupta Euler besgensel say1
teorisinin ispatini yaptigini belirtmistir (Juskevic ve Winter 1965).

Petropolitanae’de 1751 yilinda yayinlanmigstir (Euler 1751). Yayinladigi bu calismada
Euler’in pargalanis fonksiyonu i¢in buldugu iirete¢ fonksiyonu

o0

1

H1 =142+ 222 +32% + 52 + 72° + 112 + 1527 + 2228 + ...
_xn

n=1

seklindedir.

Isvigreli matematikgi Leonard Euler, Alman matematikgiler C. Goldbach ile H. Ja-
cobi, Hint matematikci S. Ramanujan, ve Ingiliz matematik¢i G. H. Hardy pozitif tamsa-
yilarin pargalanigt yani parcalanig teorisi iizerine dnemli ¢calismalar yapan {inlii matema-

tikciler arasindadir. Hardy, pozitif bir tamsayisinin parcalanig sayisi i¢in bazi formiiller
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vermistir (MacMahon 1921; Watson 1937; Hardy 1960; Apostol 1976; Euler 1988). Ay-
rica parcalaniglar icin tinlii Hardy-Ramanujan Asimptotik Formiilii olarak bilinen formiilii
vardir (Baez-Duarte 1997). Bu formiil istatistiksel fizikte kullanilmig ve atom ¢ekirde-
ginin kuantum parcgalanis fonksiyonlarin1 hesaplamak i¢in kullanilmistir. Sonug olarak,
bir sayinin parcalanisinin matematiksel fizikte, temsil teorisinde, g-serilerinde, Lie teori-
sinde, simetrik fonksiyonlarda, istatistiksel mekanikte, modiiler formlar teorisinde ayrica
diger bilimlerde bir¢ok uygulamasi vardir. Dolayisiyla pargalanis teorisi, matematik, fi-
zik, miihendislik ve pek ¢cok problemde siklikla kullanilir. Ozellikle bilgisayar biliminde,
parcalanis teorisi, bilgisayar bellegi tahsisini kontrol etmek i¢in verimli yontemlerin tasa-
riminda ortaya ¢ikan bir dizi pratik problemin analizinde, otomatik kontrol sistemleri i¢in
programlama tekniklerinin analizi icin yontemlerin gelistirilmesinde kullanilir (Anony-
mous 2023).

Parc¢alanig teorisinin bir argiimani ile bilgisayar bilimlerinde yeni algoritmalar gelis-
tirilmektedir. Ayrica fizik biliminde pargalanis teorisi Bazonik yogunluk ve Fermiyonik
yogunluk hesaplarinda da kullanilmaktadir. Parcalanis teorisinin diger bilimlerdeki uygu-
lamalarina iligkin daha fazla 6rnek (Anonymous 2023) kaynaginda verilmektedir. Sayila-
rin parcalaniglariyla ilgili bir¢cok calisma yapilmis ve bu konu giiniimiize kadar 6nemini
git gide artirarak gelmigtir.

Bu doktora tezinde de ilk olarak parcalanig teorisinin temelleri olan tanim ve teorem-
ler incelenmistir. Literatiir taramasindan sonra kompozisyonlar tizerinde yogunlasilmistir.
Pozitif tamsayilarin komposizyon kiimelerini ele etmek i¢in iki farkli islem tanimlanmis-
tir. Bu islemler ile kompozisyon kiimeleri elde edildikten sonra kompozisyon kiimeleri
arasinda bagintilar verilmistir. Daha sonra bilim ve sanatta yaygin calismalar1 olan Fi-
bonacci sayilartyla kompozisyonlar ve dolayisiyla da parcalanis teorisi arasinda baginti
kurulmugtur. Parcalanis teorisinde sayilarin parcalaniglarinin renk katalogu olusturulmus,
olusturulan renk kataloguna gore sayilarin kompozisyonlarinin desenleri incelenmistir.
Bu desenlerin de Fibonacci dizisiyle iligkisi incelenmis, desenlerin arasinda altin oran
oldugu goriilmiistiir. Bu ¢alismalarin devaminda renklendirmelere farkli kisitlamalar ge-
tirilerek yeni desenler olusturulmugtur. Olusturulan bu desenlerin sayisini veren {lirete¢
fonksiyonlar1 elde edilip ispatlar1 yapilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuclarin hesaplamali say1 teorisinde, fizikte, hesap-
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lamal1 bilim ve miihendislik gibi bir¢ok alanda kullanilma potansiyeli vardir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde, tez boyunca siklikla kullanilacak bazi temel kavramlarin tanimlari, bagin-
tilar ve esitlikler verilecektir. Bu boliimdeki temel ifadeler i¢cin Hoggat (1969), Apostol
(1976), Andrews (1998) ve Koshy (2001) kitaplarindan, Hoggat ve Lind (1968), Mana
(1969), Gupta(1970), Andrews (1976), Hoggat (1978), Agarwal (1987), Agarwal ve And-
rews (1987), Agarwal (2000), Andrews ve Erikson (2004), Ewel (2004), Heubach ve Man-
sour (2004), Heubach ve Mansour (2010), Shapcott (2012), Gessel ve Li (2013), Merca
(2016), Archibald vd. (2020), Al ve Alkan (2020) makalelerinden yararlanilmistir.

Parcalaniglarin sayisi icin iirete¢ fonksiyonlarini vermeden once iirete¢ fonksiyonu tanimi

hatirlanmalidir.

Tanim 2.1. f(z) bir fonksiyon olmak iizere

fonksiyonuna, {ay, a1, as, ...} katsayilarimin iirete¢ fonksiyonu denir (Koshy 2001 ).

x |< 1igin,
i) {1}22, say1 dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu - = Z ",
ii) Dogal sayilar icin lireteg fonk51y0nu Z na"

(Koshy 2001).
Elde edilecek bulgularda kullanilacagi i¢in Cauchy carpimini hatirlamakta fayda var-
dir.

Tamim 2.2 (Cauchy Carpimu). > a;z’ ve Yy bja’ olarak tamimlanan iki yakinsak serinin
i=0 7=0

00 00 k
Za:c Zb:c ZZabk z”
7=0

k=0 1=0

Cauchy Carpimlar

seklinde tanimlanir (Andrews 1998).

Tanima denk olarak serilerin kuvvetleri farkli ise ¢ € Z olmak iizere

o3

00 o 00 00 b e .
;bnﬁz Z kn—kck:)!x

n=0 n=0 k=0
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esitligi de goriilebilir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.
Tez caligmasinda kompozisyonlar ile Fibonacci sayilari, Lucas sayilar1 ve Jacobsthal
sayilar1 arasinda bagintilar elde edileceginden bu sayilarin genel tanim ve 6zelliklerine

ihtiyag vardir.

Tanmm 2.3 (Fibonacci sayilari). [lk iki terimi 0 ve 1 olan ve iigiincii terimden itibaren
her bir terimi, kendinden onceki iki terimin toplami olan 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55...
sayilarmin dizisine Fibonacci dizisi denir. Bu sayilarin her birine Fibonacci sayilart denir
ve n. Fibonacci sayist F,, ile gosterilir. Iy = 0 ve Iy = 1 olmak iizere Fibonacci dizisi
icin ozyineleme bagintist

Fn+1:Fn+Fn71

dir (Brown 1961; Koshy 2001).
Katsayilar1 Fibonacci sayilarini (F},) veren iireteg¢ fonksiyonu
G(m)—in"—L 2.1)
F _n:0 - — a2 '

seklindedir (Brown 1961; Koshy 2001).
Ayrica Koshy (2001) kaynaginda ifade edilen Fibonacci sayilar i¢in iyi bilinen birkag

esitlik tekrarlanabilir:

> Fyoy = Fa,
k=1
zn: F¢ = F,Fop,
k=1

Fogyny =1+ Z Fai + Fop,
i=0

e n > 1 i¢in Cassini Formiilii
Fo1Fny — Ff = (_1)n

seklindedir.
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*n>1vem > 1icin
Fner = n+1Fm+1 + anlmel

seklindedir (Mana 1969; Koshy 2001).

Tanmm 2.4. |CB| = a birim ve | AC| = b birim olmak iizere 0 < b < a igin

A c B

a+b

oranina altin oran denir.

Fibonacci dizisindeki ardisik iki sayinin oranm sayilar bilyiidiikce altin orana yaklagir.

. Fn+1
lim 7 = 1.61803398875...

n—o0 n

ifadesi altin orandir (Koshy 2001).

Tanim 2.5 (Lucas sayilart). Her n > 1 tamsayist icin, baslangi¢ sartlart Lo = 2, L, =1
icin

Ln+1 = Ln + Ln—l
ozyineleme bagintisi ile tamimlanan 2,1,3,4,7,11, 18, 29, ... seklindeki diziye Lucas sayi

dizisi denir ve bu dizisinin elemanlari Lucas sayilart olarak adlandirilir. n. Lucas sayist

L,, ile gosterilir (Brown 1961; Hoggat 1969; Koshy 2001 ).

Katsayilar1 Lucas sayilarini (L,,) veren iirete¢c fonksiyonu

ZL " 2-w (2.2)

I )

seklinde ifade edilir (Hoggat 1969; Koshy 2001).
Gr(z) ve G (z) fonksiyonlarinin paydasi 0 sayisina esit oldugunda, bu fonksiyonla-

rin kutuplari elde edilir:
l1—2—2°=(1—az)(l - Bx),

6
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burada

veE

| £ |< min {é, %ﬁ} icin (2.1) ve (2.2) serileri yakinsaktir (Koshy 2001; Battaloglu ve
Simgek 2021).

Tanmim 2.6 (Jacobsthal sayilari). 0,1,1,3,5,11,21,43,85, 171, ... sayt dizisine Jacobsthal
sayilart denir ve n. Jacobsthal sayis1 J,, ile gosterilir. n > 0 icin Jy = 0 ve J; = 1 olmak

lizere Jacobsthal dizisinin ozyineleme bagntisi
Jn+2 - Jn+1 + 2Jn
seklindedir (Hoggat 1978).

Katsayilar1 Jacobsthal sayilarini (.J,,) veren iirete¢ fonksiyonu

Ji Z—1:—
ZZ:; . 1 — 2 — 222

seklindedir (Hoggat 1978).

Tek noktaya 2 nokta daha eklenerek bir kenar1 1 birim uzunlugunda bir iicgen elde
edilebilir. Elde edilen bu iiggene 3 nokta daha eklenerek, ilk ticgenin disinda bir kenari
2 birim olan ikinci bir iiggen daha olusturulabilir. Aymi sekilde ikinci iiggene 4 nokta
daha eklenerek ikinci iicgenin disinda bir kenar1 3 birim olan iigiincii bir tiggen daha
olusturulabilir. Bu adimlar boyle devam ederse olusturulacak her bir iicgen i¢in gereken

nokta sayist {1, 3,6, 10, 15, 21, 28, 36, ...} aritmetik dizisi seklinde ilerleyecektir.

Tanmm 2.7. Yukaridaki sekilde tammlanan {1,3, 6,10, 15,21, 28, 36, ...} say: dizisine ii¢-
gen sayt dizisi denir ve bir eskenar iicgen icinde diizenlenmis nesneleri sayar. Acik for-

miilii
k

k:(k:+1)zzz,

2 ,
=1

dir (Weisstein 2023).
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o gigie

Sekil 2.1. Ucgensel Sayilar (Deza and Deza, 2012)

Tamm 2.8 (Ucgen piramitsel sayilar). Tetrahedral sayi veya iicgen piramitsel say! iicgen
tabanli ve tetrahedron adi verilen ii¢c kenart olan bir piramidi temsil eden figiiratif bir
sayidir. n inci dort yiizlii sayt T'e,, , ilk n iicgen saymin toplanudir, yani,

kA1) s
dir. Uggen piramitsel say dizisi 1,4,10,20, 35, 56, 84, 120, 165, 220, ... seklindedir (We-
isstein 2023).

o /

'S //
po @]
[ ] ¢ /
L ¢ ’/J

Sekil 2.2. Ucgen piramitsel sayilar (https:/mathworld.wolfram.com/Tetrahedral
Number.html, (E.T. 19/06/2023))
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Pozitif Bir Tamsayimmin Parcalamislan

Tamim 2.9. Pozitif bir n tamsayisimin bir parcalanisi, bu sayinin pozitif tamsayilarin top-
lami olarak ifade edilmesidir. Bu parcalanislarin sayisi da p(n) ile gosterilmektedir. Bu-
rada parcalamislart olusturan her bir terime parca (bilesen,summand) denir. Parcalanis-
taki bilesenlerin yer degistirmesi dnemsizdir yani {a,b} ile {b,a} aym parcalamislart

ifade eder (Apostol 1976).

Ornek 2.10. 6 tamsayisimin parcalamislar

{(6),(5,1),(4,2),(3,3),(4,1,1),(3,2,1),(3,1,1,1),

(2,2,2),(2,2,1,1),(2,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1) }
seklindedir. Pargcalanmislarin sayist p(6) = 11 seklinde gosterilir.
Pozitif Bir Tamsayimnin Kompozisyonlari

Tamim 2.11. Pozitif bir n tam sayisumun, pozitif tamsayilarin toplami olarak ifade edil-
mesine n tamsayistmin kompozisyonu denir. n pozitif tamsayisinin kompozisyon sayist
P(n) ile gosterilir. Kompozisyondaki bilegenlerin yer degistirmesi onemlidir yani {a,b}

ile {b, a} farkli kompozisyonlart ifade eder.

Ornek 2.12. 6 tamsayisimin kompozisyonlart

{06, (5,1),(1,5), (4,2), (2,4), (3,3), (4,1,1), (1,4,1), (1,1,4),
(3,2,1),(3,1,2),(2,3,1),(2,1,3),(1,2,3),(1,3,2), (2,2,2),
(2,2,1,1),(2,1,2,1),(2,1,1,2),(1,2,2,1), (1,2,1,2), (1,1, 2, 2),

(2,1,1,1,1),(1,2,1,1,1),(1,1,2,1,1),(1,1,1,2,1),(1,1,1,1,2),(1,1,1,1,1,1)}

seklindedir. Kompozisyonlarin sayist P(6) = 32 seklinde gosterilir.

Pozitif bir tamsayinin kisitl kompozisyonlar1 tanimlanarak genellestirilmis cift degis-
kenli polinomlarla iliskilendirilecegi icin bu polinomlarin tanimini vermek gerekir. Ozde-
mir ve Simsek (2016) calismasinda genellestirilmis ¢ift degiskenli polinomlar i¢in iirete¢

fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlamislardir:
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Tamim 2.13. G,(t,y; k, m,n) genellestirilmis ¢ift degiskenli polinomlar icin iirete¢ fonk-

siyonu

1 > .
H(x,t,y;k,m,n) = 1 tkg — ymgmin = ZGj(t,y; k,m,n)x’

j=0
esitligi ile tammlanir. Burada m,n,k € N, z,y € R, t € C dir (Ozdemir ve Simsek
2016).

Kompozisyon Renklendirmeleri Ve Desenler
Son yillarda yapilan calismalarda, bir m tamsayisinin n-renk kompozisyonu (veya
renk kompozisyonlart), bir pargalanigin n boyutulu bileseninin 7 rengini alabilecegi kom-

pozisyonu olarak tanimlanmaktadir (Agarval, 1987; Agarval, 2000; Shapcott, 2012).

Ornek 2.14. 4 icin 21 tane n-renk kompozisyonu vardir. Bunlar

{(117 117 117 11)7 (217 117 11)7 (117 217 11)7 (117 117 21)7 (227 115 11)7
(117 227 11)7 (117 117 22)7 (217 21)7 (217 22)7 (22a 21)a (22; 22)7 (317 11)7

(11,31), (32, 11), (11, 32), (33, 1), (11, 33), (41), (42), (43), (44) }

dir.

10
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde pargalanis teorisini incelerken temel tanim, teorem ve sonuglar detayl bir se-
kilde ifade edilecektir. Ayrica parcalanis teorisindeki bazi iirete¢ fonksiyonlari ve ispatlari

ifade edilecektir. Bunlara ek olarak, pargalanis teorisi ile ilgili seriler incelenecektir.

Teorem 3.1. p(0) = 1 olmak iizere | x |< 1 igin, n tamsayisimn pargalants sayist i¢in

lirete¢ fonksiyonu
oo oo 1
n— 3.1
nzzopwx 1]1 — (3.1)
dir (Apostol 1976).

Ispat Carpimdaki her bir eleman kuvvet serisi olarak yazilirsa

o0

1
I1 [ l+z+2*+. )1+ +2'+ . )1 +2° +2°+ ).

n=1
ifadesi elde edilir. Esitligin sag tarafindaki seri carpimi polinom seklinde davranacagindan

kuvvet serisi
1+ Z a(k)z”
k=1

formundadir.

k3
5 e

Her k; > 0 icin, ilk seriden z*!, ikinci seriden x2*2, iiciinciiden %3, ..., m. terimden

x™Fm terimlerinin alindig1 varsayilsmn. Bu terimlerin ¢arpimina z* denilirse

gk g3ks | pmkm — ok

olur. Boylece k = ky + 2ko + 3ks + ... + mk,, esitligi
k=Q+1+.+1)+24+24+...42)+ ...+ (m+m+..+m),

seklinde de yazilabilir. Burada ilk parantez k; tane 1, ikinci parantez k, tane 2, ..., m.
parantez k,, tane m igerir. Bu pozitif toplamlar da k’nin parcalanisi olacaktir. Bu nedenle
a(k) ile p(k) esittir.

Buraya kadar yapilan ispatta yakinsaklik problemi g6z ardi edilmistir ancak yakinsak-

lik kavramu ile incelenerek ispat daha da netlik kazanir;

S | 1 _
Fu(r)=]] T Ve 1T = lim F(x) (3.2)
k=1 k=1
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olmak iizere eger 0 < x < 1 ise limy, o Fin(2) = F(2z) oldugu goriilmelidir.

1
Fonr(2) = 3 Fn(2) 2 Fun(2)
oldugundan her z i¢in {F,,(z)} dizisi artandir ve her m i¢in F,,,(z) < F(z) elde edilir.

F,,(x) mutlak yakinsak serinin sonlu sayida ¢arpimi oldugundan
2) =1+ pu(k)s* (3.3)
k=1

yakinsak serisi yazilabilir.
O halde
k:k1+2k2+3k3+...+mkm

sayis1 p,(k), yani k’nin m’yi agmayan parcalaniglarinin sayisidir.
Eger m > k ise p,,(k) = p(k). Bundan dolay1 her zaman m > k iken p,,(k) < p(k)
vardir. Bagka bir ifadeyle
lim_p, (k) = p(k)

m—r0o0

dir. Simdi F),,(z) serisi iki kisma ayrilirsa;

Fule) = 3pab)e+ 3 plbet

k=m+1
= Zp Pt Y ol
k=m+1
dir. z > 0 iken
> p(k)a* < Fu(z) < F(x)
k=0

olur. >~ p(k)x* serisinin yakinsak oldugunu gosterir. Dahasi p,, (k) < p(k) iken
k=0

[e.e]

me(k Z x < F(x)

k=0

dir. m — oo alinirsa

1 k _ : k _ k
F(g) = lim ;pm(k‘)w = ;W{ggopm(k)ﬂf = ;p(k‘)w

0 < 2 < 1icin Euler esitligi kanitlanir (Apostol 1976). U

12
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Bir tamsayinin pargalanisi icin iirete¢ fonksiyonu ve ispatindan sonra pargalanig te-
orisinin temel bagintilarindan olan Euler’in 6zyineleme formiilii de ifade edilmelidir.
Euler’in 6zyineleme formiiliinii elde edebilmek icin 6ncelikle Besgensel Say1 Teoremi de
ifade edilmelidir. Besgensel Say1 Teoreminden sonra Euler’in pargalanis i¢in 6zyineleme

bagintis1 verilebilir.

Teorem 3.2 (Euler’in Besgensel Say1 Teoremi). | x |< 1 ise

Hl—a: = l—z—a?+254+2" — 22—+ .
m=1
= 14+ (=" {a"™ 2= 3" (—1matt™ (34)
n=1 n=-—o0
n—1
dir. Burada w(n) = > (3k + 1) = 3= ye w(—n) besgensel sayilar ifade etmektedir

(Apostol 1976).

Teorem 3.3. p(0) = 1 olsun ve n < 0 ise p(n) = 0 oldugu kabul edilsin. Pozitif n

tamsayist icin,

p(n) =Y (=1 p(n — w(k)) + p(n + w(k))} (3.5)

k=1

dir (Apostol 1976).

Ispat (3.1) esitligi ve Euler’in Besgensel Say1 Teoremi ile

(L4 (=M™ 42N p(n)e

esitligi elde edilir. Esitligin sag tarafindaki ifadede n > 1 i¢in 2™ nin katsayis1 0’dir. (3.5)

bagintisinin sol tarafinda gerekli islemler yapilirsa

Z ( Z {p (n —w(k)) + p(n + w(/f))}) =1

n=0 k=1

elde edilir. Buradan katsayilar esitlenerek istenilen sonug elde edilir (Apostol 1976). [

13
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3.1. Pozitif Bir Tamsayimin Parcalamsi

Euler’in pargalanis i¢in 6zyineleme bagintisinin agik formiilii p(n) i¢in; p(0) = 1 olmak
tizere

p(n)—pn—1)—pn—-2)+pn—>5)+pn—-"7+..=0

dir. Bu dzyineleme bagmtisindan birka¢ deger elde edilmek istenilirse, p(0) = 1 kosulu

ile p(1) elde edilebilir.
p(1) — p(0) = 0, buradan p(1) = 1.
Daha sonra p(0) = 1 ve p(1) = 1 ile p(2) hesaplanabilir.
p(2) — p(1) — p(0) = 0, buradan p(2) = 2.
Bu sekilde hesaplanmaya devam edilirse

p(3) = 3, p(4) =5, p(5) =7, p(6) =11, p(7) = 15,

p(8) = 22, p(9) =30, p(10) =42, p(11) = 56

olarak elde edilecektir.

3.1.1. Kisitlanmis Parcalamslar

Pozitif bir tamsayinin bilesenleri iizerine kisitlama veya bilesenlerinin sayisi i¢in sinirlan-
dirma getirilen pargalaniglara kisitlanmig parcalaniglar denir.

n pozitif tamsayisinin bilesen sayisi en fazla m olan pargalanig sayisi p,,(n) ile gos-
terilir (Apostol 1976).

Ornegin 6 igin bilesenlerinin sayisi en fazla 2 olan pargalanislart

{(6),(5,1),(4,2),(3,3)}

oldugundan p(6) = 4. Aym sekilde 6 tamsayisinin bilegenlerinin sayisi en fazla 3 olan

parcalanislari
{(6),(5,1),(4,2),(3,3),(4,1,1),(3,2,1),(2,2,2)}

oldugundan p3(6) = 7.

14
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Tamm 3.4. Bir n pozitif tamsayisimin parcalanisindaki bilesenler tek tam sayi ise bu
parcalamislarina tek parcalanis denir ve tek parcalanislarin sayist Q(n) ile gosterilir

(Apostol 1976).

Tek parcalanislar1 gostermek icin verilecek 6rnekte yine 6 tamsayisi incelenirse, bile-

senleri tek tam say1 olan
{(5,1),(3,3),(3,1,1,1),(1,1,1,1,1,1) }
pargalaniglar1 gézlemlenebilir. Buradan Q(6) = 4.

Tamm 3.5. Bir n pozitif tamsayisimin parcalanisindaki bilesenler tekrarlanmiyorsa bu

pargalaniglarina diizensiz pargalaniglar denir (Apostol 1976).

Tamm 3.6. Bir n pozitif tamsayisinin parcalanmisindaki bilesenler tekrarlanmayan tek
tamsayilardan olusuyorsa bu parcalanmislarina tek ve diizensiz parcalanislar denir ve par-

calamislarin sayist Z(n) ile gosterilir (Apostol 1976).

Ornegin 6 tamsayis1 incelenirse, bilesenleri tek tam say1 olan
{(5,1),(3,3),(3,1,1,1),(1,1,1,1,1,1)}

parcalaniglari vardir ancak (3, 3),(3,1,1,1),(1,1,1,1, 1, 1) parcalaniglarindaki bilesenler
tekrarli oldugu igin 6 tamsayisinin tek ve diizensiz tek parcalanigi (5, 1) dir. Bu nedenle
Z(6) = 1.

Yukarida incelenen kisitlanmis parcalanig, tek parcalanis, tek ve diizensiz parcalanig
kavramlar1 sonu¢ kisminda kompozisyonlar i¢in incelenecektir.

Parcalanislar ile ilgili bagintilar1 ifade etmeden Once iirete¢c fonksiyonlarini ifade et-
mek gerekir. Bazi iirete¢ fonksiyonlart agsagidaki gibidir:

| z |< 1 olmak tizere

15
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Uretec Fonksiyonu

m=1

[T(1+a2*m)

m=1

m tamsayisinin pargalari

tek tamsayilar
tek ve diizensiz tamsayilar
kare tamsayilar
asal tamsayilar
diizensiz tamsayilar
cift tamsayilar

cift ve diizensiz tam sayilar

(Brown 1961; Mana 1969; Apostol 1976; Koshy 2001).

Ureteg fonksiyonlarindan sonra parcalanislarla ilgili bagintilar verilebilir.

2004’te Ewell tamsayilarin pargalaniglari tizerine ¢alismalar yaparak parcalanis sayi-

lar1 i¢in yeni rekiirans bagintilar1 elde etmistir.

Teorem 3.7. n bir dogal sayt olmak iizere

pn)=> p

k=0

dir (Ewell 2004).

( k;(k:+1 /2) i

— 2k?)

k=1

Teorem 3.8. n bir dogal say: olmak iizere

po) = 3 (PTG S0 o~ k(3 1) + 5l b3k + 1)

k=0

dir (Ewell 2004).

k=1

2016’da Merca’nin caligmalarinda da parcalanig sayilar i¢in 6zyineleme bagintisi

ifade edilmistir.

Teorem 3.9. n dogal sayr olmak iizere,

M\S

:Z r(3]

k=4 =2+ (<)) =0

dir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur (Merca 2016a).
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Parcalanisglarin sayilar arasindaki bazi bagintilar Al ve Alkan (2020) tarafindan asa-

g1daki gibi ifade edilmistir.

Teorem 3.10. n > 1 pozitif tamsayist icin

15l
2

Q(n) = Z p(i)Q(n — 2i) | —p(n)

dir (Al ve Alkan 2020).

Teorem 3.11. n pozitif tam sayt olmak iizere

dir (Al ve Alkan 2020).

Teorem 3.12. n > 1 tam say: olmak tizere

Qn) = pm)+ Y pln— St 1),
1t 3)eaz
Q@n—1) = Y p(Gn-1) - (i +1)

dir (Al ve Alkan 2020).

Ayrica Al ve Alkan (2020), calismalarinda Euler’in, Ewell’in ve Merca’nin 6zyine-

leme bagintilarina gore ¢cok daha verimli 6zyineleme bagintilar elde etmislerdir.

Sonug 3.13. n tek tam sayt olmak iizere
p(n) = (=1 [p(n — (2k* £ k))] (3.6)

dir (Al ve Alkan 2020).

(3.6) bagintisinda Euler’in rekiirans bagintisi ile ayn1 adim sayis1 gelsede adimlarda
hesaplanmas1 gereken sayilar daha kiiciik geldigi icin Euler’in 6zyineleme bagintisina

gore daha verimlidir.
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Teorem 3.14. n pozitif tamsayist i¢in

sl [ el
pin) =D p() [p(5 =0+ 3 p(5—i=tt+1)) 37

dir (Al ve Alkan 2020).

(3.7) bagintisinda hesaplanmas1 gereken sayinin parcalaniglarinin sayist Euler’in ve
Ewel’in 0zyineleme bagintilarina gore ¢ok kiiciildiigiinden bu rekiirans bagintisinin da

hem Euler hem de Ewel’in 6zyineleme bagintilarindan daha etkilidir.

Teorem 3.15. n pozitif tam say: olmak iizere

vl 2 o
p(n) = Y piln —ii+ 1))+ (=1)"*p (n— il f?’) (3.8)

i=1

dir (Al ve Alkan 2020).

(3.8) 0zyineleme bagintisinda da hem adim sayis1 daha aza indirgendigi hem de ilgi-
lenilecek sayilar daha kiiciildiigii i¢cin diger 6zyineleme bagintilarina kiyasla daha etkili

bir bagitidir.

3.1.2. Kisitlanmis Parcalamslar Icin Uretec Fonksiyonu

Andrews (1976) calismasinda, kisitlanmig parcalaniglar i¢in iirete¢ fonksiyonundan da
soz etmistir. P, 4(n), n tamsayisinin her biri £ tamsayisindan kiiciik esit olmak iizere en

cok d bileseni olan pargalaniglarini gostersin.
Pra(n) ={(a1,a2,...,ax) 1 a; € Z a1 + ag + ... + ax = n,a; < k, k < d}

Bu durumda

n > kd iken Pkyd(n) =0

ve
Py a(dk) =
dir. Bu nedenle, .
H(k,d;z) =Y Prg(n)z"
n=0

tirete¢ fonksiyonu, x cinsinden kd dereceli bir polinomdur.
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Teorem 3.16. k£, d > 0 olmak iizere
(T)k+d
H(k,dyx) = ———. 3.9
N ONEP :
Oyle ki
() = (1 —2)(1 —2%)...(1 — 2¥)
dir (Andrews 1976).
Ispat Varsayalim ki g(k, d; x) (3.9) ifadesinin sag tarafi olsun;
g(k,0;z) = g(0,d;z) = 1 (3.10)
ve
gk kix) — g(k,d— Lig) = L [(q gk (g g
(@)n(2)d
($)k+d71 d k
= (1 —=x
@
_ .4 (x)k—&-d—l
(@)k-1(2)d
= 2%k —1,d;z) (3.11)
Diger yandan
1, k=d=n=0,
Pio(n) = Poa(n) = (3.12)
0, diger durumlarda.
Yani
H(k,0;z) = H(0,d;z) = 1. (3.13)

Ayrica, Py, 4(n) — Py 4—1(n), n tamsayisinin parca sayisini, her biri £ den kiiciik esit olmak

lizere tam d pargaya ayirir.

Bu parcalarin her birini, bir par¢a olan her 1’1 silinerek ve 1’den biiyiik her parcadan 1 c1-

karilarak doniistiiriiliir. n — d tamsayisinin ortaya c¢ikan pargalari en ¢ok d parcaya sahiptir

ve her parca k£ — 1 den kiiciik esittir. Yukaridaki doniisiim acikg¢a tersine gevrilebilir oldu-

gundan, Py 4(n)— Py 4—1(n) ile siralanan pargalar ile Py_1 ,,(n—d) tarafindan siralananlar

arasinda bir eslestirme olusturur. Bu nedenle

Pk,d(n) - Pk,d—l(n) = Pk—l,d(n - d)

19
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elde edilir ve bu esitlik iirete¢ fonksiyonu ile
H(k,d;z) — H(k,d —1;2) = 2°H(k — 1,d; 2) (3.15)

seklinde ifade edilir. Boylece g(k, d; x) ve H(k, d; x) aym baslangi¢ kosullarim (sirasiyla
(3.10) ve (3.13)) ve ayn1 dzyineleme tanimlari (sirasiyla (3.11) ve (3.15)) sagladigindan,
ayn1 olmalidirlar. Bu nedenle
(1 . kard)(l o kardfl)m(l _ $d+1>

(1 —2F)(1 —2F1)..(1 —x)

(7)ktd

() (z)a
(Andrews, 1976). L]

H(k,d;z) = g(k,d;z) =

3.1.3. Pozitif Bir Tamsayimin Diizensiz Parcalanislar

Andrews (1976) caligmasinda n pozitif tamsayisinin ayrisimini H (n) ile gosterirken, par-

calarin bilesenlerinin kisitlanmig ayrigim kiimesini, n € Z* olmak iizere

Hy(n) ={(a1,as,...,a;) = w : a1+as+...+a, = n, Viigin w de a; en fazla d defa olabilir}
(3.16)
seklinde gostermistir. H,(n) kiimesinin eleman sayis1 hy ile gosterilmistir.
d = 1 alinmasi halinde pargalanista her a; yalniz bir defa goriildiigii icin bir tamsa-
yinin diizensiz (tekrarsiz) parcalaniglarinin elde edilecegi agiktir. O halde Tanim 3.5 ile

cakisir.

Teorem 3.17. n pozitif tam sayt olmak iizere,

fa(@) =Y ha(n)z". (3.17)
n=0
|z| < 1igin
fa(z) = H (142" + ... +29)
nezt
_ H (1 B m(d+1)n)(1 . xn)—l (3.18)
nezZt
(Andrews 1976).
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Ispat fa(z) icin iki formun egdegerligi, sonlu bir geometrik serinin toplami i¢in

1 — xr—i—l

l4+az+2°+.. +a2" =
1—=x

formiiliinden cikar. Ispat1 (3.1) esitliginin ispatina benzer olarak yapilmaktadir.
{hq, ho, hs, ...} € Z™ olmak iizere,

[Ta-=m" = Jla+a"+2>+2"+.)

nezZt nezZt

= (142" 22 4% 4 )14 22 2?2 23 4 )

(1+ 2" 22 4230 ).

— E E E $a1h1+a2h2+a3h3+...

a120a2>0a3>0
x in tsstiniin sadece (hy'h52h3®...) parcalanisi oldugu gozlemlenir. Bu nedenle, n tamsa-
yisinin pozitif tamsayilar kiimesinden alinan parcalara her boliimii icin yukaridaki topla-

mada bir kez 27" olusacaktir. Boylece

o

Hl—a: ZH

n=1
(3.18) esitliginin ispati, (3.1) esitliginin ispat1 ile aynmidir, tek fark, sonsuz geometrik seri-

nin yerini sonlu geometrik serinin almasidir,

H(1+xn+x2n+x3n++xdn) — Z Z Z .nxa1h1+a2h2+a3h3+...

neH d>a1>0d>a2>0d>a3>0
= Zhd(n)x
n=0
Sonsuz carpim 7 ile sinirlandirilabilir. Bu kesilmis ¢arpim, parcalar hq, ho, hs, , ..., hy

arasinda olan parcalanislar1 olusturacaktir. Yalnizca sonlu sayida yakinsak seriler s6z ko-

nusu oldugundan, carpma artik gerceklestirilebilir. 0 < x < 1 varsayilirsa; M = h,,,
M n %)
Z H(j)x H (1—ah H (1—a" < 0.
=0 i=1 i=1

Bu nedenle, ij‘io H ()2 kismi toplamlarinin dizisi sinirli bir artan dizidir ve bu nedenle

yakisaktir. Diger yandan n — oo,

> H(jad > [ -a™) 1%1‘[(1—33’%)*1.

j=0 i=1
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Boylece
S H() =JJa—a")" =] —am"
j=0 =1 neH
Benzer sekilde (3.18) ifadesinin de ispat1 yapilabilir (Andrews 1976). U

Sonuc 3.18. n pozitif tamsaymnin bilesenleri diizensiz (tekrarsiz) tam sayi olan parcalants

sayisi ile bilesenleri tek tam sayi olan parcalamislarimin sayisi esittir.

Ispat n pozitif tamsayinin bilesenleri diizensiz (tekrarsiz) tam say1 olan parcalanis sayisi

ile bilesenleri tek tam say1 olan parcalaniglarinin sayisinin esit oldugunu gérmek icin

o0 o0

[[a-ahH"=][a+am

n=1 n=1

elde edilmelidir. (1 — 2?") = (1 — 2™)(1 + z2") esitligi gdz 6niinde bulunduruldugunda

- (-2 f (1—a) ol
1 n Pt —_— p— —_—
H( Tz ) H (]_ _ :L:n) H (1 _ IQn) (]_ _ xQn—l) H 1 — gp2n—1
n=1 n=1 n=1 n=1
ifadesi elde edilerek ispat tamamlanur. 0

3.2. Pozitif Bir Tamsayimin Kompozisyonlari
Pozitif bir n tam sayisinin, kompozisyon sayist Gupta (1970) tarafindan formiilize edil-
mistir.
Teorem 3.19. n pozitif tamsayisinin kompozisyonlarinin toplam saytsi
P(n) =2""1
dir (Gupta 1970).

Ispat n tamsayisinin parcalanislari iki bashk altinda siiflandirilabilir:

i) Birinci pargasi 1 olanlar,

ii) Birinci pargas1 > 1 olanlar.

Birinci ifade n tamsayisinin her boliimiinden 1 olan par¢asim kaldirarak, (n — 1) tam-
sayismin tiim farkli parcalanislari bir kez elde edilir. Ikinci ifade parcalanislardaki ilk

bileseni 1 azaltarak, yine (n — 1) tamsayisinin parcalaniglari elde edilir. Bu nedenle, n
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tamsayisinin parcalanig sayisi, (n — 1) tamsayisinin pargalanig sayisinin iki katidir ve

sonug, timevarimdan elde edilir (Gupta 1970). 0

Kombinatorikte, n tamsayisinin k£ bilesenli kompozisyonlarinin sayisiyla ilgili klasik
bir sonug, polinom veya kuvvet serisinin 2" katsayisi ile verilir (Hoggat ve Lind 1968;
Agarwal 1987; Agarwal 2000; Heubach ve Mansour 2004; Heubach ve Mansour 2010;
Shapcott 2012; Gessel ve Li 2013; Archibald vd. 2020).

Hoggat ve Lind, binomial 6zelliklerini kullanarak bir tam say1 kompozisyonu ile Fi-
bonacci sayilar: arasindaki iligkiyi aragtirmiglardir ve

(i) F, bir n tamsayinin tek kompozisyonlarinin sayisi

(11) F5, bir n tamsayisinin tiim kompozisyonlar iizerindeki parcalarin ¢carpimlarinin

toplami, yani

Fy, = Z a1as...a, (3.19)

a1+as+...4ar=n

seklinde oldugunu kanitlamiglardir.

Son yillarda yapilan calismalarda, bir m tamsayisinin n-renk kompozisyonu (veya
renk kompozisyonlart), bir kompozisyonun n boyutundaki parcasinin n rengini alabile-
ce8i m kompozisyonu olarak tanimlanmaktadir (Agarwal 1987; Agarwal 2000; Shapcott
2012).

Yani 1 tam sayis1 bir renk alabilirken, 2 tamsayis1 2; ve 2, olmak iizere iki renk alabilmek-
tedir. O halde (3.19) esitliginden, bir m tamsayimin n-renk kompozisyonlarinin sayisinin
F5,,, 2m. Fibonacci sayist oldugu agiktir.

3 tamsayisinin sekiz tane n-renk kompozisyonu vardir. Bu n-renk kompozisyonlar;

(31), (32), (33), (21, 1), (22, 10), (11, 21), (14, 22), (14, 14, 14)

seklindedir.
Palindrom kompozisyon, soldan saga ve sagdan sola okunup okunmadigina bakilmak-

s1zin parg¢a dizisi ayn1 olan bir kompozisyondur.
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Ornek 3.20. 5 tamsayisimin palindrom kompozisyonlar

)

1 31
21 2
11111

seklindedir.

Heubach ve Mansour (2004) bir n tamsayisinin ollz palindromu oldugunu goster-
mislerdir. Shapcott (2012), bir n tamsayinin renk palindromlarinin sayisinin formiiliinii

aragtirmigtir.

Tanim 3.21. v tamsayisimin S-simirlt bir C'-renk kompozisyonunu, parcalart belirli bir
S kiimesinde olan ve n tamsayisimin bir parcasimin ¢,, € C = {cy, ca, ..., ¢, } renklerini
aldig1 kompozisyonlardir. Buradan = 1, ..., v icin ¢,, € Z™. Tiim bu tiir kompozisyonlarin
kiimesi C, (S, C) ile gosterilmistir. S = Z* ise, C,(C) yazilms; eger S = Z+ ve C' =
{1, ...,v} ise C, yazilmistir. C ve S i¢cin herhangi bir kisitlama yapimamistir (Shapcott,
2012).

Tanimi verdikten sonra Shapcott calismasinda P, (C'), v tamsayisinin C'-renk palind-
romlarinin kiimesi olmak iizere ve P, de v tamsayisinin n-renk palindromlarinin kiimesi

olmak tizere v tamsayisinin C'-renk palindromlarinin sayisini

c, + Z Cu—ak |Cr(C)], v tek;

1P, (C)| = o
Cy + CV_%|C]€(O)|+‘O%(C)}, v ¢ift

\ k=1

seklinde gostermistir. Bu ifadenin sonucu olarak da v tamsayisinin n-renk palindromlari-

nin sayisi i¢in
F,+2F,_ 1, vtek;

3F,, v cift

‘P,,‘:

esitli§ini gostermistir. v tamsayisinin tiim C'-renk palindromlari tizerindeki toplam parca-
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lanig sayisinin

(

2
Y o (|Cu(C)] + 2N (C)) v tek;
N,(C) = =
v+ Y o (ICK(C)] + 2Nk(C)) + 2N5 (C), v gift
. k=1

oldugunu da gostermistir. Bu ifadenin bir sonucu olarak da v tamsayisinin tiim n-renk

palindromlar iizerindeki toplam pargalanis sayisini

5 vF,, v tek;
v p—
3”—5+2FV + %"F,,_l, v ¢ift

esitligiyle gostererek parcalanis teorisine katkida bulunmustur.
Gessel ve Li (2013), calismasinda Fibonacci sayilari i¢in formiilleri kompozisyonlar
yerine toplamlar olarak incelemiglerdir. n tamsayisinin bilesenleri 1 ve 2 olan kompozis-

yonlarinin sayisinin F}, 1 Fibonacci sayisi oldugunu gostermiglerdir.

Ornek 3.22. n = 4 icin kompozisyon kiimesi
{4,(3,1),(1,3),(2,2),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2), (1, 1,1, 1)}

dir. Buradan da goriildiigii gibi bilesenleri 1 ve 2 olan parcalanislarin sayis1 Fy = 5.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, bu tez calismasinda elde edilen sonuglar verilecektir.

4.1. Kompozisyonlar I¢in Elde Edilen Sonuclar

Gupta (1970) calismasinda bir n tamsayisinin kompozisyon sayisim 2" ! ile elde ettigi
onceki boliimlerde ifade edilmistir. Bu boliimde ilk once pozitif bir tamsayiin kompo-
zisyon sayisini veren ifadenin ispati farkli bir yontemle yapilacaktir. Bu teoremin ispati
icin oncelikle kompozisyonlarin, sinirli par¢alaniglarinin sayisini veren formiil ifade edi-

lecektir.

Teorem 4.1. k,n pozitif tamsayilar olmak iizere, n sayisinin k tane bileseni olan kompo-

zisyonlariun sayis
(n—1)!

Ben) = =i =1

dir.

Ispat n pozitif tamsayisim

ap+as+...+ap=n

olacak sekilde parcalaniglara ayiralim. Boylece say1 ilk etapta k& bilesenden olusur, top-
lamlar 0’dan biiyiik olmalidir. Bu nedenle hepsine 1 verilir. Asil sorun kalan (n — k) bile-
senin yani n — k tane 1 tamsayisinin & bilesen arasinda nasil dagitilabilecegidir. Bu kalan
bilesenleri k bilesene dagitabilmek (bolebilmek) i¢in (k — 1) ayrag¢ (nokta) kullanilma-
lidir (noktalar ayni). Artik tekrarli permiitasyon kullanarak Py (n) bulunabilir. Toplamda
dagitilmasi gereken (n — k) bilesen yani n — k tane 1 ve (k — 1) nokta oldugundan tekrarl
permiitasyon uygulanir. Boylece

n—k+k-1)"! (n—1)!
(n—kK\ k-1  (n—Fk!k-1)

elde edilir. O

Ornek 4.2. 5 sayisinin 3 bilesenli kompozisyonlari

{(3,1,1),(1,3,1),(1,1,3),(2,2,1),(1,2,2),(2,1,2)}
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seklindedir. Bu kompozisyonlarin sayist

(5—1)!

BO) =GB~

6

dir.

Bilesen sayisi kisitlanmis kompozisyonlarin da kag¢ tane oldugu bulunabildiginden bu
formiil yardimi ile kompozisyon sayisini veren ifadenin Gupta (1970) kaynaginda yapilan

ispattan farkli bir ispat verilebilir;

Teorem 4.3. n pozitif tam sayr olmak iizere, kompozisyonlarinin sayisi
P(n) =2""

dir.

Ispat n pozitif tam say1 olmak iizere,

P(n) = Y Pun)

RS (n—1)!
N Z (n—k)!(k—1)!

k=1
— \ k—1
elde edilir. N

Bu tez calismasindaki amaglardan biri de Fibonacci sayilar ile pozitif tamsayilarin
ayrigimi arasinda baginti kurabilmek icin yeni kiimeler tanimlamaktir.

n pozitif tam say1 olmak iizere,
P, = {(al,aQ, Q) agtas+ ... +a=n, a;,té€ Z+} )

kiimesi tanimlansin.
P, kiimesinin elemanlarinin n tamsayisinin kompozisyonu oldugu aciktir. Ardisik iki
kiime arasinda bagint1 kurulabilmesi i¢in P, kiimesinde;

a = (ay,as,...,a;) € P, olmak iizere

(1®a)=(1,a1,az,...,a;)
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(1®a) = (a1 + 1,a9,...,at)

seklinde tanimlansin. Bu tanimlar yardimiyla asagidaki kiimeler de tanimlanabilir;
1P, ={l®a:a€P,}
1oP,={10a:a€P,}.

Asagidaki teorem P, i¢in bir karakterizasyon verecektir.

Teorem 4.4. n pozitif tam say: olmak iizere,
Poi=0®P)U(lGP,) 4.1

ve

leP)N(1OPR,)=0 4.2)
dir.

Ispat Her n pozitif tamsayist i¢in (1@ P,) ve (1 ® P,) kiimelerinin ayrik oldugu agiktir.
Simdia € P,olsun.b=1®a,b=10a € P,,, boylece

(1eP)U(1GP,) C Py

b= (b1,bs,...,b) € Pyyqalalimve by + by + ... + by =n + 1.

by # lisei € {2,...,k} olmak iizere c; = by — 1, ¢; = b;. Boylece c; + co + ... + cx = n
oldugundan ¢ = (¢, ¢, ...,cx) € P,veb=1@Gce (1@ P,).

by = lisei € {2,...,k} olmak iizere ¢;_; = b;. Boylece ¢; + co + ... + cx_1 = n

oldugundan ¢ = (¢y,¢9, ...y 1) € P,veb=10c € (1® P,). Buradan
Pn+1 :<1@Pn>u(1®Pn)

elde edilir. O

Ornek 4.5. n = 3 icin Py = {(3),(1,2),(2,1),(1,1,1)} oldugu bilinmektedir.
(1O P) ={(1,3),(1,1,2),(1,2,1), (1, 1,1, 1)}

ve

(1 D P3) = {(4>7 (272)7 (37 1)7 (27 L, 1)}

28



BULGULAR VE TARTISMA B. AL

Buradan

leP)u(loe b)) = {4),(2,2),(3,1),(2,1,1),(1,3),(1,1,2),(1,2,1),(1,1,1,1) }

= P,

n pozitif bir tam say1 olsun. (1 & P,) ve (1 ® P,) 68elerinin sayisinin esit oldugu
agiktir. Yani [(1® P,)| = [(1® P,)|. Boylece |P,11] = 2[(1 ® P,)|dir. P, = 2 den
itibaren tiimevarim metoduyla

| Py =27 4.3)

oldugu goriiliir. O halde (4.1) esitliginden yararlanilarak n pozitif tamsayisinin kompo-
zisyon sayisini veren ifade elde edilir.
Yukarida ifade edilen (4.1) esitliginin genellemesi yapilabilir.

n, | pozitif tamsayilar ve a € P, olmak iizere
((®a) = (l,a1,a9,...,a;),
(l®a)= (a1 +1ag,..,a;).
islemleri tanimlanabilir. Kiimeler icin [ & P,,, [ © P, notasyonlar1 kullanilarak,
&P, ={l®a:acP,}
I[®P,={l®a:a€ PR}
kiimeleri elde edilir.

Teorem 4.6. n,r pozitif tamsayilar (r < n) olsun. O halde i € {1,...,r} olmak iizere

P, kiimesi (i ® P,_;) ve (r & P,_,) kiimelerinin ayrik birlesimidir.
P=(U_1(i©P))U(r& P,y)
dir.

Ispat P, C (U_1 (1 ® Py )U(r&P,_,) oldugunu gostermek yeterlidir. x = (ay, ..., an) €
P,olsun.a; <rise x € U_; (1 ® P,_;). r < a; oldugu varsayilsin. O halde b = a; — r
ve y = (b,as,as,...,an) € Pop.x =r@®y € (r® P,_,) oldugu goriiliir. Vi €

{1,...,r}i¢in (r & P,—,) N (i ® P,_;) = @. Boylece ispat tamamlanmis olur. O
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Simdi bir tamsayinin kompozisyonlarini yazan algoritmayi verelim.

Algoritma 1 n pozitif tamsayisinin kompozisyonlarinin P|_|[_] kiimesini dondiiren algo-
ritmadir.
procedure COMP(P[_|[_|: tamsayilarin matrisi; n: negatif olmayan tamsay1)

Local variables: d, j, [, A[_][_];
7,e <+ 0;
if n = 0 then
P[0][0] + 1;
PIO][1] = 0;
else
COMP(n-1);
d < power(2,n — 1);
forall jin {0,1,...,d} do
[ < 0
while 0 < P[j][l + 1] do
A+ 1]« Pl
Ald + ]l + 1] + P+ 11

[+ +;
end while
A[5][0]
Ald + ][]%HPUHO];

[
[d +
AN+ 1] < P[]
Ald + 4][1 + 1] « 0;
Ald + j][l + 2] + 0
end for
P+ A
end if

end procedure
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Implementasyon 1: Herhangi bir pozitif tamsaymin kompozisyonu icin bir C++

implementasyonu ve 6rnek olarak 6 tamsayisinin kompozisyonlarinin bulunmasi.

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
#include <windows.h>
using namespace std;
int P[100000][1001];
int A[100000]1[1001];
long us(int s) {
long u=1;
for(long J=1;j<=s;J++) {u=2xu;}
return u;
}
void aktarP (int n) {
for (long j=0; j<=us(n);j++){

for (int 1=0; 1<=10;1++) {P[J1[1]1=A[3]1I[1]1;}

}
void YAZ (int c) {
cout<<"\n The composition set of the integer "<<c
+1<<" \n\n " ;
long d=us(c);
for (int j=0; 7Jj<d; j++) {
cout<<" ("<<P[J][0];
int 1=1;
while (0<P[j][1+1] && O!= P[J]1[1]) {cout
<<, "<<P[J][1];1++5}

if (0!= P[3]1[1]) {cout<<","<<P[j][1l]<<") \n
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else {cout<<") \n ";}

}
}

void comp (int n){ int £f;

if (n==0){P[0][0]=1;P[0][1]=0;}

else { comp(n-1);

long d=us(n-1);

for (int J=0; j<d;Jj++){ ;

int 1=0;

while (0<P[J][1+1]) {

int e=P[]]

[1+17];

A[J][1+1]=P[3J][1];

Ald+73] [1+1]=¢;

1++; }

A[3][0]1=1;

A[d+3] [0]=1+P[J][0O];

A[J][1+1]=P[J]1[1];
A[d+3]1[1+1]1=0;
A[d+j][1+2] =0;}
aktarP (n);
}
}
int main() { int 1i=3;
//P[0]1[0]=1;P[0][1]=0;
int m=5;
// for (int i=1;i<=m; i++)
//YAZ1 (m) ;
comp (m) ;
YAZ (m) ;

}

{comp (1) ;}
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Carpim Fonksiyonu Bir n tamsayisinin kompozisyon kiimesini kullanarak, n = a; +
... + a; i¢in @ = a;.as.a3...a; notasyonunu tanimlanabilir. P, kompozisyon kiimesindeki

her bir kompozisyonun bilesenlerinin ¢carpimlart toplami

a€ Py,
notasyonu ile gosterilsin. 7y = 1 kabul edilir. 7,, = T'(P,) i¢in P,, kompozisyon kiimesi
izerinde ¢carpma toplami (veya n tamsayisinin parcalaniglarinin bilesenlerinin ¢arpimla-

rinin toplami) olarak adlandirilir. Yeni notasyonlar i¢in sayisal bir ornek verilirse;
Ornek4.7. n = 4icin Py = {(4),(1,1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1),(2,2), (3,1), (1,3)}
ve Ty = T(P,) = 21. Ayrica
loP = {(1,4),(1,1,1,1,1),(1,1,1,2),(1,1,2,1),(1,2,1,1), (1, 2,2),
(1,3,1),(1,1,3)},
1® Py=A{(5),(2,1,1,1),(2,1,2),(2,2,1),(2,3),(3,1,1),(3,2), (4,1)}

ve boylece Ps = (1 ® Py) U (1 @ Py). Buradan Ts = T(Ps) = 55 elde edilir.
Tanimlanan fonksiyon ile Fibonacci sayilari arasindaki asagidaki gbzlem yapilabilir:

Ornek 4.8. n=1licin P, ={(1)}ve T} =1 = I
n=2icin P, ={(2),(1,1)} ve Ty, = 3 = F.
n=3icin Ps={(3),(1,1,1),(1,2),(2,1)} ve T3 = 8 = Fg.
Ayrica
1o Py ={(1,3),(1,1,1,1),(1,1,2),(1,2,1)}

1o P = {(4)7 (27 L, 1)7 (27 2)7 (37 1)}

ve boylece Py = (1 ® P3) U (1 & P3). Buradan T, = 21 = Fj.

(4.1) esitliginden yararlanilarak kompozisyon kiimelerinin ¢arpim toplami i¢in bir 6z-

yineleme bagintisi elde edilmistir;

Onerme 4.9. n pozitif tamsayist icin,
T =T+ Y Tus. (4.4)
i=0
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ispat a € P,yicina=10b= b veya @ = 1 @ b olacak sekilde b = (by, bs, ..., b)) €
P, vardir ve boylecea =1 ® b= bveyaa = 1 ® b = (by....b;) + b. Dolayisiyla
T(1o PR, = b="T,
10be1OP,
Ayrica,
T(le P, = Z (14 ay).az.a3...a;
aGPn
= Z (a1.a9.a3...a;) + Z Z (agas...ay)
acPy =1 (az.ag...at)EPn,i
i=1 i=0
Bu nedenle
Tos1 =T(Poy)) =TULOP)+TA®P) =T, + Y T
i=0
dir. O
Ornek 4.10. n = 4 icin
4
Ty = Tit+) T
i=0
= T4+T4+T3+T2+T1+TO
= 21+214+8+3+1+1
= 55
elde edilir.
Teorem 4.11. n pozitif tamsayist icin
Fonr =1+ ) By (4.5)
i=1
n—1
Fyn=n+» (n—i)Fy. (4.6)
i=1
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Ispat (4.4) esitliginde,

n+1 T +2Tn 7

Ozyineleme bagintisi elde edilmistir ve boylece T},,1 = Ty + 1), + Z T;. Buradan, (3.19)
i=1
esitligi ile

Fyni1y = 14 Fan + Y Fani)

elde edilir. Ayrica Fy, 1 = Fo,42— F5,, oldugundan (4.5) esitliginin ispati1 da tamamlanir.

(4.6) esitligini elde edebilmek i¢in 7 pozitif tam say1 olmak lizere
(i®P,y) ={(i,a1,a9,...;a;) ca; +as+ ...+ a; =n—1i, a;,teZ’}

kiimesi tanimlanir.

P, =UL, (10 Phy)

i # j olmak tizere tiim ¢, j tamsayilar i¢in (¢ ® P,_;) N (j ® P,—;) = @ dir. Buradan
carpim fonksiyonu ile
T (l ® Pn—z) = Z i.al.ag...at = ZT(Pn_Z) = iTn—i
(a1,a3...a1)EPy_;

elde edilir. Boylece

n n—1
T,=T(P,) =) T(i®P;)= Zsz_Zn—z)n
i=1 1=0
elde edilerek ispat tamamlanir. U

(4.4) ve (4.5) esitliklerinden 7;, carpim fonksiyonu i¢in iirete¢ fonksiyonu elde edile-
bilir.

Teorem 4.12. Carpun fonksiyonunun iirettigi {T,,}°° | sayt dizisinin iirete¢ fonksiyonu

T
T —
; a 1 — 31 + 22

dir.

Ispat h(z) =32 T,2" olsun.
h(z) = x+ Z Tpyqa™tt
n=1
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(4.4) esitligiyle

h(z) = x—i—xi (Tn—l—iTn_i) x

= x—i—xZTx +J;ZZT,L s

n=1 =0

elde edilir. Buradan gerekli aritmetik islemlerle

h(z)

elde edilir. Boylece

h(z)

elde edilir. Buradan

dir. Boylece

r+zh(x)+x <T1x + Tox + Z ZTn_iIE”>

n=2 i=0

r+ xh(z) + (x +x+ i i Tn_ix”H)

n=2 1=0

oo n+1
r+ xh(r) + (2:(: + Z Z TnHix"“)

n=1 =0

n+1
x + zh(z) + 22° +xz< on”“—l—ZTnH T *)

=1

r + xh(x) + 227 —I—xZTon +1+xZZTn T

n=1 i=0

r + zh(z) + 22 + Z Tzt + o Z (T — T;,) 2™

x +zh(z) +22% + Z Tpirx™ + Z Tpirx™™ —z Z T,z"

n=1 n=1
x + zh(z) + 22% — 2°h(x) + 22 Z T,x"

x + zh(z) + 22% — 2°h(x) + 22 (ZTx +T1x—T1x>
x + zh(z) + 22% — 2°h(x) + 2zh(z) — 22T\

x + zh(z) — 2°h(x) + 2zh(z)

hz)(1—z+2°—22) =z

elde edilirek ispat tamamlanir. 0
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Cift indisli Fibonacci sayilarini veren iirete¢ fonksiyonunun da

i

— =+ 322+ 823+ 212* + 552° + 14425 + ...
1 — 3z + 22

oldugu bilinmektedir (Hoggat ve Lind 1968).
O halde n pozitif tamsayist icin 7,, = F5,, oldugu gosterilebilir. Yani, tim n pozitif
tamsayilari i¢in kompozisyonlarinin, ¢arpimlarinin toplaminin ¢ift indisli Fibonacci sayi-

larin1 verdigi goriiliir.

Onerme 4.13. m,n,k € N, t,y € R, v € C ve G,(t,y; k,m,n) genellestirilmis cift

degiskenli polinom olmak iizere
T,=Gn(3,—-1;1,1,1)
dir.

Ispat Ozdemir ve Simsek (2016)’da verilen

1 e ‘
_ } : (4o j
1 — thy — ymxm—l—n - s G] (t7 Y; ka m, n)x (47)
iiretec fonksiyonundat =3,k =1,m =1,y = —1 ve n = 1 alinirsa
= E —1;1,1,1)a’
1—3z+ 1— 30+ 22 par IS )x

elde edilir. Buradan

E:ij 1_3x+x2: vy Gi(3,-1;1,1, 1)

7=0

Dolayisiyla n > 1 tamsayist i¢in,
T,=Gn1(3,—-1;1,1,1)
bagintis1 elde edilir. U

Fibonacci sayilar1 ve Lucas sayilar ile ilgili yeni bagintilar elde etmek i¢in P, ince-

lenmeye devam edilecektir. ¢ € Z" igin,
(i ® Pyi) ={(i,ai,a9,...,a;) a1 +as+...+a; =n—1, a;,te€Z}.
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P,=U",(i®P,—)

ve her i, j pozitif tamsayist igin burada i # j olmak iizere, (1 ©® P,_;) ve (j ® P,_;)

kiimelerinin ayrik kiimelerdir. Buradan

T(i®P, ;)= > i.ay.as.a3...a; = iT(Py_;) = iT},_;
(a1,a2,a3...at)E P, —;
ve boylece
n n—1
T,=T(P,) =) T(i® P ZzTn i =Y (n—i)T; (4.8)
i=1 1=0

elde edilir. Teorem 4.11 de elde edilen

n—1
i=1

esitliginin bir ispat1 da 7}, = F5,, ifadesi ve (4.8) esitligi kullanilarak goriilebilir.
Carpim fonksiyonu yardimiyla elde edilen Fibonacci sayilari i¢in (4.5) ve (4.6) esit-

likleri yardimiyla yeni 6zyineleme bagintilari elde edilebilir.

Teorem 4.14. n > 1 icin

n—1
Fynpr = 1420 — Fou+ Y _(n—i)Faiga, (4.9)
=1
n—1
Fyys = 2n+1+ Y (n—i)Fyp. (4.10)
=1
Ispat (4.6), (4.5) esitlikleri ve
F2n+l = FZn + F2n—l (411)

Ozyineleme bagintis1 kullanilarak

n—1 n—1
F2n+1 = <TL+Z n—1 F22> (1 + ZF22>
=1 =1
n—1

= 1+n+z n—i+ 1)Fy

i=1
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elde edilir. Buradan indis diizenlemesi yapilarak

n—2

F2n+1 = 1+TL+Z(’NI—Z)FQZ+2
=0

n—2
i=1

n—1

= 1+2n—F2n+Z(n—2)F2H2

i=1
elde edilir. Boylece (4.9) esitligi ispat edilmis olur. Ayrica (4.11) 6zyineleme bagintisin-
dan (4.10) esitligi de goriilebilir. U

Teorem 4.15. n ve r pozitif tamsayilar olmak iizere
F2n+r = FT‘F2n+1 + F._1F3,
dir (Koshy 2001).

Ispat (4.6) esitliginden,

n—1
Fonyz =14n+Fap+ Y (n—i+1)Fy
i=1
dir. Teorem 4.11 den

n—1

Fonys = Fong1 + Fanpa =n+2+2F, + Y _(n—i+2)Fy
=1

oldugu gozlemlenir. Aym sekilde devam edilirse r tamsayist i¢in,

n—1
Fosy = Fp(Fy+1)+nF,_1+ Y Fy(n—i)Fy + F)]
i=1
n—1 n—1
= F(Fon+1)+nF_+ |F, Z(n — i) Fo + F) Z Fy;
i=1 i=1
n—1 n
= F+nk._ 1+ |F Z(n — i) + F Z Fy;
i=1 i=1
- FTF2n+1 + Fr—lFQn
elde edilir. O

Teorem 4.15 yardimiyla asagidaki sonuclar elde edilebilir.
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Sonuc 4.16. n, m pozitif tamsayilar olmak iizere

Fovmn=FnFo+ Fn by,

Foimi1 = Fnbop + FuFy
dir (Koshy 2001 ).
Sonug 4.17. n pozitif tam sayt olmak iizere

Fy, = F,L,,
Foyr = F + F)
dir (Koshy 2001 ).
Ispat Sonug 4.16 dan,
Fy,=F,Fon+F, 1 F,=F,(Fhpna+F,.1)=F,L,

elde edilir ve

F2n+1:F2+1+F37,

m

oldugu goriiliir. U

Ornek 4.18. n =6 icin Fy, = F, L, esitligi incelenirse Fs = 8 ve Lg = 18 oldugundan

F12 = Fﬁ.LG

= 8.18 = 144,

Fony1 = F2 o + F3 esitligi incelenirse Iy = 8 ve Fr = 13 oldugundan

m

F13 — F72+F62

= 132482 =233
elde edilir.

Teorem 4.19. n pozitif tam sayt olmak iizere,

n—1

1) L2n+1 =3n + 1 + Z(TL - i)L2i+1,

=1
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n—2
2) Lgn = 37’L —I— 1 —|— an_g —|— Z (2F22 —|— (TL — 1 — i)L2i+1)
i=1

dir.

Ispat (4.6) denkleminden,
n—1

Fonpo=n+1+ Z Fyipny(n —1)
=0

elde edilir. Boylece

Lopi1 = Fop+ Fopyo

n—1

=0

_l_

dir. Temel elementer iglemlerle 1. esitlik elde edilir.

Ikinci esitlik icin,
n—1
Py =1+) Fy (4.12)
i=1
ve

Lop—9 = Fop_3+ Fopy (4.13)

oldugundan

n—2

1+ Fy

i=1
esitligi elde edilir. Diger yandan, 1. esitlikten,

Lop_o =2 + Fopa.

n—2

1+ZF2Z-

i=1

n—2

—|—F2n,2—|—3n—2+ZL2H1(n— 1 —Z>

=1

Loy = Lopo+ Loy =2

elde edilerek ispat tamamlanir. 0

4.1.1. Bilesen Biiyiikliigii Sinirlandirilmis Kompozisyonlar

Bu tez calismasinda kompozisyonlar i¢in P, , ile gosterilen n tamsayisinin en biiyiik bi-
leseni en fazla a olan kompozisyonlar ile ilgili bazi incelemeler yapilmustir.
n,a pozitif tamsayilar olmak iizere, n tamsayisinin en biiyiik bileseni en fazla a ola-

bilen kompozisyonlar i¢in,
Poo={(z1,29, i) 214+ ... + &y =1, vex; < a, Vi € {1,2,....,m}}
kullanilacaktir. P, , kiimesinin eleman sayisi | P, .| ile gosterilecektir.
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Ornek 4.20. n = 4 icin en biiyiik bileseni en fazla 2 olan kompozisyonlar
Py ={(2,2), (2,1,1), (1,2,1), (1,1,2), (1,1,1,1)}
dir ve |Pyo| = 5.

P, , kompozisyonlari ile yeni bagintilar elde edebilmek i¢in yeni bir iglem tanimlamak

gerekirse; (Y1, ..., Ym) € Pna — {(a, 21, 29,..., ) € P, 4} olmak iizere

1O W1, Ym) = (L + 91,92, -, Ym)

seklinde ifade tamimlansin. Daha sonra yukaridaki islem tarafindan olusturulan kiime i¢in

1©® P, , gosterimi
1P, ,={(1+z1,29,....;0) :T1+ ... + 2y, =n, 23 <aveViiginz; <a}
kullanilsin.

Teorem 4.21. n, a pozitif tamsayilart icin
Priia=(10F) Ul PF,,) (4.14)
dir.

Ispat Kiimelerin tammlarindan (1 ® P,.) ve (1® P, ,) ayrik iki kiimedir. y € P, , i¢in
1®yve 1@y € Py, Boylece

(1 @ Pn,a) U (1 @ Pn,a) g Pn+1,a'

ie{l,..,m}icinz; <avewxy + ..+ z, =n-+1olmak izere v = (z1,...,x,) €
Poiia- ki durum vardir:

i)xy £ lisecy =xy—1,¢;, =2,1 € {2,....,m}ve ¢ <aandci+co+...+¢p =N
Buradan ¢ = (cq, ¢a, ..., C) € P Boylece x = 1 © (¢, ¢2,...,¢n) € (1 ©® Py,,) elde
edilir.

i) xp = lise ¢y = x4, 1 € {2,...,m} ve ¢ +¢2 + ... + ¢_1 = n. Buradan
¢ = (c1,¢2,.0sCm1) € P veboylecer = 10c € (1 P,,) elde edilerek ispat

tamamlanir. O
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Ornek 4.22. n =3 vea = 2icin P35 = {(2,1),(1,2),(1,1,1)},
(10 Psp) ={(1,2,1),(1,1,2),(1,1,1,1)}

ve 1 © P, , kiimesi tanuimi geregi parcadaki ilk bilesenin a tamsayisindan kiigiik olmasi

gerekmektedir. Bu nedenle P 5 kiimesinin (2, 1) parcasinin ilk bilesenine 1 eklenmez.

(1 © P3,2) = {(2’ 2)7 (27 1, 1)}
Buradan

(10 Po)U(le Pss) = {(1,2,1),(1,1,2),(1,1,1,1),(2,2),(2,1,1)}

= Py
oldugu goriiliir.
Onerme 4.23. n,a > 1 tamsayilar: olmak iizere
| Prtral = 2|Poal = [Pa-aal - (4.15)

Ispat {(a,z, Ty...,Tm) € P,,} kiimesinin eleman sayisinin |P,_, .| ile esit oldugu
aciktir. O halde,
|1 © Pn,a| = |Pn,a| - |Pnfa,a|

veE

’1 ® Pn,a| = ’Pn,a|

olur. (4.14) esitligi kullanilarak ispat tamamlanir. U

Ornek 4.24. n = 3 ve a = 2 icin
|Pao| =2|Psp| — | Prpo

olmali. Ornek 4.22 ten goriildiigii iizere |Pso| = 3 ve |Pio| = Py = 1. Bu degerler
yukaridaki egitlikte yerine yazildiginda

|P4,2| - 5

elde edilir.
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Ayrican < 2a iken |P,_, .| = |P,—.| oldugundan asagidaki sonug elde edilir.
Sonuc 4.25. n,a > 1 tamsaylart icin n < 2a olmak iizere
[Prstal = 2 Poal = [Pl (4.16)
dir.
| P,..o| say1sinin 6zyineleme bagintist kullanilarak iirete¢ fonksiyonu elde edilir.

Teorem 4.26. a pozitif tam sayi olmak iizere,

l1—=x

Gla) = D [Paale” = 75
n=0

Ispat n,a € Z" icin |Posial = 2|Paal — | Pu_a.a| oldugu biliniyor. Ureteg fonksiyonu

Z |Pral 2" = G(a,x)
n=0

olsun. O halde

00 a—1 [e's)
> |Puala" = D | Pud 2™ 4 [Pual 2+ ) [Pagral 2
n=0 n=0 n=a
a—1 oo
= D |Pual 2" + [Pag2® + 2> [Posral 2"
n=0 n=aqa

elde edilir. Buradan Onerme 4.23 kullanilarak

a—1 o)
Gla,z) = Y |Puala” + |Pol 2 + 2 ) (2|Pual = |Pacaal) 2"

n=0 n=a
a—1 00 00

= Y |Pual 2" + [Pugl 2+ 22 |Poola" =2 ) [Pugal2”
n=0 n=a n=a
a—1 00 00

= Y |Puala" + |Pugl2* +22) |Pualz” =2 |Pi_gal 2"
n=0 n=a n=a

a—1 a—1
420 | Poal 2" =22 | Pyg| 2"
n=0 n=0

elde edilir. Gerekli aritmetik islemler yapilarak

a—1 o) a—1
G(a,2) = > [Puala" + |Pagl 2"+ 220 |Poala” + 22> [Poala”
n=0 n=a n=0

J/

-~

22G(a,x)
00 a—1
—T Z |Ppaal 2" — 22 Z | Pl 2"
n=a n=0

44



BULGULAR VE TARTISMA B. AL

bulunur. Buradan

a—1
(1=22))  [Poal 2™ + | Poal 2
G(a, x) - 7112_0 2x + xotl
(1—2z)(1+ “Z_l 2n—lgm) 4 207 1g0
1 —RQZ; + gotl
(1—22)(1+x i (22)" ) + 20710
n=1

1 — 2z + gotl

elde edilir. Aritmetik islemlere devam edilerek

(1= 22)(1 + x =221y 4 ga=lga

12z
¢laz) = 1 — 27 + 2+
(1—22)+ (1 - 21‘)%) + 207 g0
- 1 — 2z + got!
o (=22) 4 (- (2x) ) 4207 12"
B 1 —2x 4 zotl
o (I—22) 420 gt 420 g0
B 1 —2x 4 xot!
B 1—x
1 —2x 4 aotl
bulunur ve ispat tamamlanur. U

G(a, z) irete¢ fonksiyonu i¢in bir ka¢ 6zel durum incelenirse,

* a = 1igin,

> 1—=x
Plz" = G(l,2)= — "
> IPula" = Glla) = {5
1
= 1 =l4+o+22+22+2 +22+ 28+ 2"+ 25+ ..
— X

elde edilir.

* a = 21i¢in,

1—22)(1+ z) + 222
1 -2z 423

D |Pualat = G(2,12) = (
n=0

1
= —— = 1+4a+222+323 + 52t + 8% + 1325 + ...
1—2—22
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olur. Burada |P, 5| sayilarmin (n + 1). Fibonacci sayilarii verdigi goriiliir. Yani
| P2 = Ftq olur.
* a = 3 ig¢in,

1—22)(1+ z + 22?) + 423
1—2z+ 2t

> |Pusla = G(3,x):(
n=0

1
l—2z—a%—2a3
= 1+4+x+22%+42° + 72* + 132° + 2425 + 4427 + ...

elde edilir.

Literatiirde ¢t; = 1,1, = 1 ve t3 = 2 baslangi¢ kosullar1 ve
by =tn—1 +ln o+ th 3

Ozyineleme bagintisi ile tanimlanan say1 dizisi Tribonacci sayilari olarak adlandiri-
lir. Ureteg fonksiyonu G(3,x) ye esit oldugundan | P, 3| sayilar1 Tribonacci sayila-

ridir.

* a =4ig¢in,

1 —2x)(1 4  + 222 + 42°) + 8z
1—2z+2a°

> |Puala = G(4,:U):(
n=0

1
l—x—22—a%—2ot
= 142+ 222+ 42% + 8x* + 152° + 292° + 5627 + 1082° + ...

elde edilir.

Literatiirde T, =0, T} = 1, Ty = 1 ve T3 = 2 baslangic kosullar1 ve
Tn = Tn—l + Tn—2 + Tn—3 + Tn—4

Ozyineleme bagintisi ile tanimlanan say1 dizisi Tetranacci sayilar1 olarak adlandiri-
lir. Ureteg fonksiyonu G/(4,x) ye esit oldugundan | P, 4| sayilar1 Tetranacci sayila-
ridir (Daha 6nce T), notasyonunu 7'(P,) i¢in kullandigimiz i¢in Tetranacci sayilari

icin T, notasyonu kullanilmusgtir).
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Teorem 4.27. n tamsayisinin en biiyiik bileseni en fazla a olan kompozisyonlar icin 6zyi-

neleme bagintisi

a
| Pral = Z | P al
i=1

dir.

Ispat Ureteg fonksiyonu

11— = n
1— 20 + 201 2 |Pual
n=0

oldugundan

oo (o] [o.¢]
-z = Y [Puala" =2 |Pog 2™+ [P 2"t
n=0 n=0 n=0

oo o0 oo
= Z|Pn,a|$n_22|Pn—l7a|$n+ Z |Pn—a—17a|$n
n=0 n=1

n=a+1
= Y |Puala”+ D |Puala™ =2 |Poya]a”
n=0 n=a+1 n=1
-2 Z |Pn—1,a| " + Z ’Pn—a—l,a| "
n=a-+1 n=a+1
= [Poal + D |Pual2" =2 [Pucialz”+ > [Puala”
n=1 n=1 n=a+1
—2 Z |Pn—1,a| x" + Z ’Pn—a—l,a| "
n=a+1 n=a+1
Buradan
1=z = |Poal + ([Pral = 21Poal) 2+ ) (|Pual = 2|Paral) 2™ +
n=2
Z (|Pn,a| -2 ’Pn—l,a| + |Pn—a—1,a|) xn.
n=a+1
Esitligin her iki tarafindaki terimlerin katsayilarinin esitliginden |Fp,| = 1, |Pio| —
2|Py .| = —1 elde edilir. Boylece |P,| = 1 ve a + 1 e kadar |P,, .| — 2|P,—14 = 0

oldugundan |P, ,| = 2|P,_1,| elde edilir. Bu terimler incelenirse;
|P2,a| - 2|P1,a| :2

|Psal = 2|Pyg|=2°

‘Pa,(z| - 2|Pa—1,a|:2(l71
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oldugu gozlemlenir. n = a + 1 i¢in,
|Pa+1,a’ =2 |Pa,a‘ - |P0,a’
dir. Burada | P, ,| ve | Py ,| ifadelerinin degerleri yerine yazilirsa
|Piial =221 —1=2"~1
elde edilir.

2¢ -1
1

14+2+224+23 4+ . 4201 =

yani

a
|Pa+1,a| = Z |Pa+17i,a’ .

=1

(4.16) esitliginden
‘PaJrZ,a‘ =2 ‘PaJrl,a’ - ypl,a‘

dir. Bu esitlikte | P, 1 o| ifadesi yerine yazilirsa n = a + 1 i¢in dogrulugu goriiliir. Tiime-

varimla ispat tamamlanabilir. n = a + k icin

a
‘Pa+k,a’ = Z |Pa+k7i,a‘ .

i=1

esitliginin dogru oldugu kabul edilsin. Simdi n = a + k + 1 i¢in

a
‘PaJrkJrl,a’ = ’Pa+k,a’ + Z ‘PaJrkfi,a’

=1

a

= Z |Pa+k—i,a|
1=0
a+1

- Z |Pa+k+1—i,a|
1=1

elde edilerek ispat tamamlanir.

O

Sayilarin kompozisyonu kullanilarak elde edilen bu sayilar genellestirilmis cift degis-

kenli polinomlar ile de elde edilebilir.

Onerme 4.28. m,n.k € N, t,y € R,z € C ve G,(t,y; k,m,n) genellestirilmis ¢ift

degiskenli polinom olmak iizere

|Pia| = Gj(2,—-1;1,1,a) — G;_1(2,-1;1,1,a).
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Ispat Ozdemir ve Simsek (2016)’da verilen (4.7) esitliginde t = 2,k = 1,m = 1,y =

—1 ve n = a alinirsa

= ZG ~Lil Lo

elde edilir. Buradan

[e.e]

Z\ P % - ;(Gj(z ~1;1,1,a) — Gj_1(2,—1;1,1,0))a?
Boylece 7 > 1 tamsayisi i¢in
|Pio| =G;(2,-1;1,1,a) — Gj_1(2,—1;1,1,a)
esitligi elde edilir. U

P, . kiimesi i¢in de ¢arpim fonksiyonu uygulanarak bir tanim verilebilir.

Tamim 4.29. n ve a pozitif tamsayilar olmak iizere

degerine P, , ifadesinin ¢arpim degeri denir.
n < ai¢in T, , =T, = F5, oldugu agiktir.

Onerme 4.30. n, a pozitif tamsayilar ve 1 < n olmak iizere

a—1

Tn+1,a = Tn,a + Z (1 +1 ) Tn—i,a-

=1
Ispat Teorem 4.21 ile
Pn+1,a - (1 © Pn,a) U (1 © Pn,a)

esitligi bilinmektedir. Carpim fonksiyonu tanimi uygulanirsa

a

00 00
T(Pn+1’a) = TnJrl’a = E 1b1b2bm + E (1 -+ bl)bgbm
aePnA,a b1+ba+...+bm=n
b27--7b7n§aabl<a
a—1 0o a—1 o)
= That ) > by + D 0D by..bm
=1 bo+...4+bm=n—1i =1 bo+...4+bm=n—i
b2,...bm<a b2,...bm<a
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elde edilir ve gerekli aritmetik iglemler yapilirsa

a—1 a—1
TnJrl,a = Tn,a + Z Tnfi,a + ZZ Tnfi,a

a—1

== Tn,a + Z (1 +1 )Tn—i,a

=1

elde edilerek ispat tamamlanir.

Ornek 4.31. n = 3 ve a = 2 icin
2-1
Tzp120 = T32+ Z (1+d)T5-

_ Ty, 40T,
Ornek 4.22 geregi Ty o = 5 oldugu goriilmektedir. Ayrica Ty o = Ty = 3 oldugundan
Tio=5+23=11
elde edilir.
Teorem 4.32. a pozitif tam sayt olmak iizere T, , i¢in lireteg fonksiyonu

a—1 a—1 a—i—1
Z Fopx™ (1 —x) + 2% — Z ((1 + i) o't Z an:v”)

M(a,x) _ n=1 i:la n=0

1— Z iz
=1

dir.

Ispat « pozitif tam say1 olmak iizere

M(a,z) = iTn,ax ZTnax + Z Thaz"
n=1

n=a+1

a

— Z Tn@l’n —|— Z Tn+17axn+1
n=1 n=a
a—1 00

= Z T,.x" + Z Thi1 02"
n=1 n=a

ifadesinde Oneme 4.30 kullanilarak

M(a,z) = ZTnax +:1:Z<Tna+z (1+11)T,— Za)
co a—1

= ZTnal' +ZEZTnaZE +$ZZ ]-+Z n zax

n=a 1=1
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elde edilir. Buradan,

a a—1
M(a,z) = Z T ox" —x Z T .2 +
n=1 n=1

a—1 00 oo a—1
(m Z Thox" + Z Tmax”) +x Z Z (1417) T qx"
n=1 n=a n=a t=1
a a—1
— Z Thox" —x Z Thax" +xM(a) +
n=1 n=1
a—1 a—i—1
> ((1 +i) e M(a) — (1+i) 2™ ) Tn,axn> .
i=1 n=0
Aritmetik iglemler yapilarak
a—1 a—1 a—1 a—i—1
= Z That" (1 —x) 4+ T, 0x® + Z (14 1) 2" M(a) — Z (1414) 2"t Z Thax"
n=1 =0 i=1 n=0
a—1 a a a—1
= Z Thax" (1 —2) 4+ T, 02 + Z ir'M(a) — Z izt Th.ax"
n=1 i=1 i=2 n=0
elde edilir.
a—1 a—1 a—i—1
Y Ter"(1—a)+ Tpea® =) ((1 LAY Tn,axn>
M(CL, x) _ n=1 ia:l n=0 ’
1= izt
i=1
n < aigin T, , = T, = F5, oldugundan ispat tamamlanir. ]

M (a, x) iirete¢ fonksiyonu i¢in bir ka¢ 6zel durum incelenirse,

* a = 2ig¢in,
2v +1

I TES TG
= x4+ 322+ 52% + 112* + 212°...

M(2,x) =

Jacobsthal sayilariin i¢in iirete¢ fonksiyonu elde edilmektedir. Bu iirete¢ fonksi-

yonu Jacobsthal dizisi ilk terimi Jy = 1 hari¢ tiim diziyi tiretmektedir.

* a = 3 ig¢in,
2 + 322+ 1
T
1—323 —222 — 2

= 4322+ 823 + 172" + 422° + 1002° + 23527...

M(3,z) =
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iireteg fonksiyonu elde edilmektedir. Boylece {1, 38, 17,42, 100...} dizisi elde edi-
lir. Bu say1 dizisi OnLine Encyclopedia of Integer Sequences’ta (OEIS) bulunma-
maktadir (Sloane 2023).

Bu kisima kadar kisitlanmig kompozisyonlardan P, , (n tamsayisinin par¢alaniglarin-
dan en biiyiik bilegeni en fazla a olabilen parcalanislari) ile ilgili calismalar yapilip iiretec
fonksiyonu bulunmugtur. M (n, ) fonksiyonunun genellestirilmis Jacobsthal sayilari ile
baglantis1 olabilir. P, , kiimesinin eleman sayis1 n_nacci sayilarini verirken ¢arpim fonk-
siyonlar1 @ = 2 icin Jacobsthal sayilarini vermektedir. Ancak 2 < « i¢in elde edilen diziler

literatiirde bulunmamaktadir.

4.1.2. Bilesen Sayis1 Sabit Olan Kompozisyonlar
Bu kisimda belli bir bilesen sayina sahip olan kompozisyonlar iizerine ¢alisilacaktir.
Tamm 4.33. m, n pozitif tamsayilar olmak iizere,
mPn = {(ay,a9,...;ay) : a1 +as+ ...+ ayp =n}
kiimesinin elemanlarina n tamsayisumin bilesen sayisi m olan kompozisyonu denir.
Yukaridaki ,,, P, tanimindan
P,=U, P, ve ,P,N P, =0.

oldugu agiktir.

(1,ay,...,an) € P, olmak tizere (1®_) ve (1é_) iglemlerinin tanimindan
10 (al, ag, ..., Clm) = (1, Aty ..., am) € m+1Pn+1
16 ((1,1, as, ..., CLm) = (1 +ay, ..., am) € mPn+1
oldugu goriiliir. Buradan olusturulan kiimelerin
1© 1P ={(L,x1, 29, ..., 1) 1+ ... + Ty =n — 1}
1® P ={(1 42,29, xp) 21+ ... + Ty =n—1}
ile gOsterilsin.
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Teorem 4.34. m, n pozitif tamsayilar olmak iizere, ,,, Py, kiimesi (1 ® ,,_1P,_1) ve (1 &

mPn_1) kiimelerinin ayrik bilegimidir.

ispat Her n pozitif tamsayisii¢cin 1 © ,,_1F,_1 ve 1 & ,,, P,_1 kiimelerinin ayrik oldugu
aciktir. Simdi a; € ,, 1P,y o0lsun. by = 1®a; € P, dir. ay € ,,P,_1 olsun. by =

1&ay € ,, P, oldugundan
(1 © mflpnfl> U (1 SV mPnfl) g mPn

d=(dy,ds,...,dp,) € mPyolsunved; +dy+ ... + d,, = n.

dy # lisei € {2,...,m} olmak tizere ¢; = d1—1, ¢; = d;. Boylece ¢;+co+...4+¢, = n—1
oldugundan ¢ = (¢1,¢2, .oy C) € mProaved=1®dce (1@ ,P,).

dy = 1lisei € {2,...,m} olmak iizere ¢; | = d;. Boylece ¢c; + ca + ... + ¢poy = n — 1

oldugundan ¢ = (¢, ¢, ..., 1) € m1Pp1ved=16c€ ,,_1 P, ;. Buradan
mPn g (1 © m—an—l) U (1 s> mPn—l)

elde edilerek ispat tamamlanir. O

Ornek 4.35. n = 5 ve m = 3 icin,
(1 © 371P571) = (1 © 2P4) = (1 © {(37 1) ) (17 3) ) (27 2>})
= ((1,3,1),(1,1,3),(1,2,2)).
(1 > 3P571) = (1 D 3P4) = (1 D {(27 17 1) ’ (17 27 1) ) (17 17 2)})
= ((3,1,1),(2,2,1),(2,1,2))
oldugundan

(1o P)U(le sPy) =((1,3,1),(1,1,3),(1,2,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,2)) = 3P5
elde edilir.

m Py, kiimesinin eleman sayis1 ,,t,, ile gosterilsin.

mPn = (1 © m—an—l) U (]- s>} mPn—l)
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oldugundan

mbn = m—1tn—1 + mln_1

elde edilir.

Teorem 4.36. m pozitif tamsayist icin iirete¢ fonksiyonu

S(m,z) = Z mbnx" = (lfx)

dir.

Ispat m pozitif tam say1 olmak iizere

S(m,x) = Z mbnt”

n=m

elde edilir. Buradan gerekli aritmetik islemler yapilarak
S(m,z) = 2" +x Z mtlnt™ + T Z mbnt”

o0 (o]
= " +zx Z m_1tnx" + :L'Z mtnx™
n=m n=m
—_——
S(m,x)
o0
= 2™ — 2z gtz Z m—1tnx™ + xS (m, )
n=m—1

= 2" —2"+2S(m—1,2)+xS(m,z)

elde edilir.
Sim,x) =a™ —a™ +zS(m—1,2) + xS(m,x)
esitligi diizenlenirse

xS(m —1,z)
1l—x

S(m,x) =
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oldugu goriiliir.
Tanim geregi m = 1 i¢in
T oo
S(l,z) = = "
dir. m = 2 i¢in
S(1 - 2
S(Z,x):x ( ’x): 1-z = r 5
11—z 11—z (x —1)
elde edilir. Tiimevarim metodu ile m = k i¢in S(k,z) = # varsayilirsa m = k +
1i¢in
zS(k,x)
S(k+1 = 77
zk
_ TaoF
1—=
r O\ R

B 11—z
elde edildiginden ispat tamamlanir. U
Onerme 4.37. m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere

()

n—m
Ispat m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere
o0 T m
St = (755)
— 1—2z
1 m+1 = n+m . . clqret ee e es
|z| < 1igin 1— Z x (Weisstein 2023) esitligi gbz Oniinde bulunduru-
n=0

lursa
= n moO n+m-—1 n
_ i<n+:_1>x”+m

n=0
elde edilir. Bu esitlikte indis degisikligi yapilirsa

>t =3 (7))

n=m
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elde edilir ve = katsayilarini kargilastirarak

bulunur ve ispat tamamlanr. U
mtn 1¢in bir ka¢ 6zel durum incelenirse;

* m = 2 igin,

2
(13:—)2:932+2x3+3x4+4x5+5x6+6x7+7x8+...
-

pozitif tamsayilarin iirete¢ fonksiyonu elde edilmektedir.

* m = 3 i¢in,
23
TS 2® + 3% + 62° + 102° + 1527 + 212% 4 282" + ...
—x
ticgensel sayilarin iireteg¢ fonksiyonu elde edilmektedir. Ayrica {0,1,2,...,n} ki-

mesinin 2 elemanl alt kiime sayisidir (Sloane 2023).

* m = 4 i¢in,

1‘4

T o + 42° + 102° + 202" + 352% + 562° + 842" + ...
-
ticgen piramitsel sayilarin iirete¢ fonksiyonu elde edilmektedir.

m P, kiimesinin elemanlarina da 7' carpim fonksiyonu uygulanabilir. Yani m ve n tam

say1 olmak tizere ,,, P, icin ¢carpim fonksiyonu

seklinde tanimlansin.

oldugu kolaylikla gbzlemlenebilir.

Teorem 4.38. m, n pozitif tamsayilar olmak iizere
n—1
mIn =m Tho1 + Z m—1Tn-1-
i=0
dir.
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Ispat Teorem 4.34 deki
mPn = (]- Om—1 Pn—l) U (]- Dm Pn—l)

esitliginden yararlanilarak ve ¢arpim fonksiyonu kullanilarak

T(mPn) = an = Z a1.a...Qm—1 + ( Z (]_ + bl)bgbm>

aemflpnfl b1+b2++bm:n_1

= Y a+ > by + Y b

a€m—1Prn—1 bo+..+bm=n—1-b1 bEm Pr—1

n—1
= m—lTn—l + (Z m—lTn—l—i> +m Tn—l

=1

n—1
= an—1+ E m—lTn—l—i
=0

elde edilir. O

Ornek 4.39. n = 5ve m = 3 icin
3Ps = {(17 3, 1) ) (17 L, 3) ) (37 L, 1) ) (1’ 2, 2) ) (2’ 2, 1) ) (2’ 1, 2)}
oldugundan
goriiliir. Aymi zamanda
sPb=024+1+1,14+24+1,1+1+2)
oldugundan
Iy =24+2+2=6

olur. Ayrica

2P4 = ((3’ 1) ) (17 3) 3 (27 2))

oldugundan

dir.
2P3:<].+2,2+].)
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oldugundan 5T5 = 4. Ayrica 5'T5 = 1 oldugundan

5—1

315 = 3Ty+ Z 3-1T5-1-;
i=0
4

= 3Ty + Z 9Ty
i=0
= 3Ty +o Ty 4215 +2T5

= 6+10+4+1
elde edilir.

Teorem 4.40. m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere,

00 . "
T
dir.
ispat
[e9) e n—1
H(m,x) = mIlnm ™+ Z mdn " ="+ Z (an—l + Z m—lTn—l—i> "
n=m+1 n=m+1 1=0
= 'I —|—Z Tﬂ?n+1—|— sz lTnllxn
n=m+1 i=0
:x+xz Tx+zzm1Tn“x (4.17)
n=m+1 =0

dir. m—1 < m+Il—iiken,, 1T, 1_; # 0oldugu ve boylece i < [+1i¢in,, 1T; i # 0

oldugu gozlemlenir.

o) n—1 oo 1+1 oo I+1
n m+1+1 m—+1-+1
E g m-11n—1-x" = g E m—1Lmy1—i® = g E m—1Lmy1—i®
n=m+1 i=0 I=01i=0 I=01i=0
oo I+1 oo I+1
= m+l _ m+l
= T E E m—1Tmy1—iT =T E E m—1Tm—144T
I=01i=0 I=0i=0
boylece
oo I+1
Hm,z)=2"+xH(m,z)+x g E me1 D1 ™t
I=01i=0
00 +1
H(m,z) =2™ +aH(m,z) + E x E me1Tm1piz™ "
E(m,z)
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00 +1

elde edilir. H(m, x) ifadesini bulabilmek i¢in F(m, x) ZZ‘Z me1Dm—14i2™ " he-
=0 =0
saplanirsa
E(m,z) = 2" ' T yma(l+a+2®+.)+a", i (l+x+2°+..)
+xm+2Tm+1,m_1(1 ‘o2 + xm+3Tm+27m_1(1 +ar4ai ).
- 1 f T z™ Tm—l,m—l + ;E,m—lxi + Tm—l,m—l :Em_l - dIm—-1m-1 l,m—l ]
_ x _ m T - T ) m—1
= 12 T Im—1m-1 + i_;l im—1T —dm_1m-17
x
= Tm—l,m—lx .CE - 1 Z i,m— 13: ]
1 - L i=m—1
:C m
= 1_33[:{; (zx—1) +H(m—1,z) |
Boylece
E(m,x) = . ’ [a" Nz —1) +H(m—1,2)].
—x

Bu ifade diizenlenirse,

H(m,z) =2™+xzH(m,z)+ [z" Nz —1) +H(m—1,2) |

1—x
elde edilir. Gerekli aritmetik islemler yapilarak

X

H(m,z) = sH(m —1,7)
(1-2)
seklinde yineleme bagintisi elde edilir. H(0,z) = 1 ve H(1,z) = ﬁ oldugunudan,
timevarim ile
ﬂjm
H(m,x) =
( ) (1 . x)2m
oldugu goriiliir. U

Ornek 4.41. m = 3 icin

=23 4+ 62% + 212° + 5625 + 12627 + 25228 + ...

(1— )"
3 iin bilesen sayist 3 olan kompozisyonu yalmizca (1,1, 1) oldugundan 3T3 = 1 dir.

4 iin bilesen sayisi 3 olan kompozisyonlart (2,1,1),(1,2,1), (1,1, 2) oldugundan 5T, = 6
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dir.

5 tamsayisumin bilesen sayisi 3 olan kompozisyonlart
(2,2,1),(1,2,2),(2,1,2),(3,1,1),(1,3,1),(1,1,3)
oldugundan 3T5 = 21 oldugu gozlemlenebilir.
Yukaridaki teoremin onciiliigiinde asagidaki teoremi ifade edebiliriz:
Teorem 4.42. m, n pozitif tamsayilar olmak iizere
T = n+m—1

2m —1

dir.

Ispat Ispati timevarim ile gosterilir;

m = 11i¢in
H(1,7) = x + 22 + 32° + 42* + 52° + ...
x [ n
——— =H(l,z) = x".
(1—) Zl 1
m = 2 i¢in

H(2,7) = 2* + 42° + 102* + 202° + 352° + 562" + 842° + ...

2 o0

€T n
——— =H(2,x) = "t
(1—2) 2; 3
dir.
m = a i¢in
H(a’ Q;) = J}—a2a — n xn—(afl)
(1 - ‘T) n=2a—1 2a —1
oldugu kabul edilirse,

60



BULGULAR VE TARTISMA B. AL

m = a + 1 i¢in

H(a+1,2) = i <T) 2" i (2(1”_ 1) gn—(a=1)

n=1 n=2a—1
_ - n+1 n+1 = n+2a—1 n+2a—1—(a—1)
=X (e (MR
n=0 n=0
B a+1°° n+1\ ,~=(n+2a-1\ ,
= e (e (M)
n=0 n=0
- 20 — 1
n=0 j=0
= ) n—j+2a—1 nta+1
= Z(]+1)( )x
== 2a — 1
oo n—a—1 .
. n—j+a—2
— 1 n
> Y uen("TL )
n=a+1 35=0

elde edilir. Bu ifadeden

s > n+ay ,
Har b= mm = 2 ()

n=a+1

elde edilerek ispat tamamlanir. O

Ornek 4.43. n pozitif tamsayisimin 3 bilesenden olusan kompozisyonlarinn bilesenleri-

nin ¢arpimlarinin toplami

H(3,z) = 2= = P60t + 2105 + 5628 + 12627 +2522° + ...
n=5 5 (]‘ - ‘r)ﬁ

n pozitif tamsayisinin 4 bilesenden olusan kompozisyonlarimin bilegenlerinin carpim-

larinin toplami

e 4
H(4,z) = 2" = T 4825 +3625 + 12027 433025 + 7922+ ..
n="7 7 (1 o 3;‘)8

m P, kiimesinin eleman sayilart m = 2 icin pozitif tam say1 dizisini, m = 3 icin
ticgensel say1 dizisini vermesine ragmen ¢arpimlarin toplami ile elde edilen say1 dizisi

OnLine Encyclopedia of Integer Sequences’ta (OEIS) bulunmamaktadir (Sloane 2023).
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4.1.3. Bileseni Tek Tamsay1 Olan Kompozisyonlar

Daha Once yapilan ¢alismalarda parcalaniglarda bileseni tek tamsayilardan olusan parcga-

laniglarin sayis1 Q(n) igin iirete¢ fonksiyonu | = |< 1 olmak iizere

oo 1 o
1] 5= = 2 Q"
m=1 n=0

seklindedir (Apostol 1976).
Bu kisimda kompozisyonlarin bilegeni tek tam sayilardan olusan kompozisyonlarin sayi-
sin1 veren bagint1 elde edilmis ve Fibonacci sayilart ile iliskisi bulunmustur.

Bir sayinin tek kompozisyonlar1 kendinden kiiciik esit tek tamsayilarla olusturulur.
n=1 igin {1}
n=2 i¢in {(1,1)}
n=3 i¢in {3,(1,1,1)}
n=4 icin {(3,1),(1,3),(1,1,1)}
n=>5 icin {5,(1,3,1),(1,1,3),(3,1,1),(1,1,1,1)}
Bilegeni tek tamsayilardan olusan kompozisyonlarin kiimesi (1&_ ) isleminden yararlani-
larak insa edilebilir.

n pozitif tamsayisinin bilegeni tek tamsayilardan olusan kompozisyonlarinin kiimesini O,
ile ifade edilirse,

O, = {1}

Oy =(1001) ={(1,1)}

O3 = {3} U(1©0y) = {31 U{(L,1, 1)}

O,=(10035)UBOO0) ={3,1)(1,1,1,1)}u{B,1)}.

Bu kiimeleri her k pozitif tamsayisi i¢in genellestirmek miimkiindiir.

Teorem 4.44. k& > 1 tamsayist igin

i)
k—1
Oz = {2k + 1} U [ (20 +1) © Ozpai)
i=0
ii)
k—1
Ogp, = U (20 4+1) © Og—2i—1) -
i=0
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dir.

Ispat a € Oy_o; olsun. Yani a, 2k — 2i sayisinin bilesenleri tek tam say1 olan kompo-
zisyonlarindan herhangi biridir. ¢ € {0, ...,k — 1} alinarak tek elemanlarinin tamamini
icermis olur. ((27 + 1) ® Oag—2) € Ogk—2i4(2i41) yani ((2i + 1) © Ogp—2;) € Ogp—y dir.
Bu kompozisyonlara 2k + 1 da eklenerek 2k 4 1 tamsayisinin bilesenleri tek tam say1 olan
tiim kompozisyonlar1 bulunarak

k—1

Ozrsr = {2k + 13U [ ((2i + 1) © Ot2:)

=0
elde edilir.

a € Ogg_o;1 olsun. Yani a, 2k — 2¢ — 1 tamsayisinin bilegenleri tek tam say1 olan kom-
pozisyonlarindan herhangi biridir. i € {0, ..., K — 1} alinarak tek elemanlarinin tamamini

igermis olur. ((2i + 1) ® Ogx—2i-1) € Oagk—2i—14(2i41) Yani ((2¢ + 1) ® Ogg—2i—1) € Ogg.

Boylece
k—1
O, = U (20 4+1) ® Ogp—2i-1) -
i=0
elde edilerek ispat tamamlanir. 0

Ornek 4.45. Teorem 4.44 den yararlamlarak 5 tamsayisimin bileseni tek tam sayi olan

kompozisyonlari
1
O; = {5}U U ((20+1) © O4-)
=0
= {5U{100UBGO0,)
elde edilebilir.
O, ={(3,1),(1,3),(1,1,1)} ve Oy = {(1,1)}

oldugundan

O = {5}U{(1,3,1),(1,1,3),(1,1,1,1)}U{(3,1,1)}

= {5,(1,3,1),(1,1,3),(1,1,1,1),(3,1,1)}.

Bu kiimeler yardimiyla n tamsayisinin bilesenleri tek tam say1 olan kompozisyonlari-

nin sayilar1 da elde edilebilir.
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Sonuc 4.46. n tamsayisinin bilesenleri tek tam sayr olan kompozisyonlarinin sayisi T,,

n = 2k + 1 veya n = 2k olmak iizere,

-1
Tokt1 = 1+E T2k—2i,
i=0
k-1
Tok = § T2k—2i—1
i=0

dir.
Teorem 4.47. Pozitif tamsayuun bilesenleri tek tam sayr olan kompozisyonlarimin sayisi

Fibonacci sayisidir.

Ispat n pozitif tamsayisinin tek ve ¢ift olma durumlari incelenir.

To = 0 ve 71 = 1 oldugu agiktir. Oncelikle

k-1
Toky1 = 1+ Z Tok—2i
1=0

k-1

= 1+ T+ Z Tok—2i
i=1

k—2
= 14T+ Z Tok—2(i+1)
i=0
k—2
= 1+ (Z T2(k—1)—2i> + Tok
i=0
T2;,71

oldugundan
Tok+1 = T2k—1 + Tok

elde edilir. Simdi ¢ift olma durumu incelenirse
k—1
Tok = Z T2k—2i—1
i=0
k—1
= Tok—1 1 Z T2k—2i-1
i=1
olur. Burada indis kaydirma yapilirsa
k—2
Tok = Tok—1+ Z T2k—2(i+1)-1
i=0
k—2
= Tok—1-+ Z T2(k—1)—2i—1
=0
= T2k—1 T T2k—2
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elde edilir. Fibonacci 6zyineleme bagintisi elde edildiginden ispat tamamlanir. U

Teorem 4.48. n > 1 olmak iizere, n tamsayist icin bir tamsayinin tek kompozisyonu-
nun ¢arpum toplami o, ile gosterilmek iizere ¢ift veya tek indisli terimleri icin yineleme

baguntilar
O = Op—1 + 209p—2 + 023 — O2p—4
Opt1 = 30232 + 3021 — O2p—4.
dir.
Ispat n poztitif tam say1 olmak iizere Teorem 4.44 ile
n—1
Oms1 = 2n+14> > (2i+1)b
=0 bGOQ(n,i)

n—1

— 2m 1+ 2(22' + 1)02(n—i)

=0

elde edilir. Ayrica

Oop+t3 = 2n+1+4+2+ Z(?Z + 1)02(n—i+1)

i=0
n—1 n—1
= 24 Ogpyo + <2n +1+) (204 1)02(n_i)> +2) " osny
i=0 i=0
= 2+ 0242 + O2pq1 + 2 Z 02;
i=1
dir.
02n+3 V€ 09,11 arasindaki fark hesaplandiginda
O2n43 = O2p 42 + 209,41 + 02, — 02,1 (4.18)

elde edilir. Teorem 4.44 ile

|
—

n

Oy = <2Z + 1)02(n—i)—1-

..
Il
=)

Buradan
n—1

Oz = Omp1+ (20 + 14 2)0yn i1
=0

n
Ot2 = Ozpt1 + 02 +2 g 09;_1.
i=1
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O2n12 V€ 09, arasindaki farktan cift terimler icin 6z yineleme elde edilir.
02n+2 = O2p41 + 202y, + O2p—1 — O2p—2.
(4.18) esitliginde 0,12 yerine yazilarak
O2n+3 = 302n, + 302n41 — 022

elde edilir ve ispat tamamlanir. U

Teorem 4.49. Bir tamsaywmin bilesenleri tek tam sayi olan kompozisyonlarinin bilesenle-

rinin ¢arpim toplamlart

—2r 422 -1

O(x):1+I2<x+1)x+2x2+x3—x4—1

dir (|z| < 1).
Ispat Bir n tamsayisi icin bir tamsayimn tek kombinasyonunun ¢arpim toplaminin ¢ift

veya tek indisli terimleri i¢in yineleme baguntilar

Oopts = 302, + 302,11 — 022

On42 = Oopg1 + 209, + 021 — 022
dir.

o o o0
o) = 0p2" =1+ 3 00,2°" + 3" 0gpy12* !
n=1

n=1 n=1

oldugundan buradaki toplamlar bulunmalidir.

0277,];2”

S

=
I

13

1

B(z) = 3 ogpp1a®t,

n=1

g il

Tek indisli 6zyineleme bagintis1 kullanilarak
(1—-32H)B(z) = 233 — 2% A(x) + 423 (4.19)
elde edilir. Benzer sekilde

(4.20)
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elde edilir. (4.19) ve (4.20) esitlikleri birlestirilerek hem A(z) hem de B(z) bulunur,

5r? — 62t + 2b — 4
(x 42224+ 23—t —1)(x — 222+ 23 + 2% + 1)
(«* +1)°
(x =222+ 23+t + 1) (—x—222 -3+ 24+ 1)

B(z) = —a°

Alz) = 2°

Boylece iirete¢ fonksiyonu

—2r+x2—-1
T+ 22243 —at -1
= 1422+ 42% + 72* + 152° + 3225 + 6527 + ..

oz) = 1+2*(x+1)

elde edilir. U

n pozitif tamsayisinin bileseni tek tamsayilardan olugan kompozisyonlarinin sayisi tek
Fibonacci sayilar1 olmasina ragmen c¢arpimlarinin toplaminin olusturdugu dizi OnLine

Encyclopedia of Integer Sequences’ta (OEILS) bulunmamaktadir (Sloane 2023).

4.14. Kisitlanmis Tek Kompozisyonlar

Bu kisimda bilegenleri tek tam say1 olan ve bileseninin biiyiikliigii bir degerden kiiciik
olan kompozisyonlar incelenecektir. Yani toplamlart m = 2t + 1 sabit tamsayisindan
kiiciik olan bir n tamsayisinin bilesimine odaklanilacaktir. n, ¢ pozitif tamsayilar olmak
izere n tamsayisinin tek kompozisyonlarinin bileseni en fazla 2¢ 4+ 1 olan kompozisyon

kiimesi i¢in O, 9,41 gosterimi kullanilacaktir.
Onm = {(2a1 +1,2a0+1,....2a5+ 1) : 2(a1 + ... +ar) + k=n, a; <mveik € Z+.}

n < m, i¢in O,,, = O, oldugu aciktir. Kisitlanmig tek kompozisyonlar i¢in (1G_)
islemi; n pozitif tam say1, 7 pozitif tek tam say1 ve b = (2b; + 1,2by + 1,...,2b; + 1)
olmak iizere

(1®b) = (i,2by + 1,20 + 1,...,2b; + 1) ,

olacaktir. Bu tanim yardimiyla elemanlarin kiimesi
100,={i®b:be 0,}. 4.21)
ile gosterilsin.
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Ornek 4.50. 5 tamsayisinin kompozisyonlar

{5,(4,1),(1,4),(2,3),(3,2),(3,1,1),(1,3,1),(1,1,3),(2,2,1), (2,1, 2),

(1,2,2),(2,1,1,1),(1,1,1,2),(1,2,1,1),(1,1,2,1),(1,1,1,1,1)}
olmak iizere 16 kompozisyonu vardir. 5 tamsayisinin tek kompozisyonlari
{5,(3,1,1),(1,3,1),(1,1,3),(1,1,1,1,1)}
dir. Tek kompozisyonlarinin bileseninin biiyiikliigii en fazla 3 olan kompozisyon kiimesi
Os3=1{(3,1,1),(1,3,1),(1,1,3);(1,1,1,1,1)}
dir.

Onerme 4.51. t,n, pozitif tamsayilar olmak iizere

t
Onm = U (20 +1) © On—2i-1,m) (4.22)

=0

dir.

Ispat Oy, tanmmindan dolay1 kiimedeki bilesenler pozitif tek tamsayilar olmalidir. O,, ,,,
elde edilirken bilesenler toplam1 7 olmalidir. Birinci bileseni m kompozisyonun kalan
bilesenlerinin toplami n — m olmalidir. Bu bilesenlerin de en biiyiigii m olacagindan

ifade m © O,,_, , olur ve ispat tamamlanir. L]

Ornek 4.52. n = Tvet = 2, icin

2

0775 — U ((22 —|— 1) @ 06721',5) - (1 @ 06,5) U (3 @ 0475) U (5 @ 0275)

=0

incelendiginde
Os5 ={(5,1),(3,3),(3,1,1,1),(1,5),(1,3,1,1),(1,1,3,1),(1,1,1,3), (1,1, 1,1,1,1)},

0475 =04 = {(37 1)a (173)a (17 L1, 1)}

ve

Oa5 = 09 = {(1,1)}
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kiimelerinden

(57 17 1)’ (37 37 1)7 (3? 173)7 (37 17 ]" 17 1)7 (17 5’ 1)7 (17 17 5)7 (]" 37 3)7

07,5 -
(1,3,1,1,1),(1,1,3,1,1),(1,1,1,3,1),(1,1,1,1,3),(1,1,1,1,1,1,1)

elde edilir.

Kisitlanmig tek kompozisyonlar i¢in ¢arpim fonksiyonu i, m, k € Z* olmak iizere;

Onm = T<On,m) = Z ai.a9..... ag

ai+az+...+ap=n
a; <m
tanimlansin. n < 0 i¢in o,, ,,, = 0 dir. Boylece n < m igin oy, ,, = 0,, olur.
Ornek 4.53. n = 4 ve m = 5 icin,
045=31+13+111=7
elde edilir.

Teorem 4.54. n, t pozitif tamsayilar ve 1 < n olmak iizere

t

Onm = ) (204 1)-00-2i-1m, (4.23)
=0
t
Onm = Op—2m + On—1,m — M.Opn—2¢t—3m +2 Z On—2i—1,m (424)
=1

dir.

Ispat (4.23) esitligi icin ispat,

t

Onm = U (20 +1) © Op—2i—1,m)

=0

kiimesinden yararlanilarak yapilabilir. Carpim fonksiyonuyla

t
On2t+1 = Z Z (2i+1).a1.a2 ..... ag

=0 b€O0n_2i—1,2¢+1

:2zt:z' > b+§t: > b

=0 bEOn72i7172t+1 =0 b€O0n_2i—1,2¢+1

t t
= 2 g 1.0n—2i—12t+1 + E On—2i—12t+1
i=0 =0
t

= 2(21 +1).0n—2i—1,2t41

=0

(=l
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elde edilir. Boylece (4.23) esitligi icin ispat tamamlanir. (4.24) esitligi icin;

t

On—22t+1 = Z (20 + 1).0p—2i-32t+1)
i=0
t+1
= Z ((2Z - 1)-0n—2z'—1,2t+1)
i=1
t+1 t+1

= g 22-0n72i71,2t+1_§ On—2i—1,2t+1
i=1 =1

elde edilir ve gerekli aritmetik islemler yapilarak

On—2,2t+1

t+1 t+1 t+1 t+1
E QZ-On—Qi—1,2t+1 + E On—2i—1,2t+1 — E On—2i—1,2t+1 — E On—2i—12t+1
i=1 i=1 i=1 i=1

t t+1

E (20 + 1).0p—2i—1.2t41 + (2t + 3).0p—2—32t41 — Op—12041 — 2 E On—2i—1,2t+1
i=0 i=1

On2t+1 + 20.0n 2132t 41 + 30p—2t—32t41 — On—12t+1

t
_20n72t73,2t+1 -2 E On—2i—1,2t+1
i=1
t

On2t+1 — On—12t+1 + (2t + 1).0p—2t—3.9041 — 2 E On—2i—1,2t+1

i=1
bulunur. Buradan
t
On2ti1 = On—22t41 + Opn—19t41 — (26 + 1).0n—2t-32t41 + 2 E On—2i—1,2t+1
i=0
elde edilerek ispat tamamlanir. O

Ornek 4.55. (4.22) esitliginde n = 7 ve t = 2 alinirsa,

2

Or5=J((2i +1) © O_2i5) = (1® Og5) U(B® Ou5) U (5® Oay5).

=0

1
Ogs = J((20+1) © Os5-2:3) = (10 O53) U (3@ Os3).

=0

1
Or3 = U ((204+1) ©Op-2i3) = (1 ©®O0p3) U (3® Oy3)
=0
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kiimeleri elde edilir.
(4.23) esitliginden, 075 = 58, 053 = 22 ve 073 = 43 oldugu gozlemlenir.
(4.24) esitliginden o,, ,,, degerleri hesaplanabilir;

n="7Tvet=2Iigin,

075 = 065+ 055 — 5~02,5 + 2(04’5 + 0275)
= 32+15-5.14+238
= b8,
n==6vet=1Iicin,
063 = 043+ 053—3.013+ 2033
= 74+10-31+24
= 22,
n="7Tvet=1Iicin,
073 = 063+ 053 — 3.003+ 2043
= 224+10-3.1+427

= 43

elde edilir.

4.2. Kompozisyon Renklendirmeleri ve Desenler

Bu boliimde kompozisyonlarin renklendirmeleri iizerine caligmalar yapilacaktir. Renk-
lendirmeyle elde edilecek desen sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonlar1 bulunacak, kompozis-
yonlarin renklendirmeleriyle elde edilen desenler olusturulacaktir.

Son yillarda yapilan ¢alismalarda, bir m tamsayisinin n-renk kompozisyonu (veya
renk kompozisyonlart), bir pargalanigin n boyutulu bileseninin 7 rengini alabilecegi kom-

pozisyonu olarak tanimlanmaktadir (Agarval, 1987; Agarval, 2000; Shapcott, 2012).
Ornek 4.56. n = 3 icin 8 tane n-renk kompozisyonu vardir. Bunlar

(11,11, 11), (21, 11), (22, 14), (14, 21), (11, 22), (31), (32), (33)
dir.
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Renklendirme iglemi yaparken her bir bilesenin farkli rengi olmasi i¢in bazi bilesen-

lerin Sekil 4.3 deki gibi renk katalogu olusturalim.

1 21 22 3 3 33 4 4 4 4 55 5 53 54 55 61 6, 63 64 65 66

e 811 1 1 1 1 1 1 | Imlmbmian ol | 1§

7v 7, 73 74 75 76 77 81 8 8 8 8 8 8 8 91 9 93 9 9% 9% 97 95 9

Sekil 4.3. Bilesen Renk Katalogu

Bu katalog yardimiyla 3 tamsayisinin 8 tane renk kompozisyonunun gorseli asagidaki

gibi 3x1 boyutlu dikdortgenlerde temsil edilebilir,

Lty

Sekil 4.4. 3’iin n-renk kompozisyonlari

Kompozisyon kiimelerinden desenler yapmak i¢in kiimelerin elemanlar1 arasinda da
bir diizene ihtiyac vardir.
m bir pozitif tam say1 olsun. Sozciik sirasina gore, 1 © F,,_; kiimesinin 68eleri 1 ©®
Pn_1 = {pm1, ..., Pmaom—2} gibi siralanabilir. Ayrica, 1 @ P,,_; kiimesinin elemanlari

{@m.1, -y @mom—2} gibi ters sdzciik sirasina gore siralanabilir. Boylece

Py, = {am,i = DPm,i - Qm,i € 1o Pm—l} U {am,2m*2+z’ = qm,i - Gm,i € 1& Pm—l}

elde edilir. O halde, F,,; kiimesinin tiim 68eleri siralanabilir.

Ayrica apg = (1,...,1), ame = (1,...,1,2), Ve @y 9m-1 = (m) oldugu da gozlemlenebi-
lir.

4.2.1. Pozitif Bir Tamsayiin Renk Kompozisyonlari

Agarwal (2000) ¢calismasindaki tanimda n-renk kompozisyonundaki bilesenlerin konumu

gz ardi edilmistir. Bilesenin kompozisyonlardaki konumlarina gore kompozisyonlari

72



BULGULAR VE TARTISMA B. AL

renklendirmek istenirse, n-renk kompozisyonu kavramini Tanim 4.57 daki kavrama ge-

nellestirmek gerekmektedir.

Tanim 4.57. n pozitif bir tam sayt ve «, B renk kiimeleri olsun (« kiimesi, n boyutundaki
parcanin v, rengini alabilecegi anlanina gelir). m tamsayinin kompozisyonunun n bo-
yutundaki ilk kismi o, rengini ve n boyutundaki diger kisimlart [3,, rengini altyorsa bu

kompozisyon (o — (3)-renk kompozisyonu olarak adlandirilir.

Simdi renk kompozisyonlari i¢in bir algoritma verelim.
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Algoritma 2 Bir pozitif tamsaymin P[_] kompozisyonlarindan n-renk kompozisyonlari-

nin C'C[_] kiimesini dondiiren algoritmadir.

procedure COMP(P[_]: Bir tamsayinin matrisi; CC[_]: Dizi matrisi)
Local variables: a, k, [, C[_] : integer;
Local variables: s : string;
k,l < 0;
s+ "7
while 0 < P[k + 1] do
s < s+ to_string(P[k]) +7_1+";
Clk] + 1,
k++;
end while
Clk] < 1;
s < s+ to_stringP[k] +7_17;
CCOl] + s;
while 0 < a do
a <+ 1;
b,k + 0;
while 0 < P[k do
while C[k] < P[k] do
k++;
end while
a<+k—1,;
while C[k] = P[k] do
k++;
end while
b+ k—1;
end while
Cla] + +;
if C[b] = P[b] then

14— a+1;
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And we need to put some additional text between. ..

Algoritma 2 (Devami)

while 0 < P[5][l + 1] do
Cli] + 1;
1+ +;
end while
end if
t <+ 0;
s <"
while 0 < P[k + 1] and 0 <= a do
s < s+ to_string(P[k]) +7_" + to_string(C[k]) + " +
t++;
end while
if 0 <= a then
s < s+ to_stringP[k] +7_" + to_string(Clk]);
end if
[+ +;
CCll| « s;
end while

end procedure
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Implementasyon 2: Herhangi bir pozitif tamsayinin kompozisyonu icin bir C++
implementasyonu ve 6rnek olarak 9 tamsayisinin (3, 2, 4) kompozisyonlarinin

renklendirmesinin bulunmasi.

%% C++ code

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
#include <windows.h>

using namespace std;

int main (void)

{

int nj;

int P[7]={ 3,2,4,0, 0,0,0 };
int C[7];

int a=1;int k=0;

int b=-1;
int 1=0;
k=0;

while (0<P[k+1]) {
Clkl=1;
cout<<" "<<P[k]<<"_ 1 4+ "; k++;
}
Clk]l=1;
cout<<" "<<P[k]<<"_ 1 ";

while (0<=a) {
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while (0<P[k]) {
while (0<P[k] && C[kI<P[k]){ k++;}
a=k-1;
while (0<P[k] && C[k]==P[k]){ k++;}

b=k-1;
}
Clal]++;
cout<<"\n " ;
if (P[b]==C[b]) {int i=a+l; while (0<P[i] ) {CI[i]=1;1i++;}
}
int t=0;

while (0<P[t+1] && O<=a ) {
cout<<" "<<P[t]<<"_ "<C[tl<<" + ", t++; )

if (0<=a ){ cout<<" "<<P[t]<<"_ "<<C[t]<<" ";}

Tanim 4.58. Bir m tamsayimn (o« — [3)-renk kompozisyonlarimin birlestirilmesiyle elde

edilen desene, m’nin (o — (3)-deseni denir.

Bu tamim, Agarval (2000) kaynagindaki n-renk kompozisyonunun bir genellemesidir.
Simdi bir tamsayinin («— 3)-renk kompozisyonlarinin sayisinin ve bir tamsayinin (o — (3)-
deseni tizerinde durulacaktir. (4.1) esitligi ile bir tamsayinin (o — /3)-renk kompozisyon

sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu ve (o — [5)-desenleri arasindaki iligkiler elde edilecektir.

Teorem 4.59. «, ( renk kiimeleri olsun. Eger T' (B, x) bir tamsayimn (3-renk kompozisyo-
nunun sayisimn iirete¢ fonksiyonu ve S(«, x) o’min eleman sayust icin bir iirete¢ fonksi-

yonu ise, o zaman (o — [3)-renk kompozisyon sayisinin iirete¢ fonksiyonu
T(a,p,x) = S(a,2)(1+ T (5, z))

dir.

Ispat T(3,n), bir n tamsayisinin S-renk kompozisyonunun sayisi olsun. 7(3, ) nin bir
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tamsayinin 3-renk kompozisyonu sayisinin iirete¢ fonksiyonu oldugunu varsayalim,
T(8,z) =Y  T(B,n)a".
n=1
(4.1) esitliginden

T(o,B,n+1) = T (B,n)+ Z a1, T(B,n—y)
y=1

n+1

= ZayT(ﬁan"‘ 1—-y)
y=1

ve boylece

oo n+l

T(Oé,ﬁ,l?) = a1$+ZZQyT(ﬁ7n+1_y)xn+1

n=1 y=1

= Z Z OéyT(ﬂ, n— y)xn

— Zanx"(1+ZT(ﬁ>n)$n)
= S(o,z)(1+T(8, 1))

elde edilir. ]

Teorem 4.59 kullanilarak, bazi iyi bilinen 6zdeslikler yeniden elde edilebilir ve her-
hangi bir renklendirme kuralina sahip kompozisyonlarin sayilari icin iirete¢ fonksiyonu

elde edilebilir.
1) a=pise T(a, f,z) = T(B, x) olur ve buradan

T(B,2) = 5 f(g{j)@

sonucu elde edilir.

2) a, ( renk dizisindeki her parca bir renk alabilir (yani « = § = {1, 1,...}). Bu, po-
zitif tam sayilarin S-renk kompozisyonlarinin sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonunun,
pozitif tamsayilarin kompozisyonlarinin sayisi icin iirete¢ fonksiyonu ile ayni ol-

dugu anlamina gelir,
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ve boylece Teorem 4.59 den

T(Bo) = o

pozitif tamsayilarin kompozisyon sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonudur. Bu nedenle,
pozitif bir m tamsayisimin kompozisyon sayisinin 2™~ ! oldugu yeniden elde edil-
mistir.

Teorem 4.60. m pozitif bir tam sayt ve T,,(«, 5) (T, (), swraswyla) (o, 5)-renk kompo-

zisyonlarimn ((3)-renk kompozisyonlari) sayist olmak iizere

dir.

Ispat m pozitif bir tam say1 ve T}, (cv, 8) (T},(3), sirastyla) («, 3)-renk kompozisyonla-

rinin ((3)-renk kompozisyonlari) sayisi olmak iizere

T(3.7) = 3 Tu(f)a"
T(Oé,ﬁ,l’) = ile(Oé,ﬂ)l’m,
Sla,z) = iozmxm
m=1

Teorem 4.59 ve serilerde Cauchy ¢arpimi yardimiyla
Tapa) = (£ awm) (14 £ 1)
m=1 m=1
00 m—1
= 5 (ant T @) o
m=1 i=1

elde edilir. z katsayilarini kargilagtirarak

elde edilir. ]

Sonug 4.61. [ renk kiimesi olsun. O zaman pozitif bir m tam sayisinin [3-renk kompozis-

yonlarimin T,, () sayust i¢cin ézyineleme bagintist

dir.
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Ispat Teorem 4.59 de es deger olan renk kiimeleri secilirse, yani o = 3 segilirse, m

pozitif tamsayist i¢in 7,,,(3) = T,,,(«v, 5). Boylece

elde edilir. O

4.2.2. Pozitif Bir Tamsayimnin n-renk Kompozisyonlari

m pozitif tamsayisi i¢in 1 ® P,,_; kiimesinin elemanlari, birinci kismi1 1 ve digerleri
(m — 1) tamsayisinin kompozisyonu olan m kompozisyonlaridir ve dolayisiyla 1 ® P,
tarafindan iiretilen n-renk kompozisyonlarinin sayist £, o dir. Bunlar Sekil 4.5 deki gibi

yapilir ve sirasina gore birlestirilirse m x Fs,, o boyutlu A,, sekli olusturulur.

F2m-2

Sekil 4.5. 1 © P, ve 1 & P, kiimeleri tarafindan olusturulan dikdortgenlerin boyutlari.

Diger yandan, 16 P, kiimesinin elemanlari, m tamsayisinin ilk bileseni hari¢, m—1
tamsayisinin kompozisyonlarinin bilesenleriyle aymi sirada olan m tamsayisinin diger
kompozisyonlaridir. m tamsayisinin n-renk kompozisyonlarinin sayis1 F5,, oldugu igin,
1 & P,,_1 kiimesi tarafindan iiretilen n-renk kompozisyonlarinin sayisi £5,, 1 olur. Daha
sonra 1 P, kilmesindeki siralama kullanilarak ve Sekil 4.5 deki gibi 1 & P, tarafin-
dan olusturulan n-renk kompozisyonlar birlestirilerek, Sekil 4.5 in altindaki m x Fj,,,—1
boyutuna sahip dikdortgen B5,, elde edilir. 1 & F,,_; kiimesindeki diizen nedeniyle, B,,
deseninin B,,  icerir. Ayrica, Sekil 4.5 deki her bir adimin uzunlugunun Fibonacci say1-

lar1 oldugu ve dolayisiyla alanlarinin oraninin altin oran oldugu gozlemlenir. n tamsayisi
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biiytidiik¢e dikdoretgenlerin alanlar1 altin orana yaklagsmaktadir. Yani

. Bn, 1++/5
im — =
m—oo A, 2

dir.

(4.1) esitligi kullanilarak, pozitif bir m tam sayisinin n-renk kompozisyonlarinin bir
deseni yapilabilir. (4.1) esitli8i nedeniyle, m tamsayisinin n-renk kompozisyonlarinin de-
seninin m — 1 tamsayisinin n-renk kompozisyonlarinin desenini igerir. Olusturulan de-

sendeki her adimin uzunlugu Fibonacci sayilaridir.

Sekil 4.6. 2, 3, 4 ve 5 tamsayilarinin n-renk kompozisyonlarinin desenleri.

Pozitif tamsayilarin kompozisyonlarinin bilesenlerine farkli renklendirme kurallari
uygulanarak bunlarin farkli oriintiileri elde edilir ve sayilari icin iirete¢ fonksiyonlar1 bu-
lunabilir. Teorem 4.59 kullanilarak, pozitif tamsayilarin herhangi bir renk kompozisyonu-

nun sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonlart bulunur.
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4.2.3. Pozitif Bir Tamsaymn Ilk Bileseni Tek Renk Olan Renk Kompozisyonlar

Bu bolimde, o = {1,1,1,1,...,1} ve (3 pozitif tam sayilar kiimesi oldugunda yani ilk
bileseni bir renk alirken, & biiyiikliigiindeki diger kisimlar &k renk alabiliyorken, pozitif
tamsayilarin (o — ()-renk kompozisyonlari ele alinacaktir.

Pozitif bir m tamsayisi renk kompozisyonuna gére (1 ® P,,) ve (1 & P,,) kiimeleri
tarafindan olusturulan ilk kisimlar1 beyaz renk alip ve k biiyiikliigiindeki diger bilesenler

k renk alan desen iizerinde de calisilacaktir.

Teorem 4.62. Pozitif bir m tamsayisimin, ilk bilesenleri bir renk ve k biiyiikliigtindeki

diger bilesenleri k renk alabilen renk kompozisyonunun sayist, m. tek Fibonacci sayisi

Fgmfl dir.

ispat a = {1,1,...,1} ve B pozitif tam say1 kiimesi olsun. Bu, ilk par¢anin bir renk
oldugu ve k£ boyutundaki diger parcanin & rengi alabilecegi anlamina gelir.

T

S(a,z) =

11—z
ve boylece T'(3, x) pozitif tamsayilarin renk kompozisyonlarinin sayilart i¢in iirete¢ fonk-
siyonudur. Teorem 4.59 den

.T—IQ

T(a,B,2) = T—aer 2“7 20° + 52° + 132" + 342° + 892°....
— 3zt

tirete¢ fonksiyonu elde edilir. Pozitif tamsayilarin ilk bileseni bir renk, £ biiyiikliigiindeki
diger kisimlari k-renk alabilecek sekilde renk kompozisyonlarinin sayisini iireten fonksi-
yondur. Ayrica T'(«, 3, z) tek Fibonacci sayilari igin tirete¢ fonksiyonu oldugundan ispat

tamamlanir. O

Bir m tamsayinin 1® P, ve 16 P, kiimeleri tarafindan olusturulan elemanlara odakla-
nilacaktir. 1 ® P, kiimesinin elemanlari, ilk kismi beyaz ve digerleri (m — 1) tamsayisinin
n-renk kompozisyonu olan m tamsayisinin bazi renk kompozisyonlarini iiretir ve dolayi-
styla bu renk kompozisyonunun sayilart F5,, » dir. Benzer sekilde 1 & P, kiimesinin

elemanlar1 da digerlerini olusturur ve bu nedenle bunlarin sayis1 F3,, 3 olur.

Ornek 4.63. 5 tamsayisiun renk kompozisyonlarimn sayisinin renklendirme kuralina

gore 5. tek Fibonacci sayusi 34 tiir.
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Sekil 4.7. 5 tamsayisinin ilk bileseni beyaz olan renk kompozsiyon deseni.

4.2.4. Pozitif Bir Tamsayimin Palindrom Renk Kompozisyonlari

Bu boliimde renklere gore palindrom olan kompozisyonlar iizerine ¢alisilacaktir.

3 ten bilyiik pozitif bir tamsay1, bir ¢ tamsayisi i¢in a = (¢,2,¢) veya a = (¢, 1,¢)
kompozisyonuna sahiptir. ¢ boyutundaki parcalar ¢ rengini alabilir ve ortada olan parga-
lardan hem 2 hem de 1 renk alabilir. Bu durumda z’in deseni renge gore palindromdur ve

2 parcalarinin palindrom rengini elde ederiz.

Tamim 4.64. Bir tamsaywmin palindrom renk parcalanist ile renk kompozisyonuna bir tam-

sayinin palindrom renk kompozisyonu denir.

Palindrom renk kompozisyonlarinin sayilariyla olusan dizi {c, }2° , ile gosterilsin ve
bu dizinin bazi terimlerini hesaplamak kolaydir; ¢; = 1,c0 = 2,¢c3 = 4,¢4 = 8,¢5 =
17, .... Buna kargilik gelen dizi OnLine Encyclopedia of Integer Sequences’ta (OEILS) bu-
lunmamaktadir (Sloane 2023).
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i

Sekil 4.8. (7,5, 10) i¢in palindrom renk kompozisyon deseni.

Teorem 4.65. Palindrom renk kompozisyonlarimin sayusi icin iirete¢ fonksiyonu

22—zt —1

=z
20+ a2 — 243 + 25 — 1

pe(x)
dir.

Ispat Parcanin palindrom renginin tanimi nedeniyle, palindrom renk kompozisyonlarinin

parcalari i¢in renk kiimesi
a=F={ag=m=a3=ay=1l,a5 =05 =2,y =ag =3...}

seklindedir. Pozitif tamsayilarin iirete¢ fonksiyonu

= ; xT
1 = —
i; (x — 1)
dir. Bu iirete¢ fonksiyonu kullanilarak
oo 3
- 2i41 -
1 = —,
i:zl (22 — 1)
00 4
- 242 x
1 = —
izzl (22 —1)°

elde edilir. Boylece

Sla,r) = z+a*+ Y ™+ 3 it
=1 =1
ot — 2?1

et ) (@17

~—~
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elde edilir. Daha sonra Teorem 4.59 ile palindrom renk kompozisyonlarinin sayilari igin

tirete¢ fonksiyonu
-zt —1
T =
(o B,7) x2x+x2 — 23 4+ 25 —1

seklinde elde edilir. O

Teorem 4.66. m > 4 olmak iizere palindrom renk kompozisyonlarimin 6zyineleme bagin-
tis1

Cm = Cm—5 — 2Cmf3 + Cm—2 + 2¢1
seklindedir, burada co = 1,c1 = 1,c0 = 2,c3 =4,¢c4 = 8.

Ispat Palindrom renk kompozisyonlarinin sayilari icin iirete¢ fonksiyonu

22—t —1
T
20 + 12 — 223 + a5 — 1

o .
= > .
i=1

pe(r) =

Buradan

r+a? -2 +2° 1) Y ' =a2° —2° — 2
i=1

ve boylece

5 5 5 )
Z QCm,lxm -+ Z Cmfgl'm — Z 2Cm,31'm -+ Z(Zcm,l + Cp—2 — 2Cm,3 + Cm,5>$m
m=2 m=3

oo

= E ™ + 23— 2® — .

m=0

Yukaridaki denklemin her iki tarafindaki = katsayilar1 esitlenerek
C1 = 1,C2 = 2,63 :4,04 =38
bulunur ve
Cm = 2Cm—1 + Cp—2 — 2cm73 + Cm—5

Ozyineleme bagintis1 elde edilir. U

Sonug 4.67. m > 4 olmak iizere pozitif bir m tamsayisinin palindromik renk kompozis-

yonlarinin c,, sayisi igcin rekiirans bagintist
Hli—1

2

m—1
Cm = 9 Cm—i

p>

1

dir.
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Ispat Polindromik renk kompozisyonlarinin tanimi geregi, renk kiimesi

—1
B={B, = HmTH : m pozitif tamsay1}

seklindedir. Sonu¢ 4.61 dan m pozitif tamsayist i¢in ¢,, = ¢,,(3) elde edilerek ispat

tamamlanir. O

4.2.5. Palindrom Kompozisyon Kiimeleri

Bu kisimda, pozitif tamsayilarin palindrom kompozisyonlarinin kiimesini, palindrom kom-
pozisyonlariin sayilari i¢in lirete¢ fonksiyonu calisilacaktir.
m ve ¢ pozitif tamsayilar olmak iizere, C,,,, m pozitif tamsayisinin bir dizi palindrom

kompozisyon kiimesi olsun.

(1-Pn) = {(a,i,a):x € Py} ={(a1,...,an,0,0n,...,a1) : a1 + ... + a, = m}

(1o Py) = {(a,i,i,a):a € Pn}={(a1,...,an,1,4,an,...,a1) : a1 + ... + a, = m}

seklinde iki kiime tanimlansin. 7, j pozitif tamsayilar ve i # jise (i - P,) N (io Py,) =0
oldugu kiime tanimlarindan gozlemlenir. Simdi pozitif bir tam sayinin palindrom kompo-

zisyon kiimesini karakterize edilecek ve kiimedeki eleman sayisi incelenecektir.

Teorem 4.68. m pozitif tamsayisinin palindrom kompozisyon kiimesi

Comt1 = UZ,((2i4+1) - Ppi)

Com = (UL (20 Poy)) U (UL (i 0 Pri))
dir.

Ispat m pozitif tam say1 olmak iizere,

1) Esitligin sol tarafinin sag tarafta oldugunu gostermek yeterlidir. a € Cy,,,11 alinsin ve
boylece a = (aq, ..., an, Y, @y, ..., a1) burada 2(a;+...+a,)+y = 2m+ 1 dir. Bu nedenle
bazi i leri¢in y = 2i + 1 ve boylece a; + ... + a,, = m — i. Buradan a € (y - P,,,_;) .

i) a = (t1,...,t;) € Cop. | = 2i+ 1ise baz1 j ler igin a = (t1,...,1;, 27, t;, ..., 11) ve
ti+ ..+t =m—j.Buradan a € (2j - P,,_;). Diger yandan, [ = 2i ise baz1 j ler i¢in
a=(t1,....tic1, 3, J,tic1, . t1) vety + ...+ t;1 + 7 = m.Buradana € (jo P,,_;). O
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Desen olusturmak i¢in C5,,, ve Cs,,, 11 kiimelerinin elemanlari i¢in siralama bagintisina
ihtiyag vardir. Ilk olarak, sdzciik sirast P, kiimesinin {ay, 1, ..., Gy, 2m—1 } uygulanabilir.

a € Capy1 olsun. Sonra bir pozitif tam say1 i ve a = (@i j, i, am—; ;) olacak sekilde
bir ay,,—; ; € P,—; eleman1 vardir ve a elemant as,, 1 ; ; ile gosterilsin.

Simdi a € Cy,, olsun ve dolayisiyla ¢, j pozitif tam sayilar1 ve a,,—;; € P,,—; ele-
mant vardir, dyle ki @ kompozisyonunun formu ya a = (am—_i;,,%, apn_;) yada a =
(@m—ij, 20, am—; ;) dir. Sonra a, sirasiyla aoy, 41, V€ Gam1,i2:; olacak sekilde numara-
landirilsin. Dizin sozciik sirasina gore siralanirken C'y,,, ve Cy,,, 11 kiimelerinin tiim 6geleri
stralanir.

Simdi amag¢ hem palindrom kompozisyonlarinin hem de renk palindrom kompozis-
yonlarinin sayist i¢in iirete¢ fonksiyonlarinin genel durumu arastirilmaktadir. Bu nedenle
genel form icin asagidaki notasyonlara ihtiyag¢ vardir;

Palindromik tipte eksen degisimini gosteren sayilarin iirete¢ fonksiyonu x(z) olsun.
Yani x(z) = % a;x® dir. Burada a; merkezdeki de8isim sayisin1 gosterecektir.
Palindromik tzii)ote kanatlarin degisimini gosteren sayilarin iirete¢ fonksiyonu P(x) olsun.
Yani P(x) =1+ Ozo: b,z™ ve bdylece b,,, n tamsayisinin palindromik tiiriindeki kanatlarin
sayilaridir. -

Palindrom sayilar icin iirete¢ fonksiyonlarin genel formunu elde etmek igin y(x) ve

P(z) fonksiyonlarinda yeni fonksiyonlara ihtiyag vardir:

Pb(z) = > bix*,  xb(z) = > az*,
1=0 i=1

xo(x) = > agi1z®, xe(x) = ayz®.
= i=1

=0

Bu serilerin Cauchy carpimlari ile asagidaki ifadeler elde edilir,

xo(x)Pb(x) = > i1 2% > br? = > (Z a2i+1bm_i> zm,
i=0 i=0 m=0 \i=0

xe(z)Pb(z) = > ag; 2 > br? = > (Z a%bm_i) 2",
i=1 i=0 m=1 \i=1

xb(2)Pb(z) = S a® Y ba* =Y (Z aibmi) ",
i=1 i=0 m=1 \i=1

Artik palindrom kompozisyonlari i¢in x(x) ve p(x) iirete¢ fonksiyonlarina gére yeni iire-

te¢ fonksiyonlar1 bulunabilir.
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Teorem 4.69. Yukaridaki iiretec fonksiyonlarina gore palindrom kompozisyonlar icin iire-
te¢ fonksiyonu

pal(z) = Pb(x) [x(z) + xb(x)]
dir.

Ispat pal(x) = > °° | a,a" iireteg fonksiyonu olsun. Teorem 4.68 den, herhangi bir n
tamsayisi icin hem aw,, hem de aw,, 1 hesaplanir. Boylece

o [oe)
pal(z) = Y o2+ 1Y agz®”

n=1 n=0

= (Z 2iPm—i + 2:1 CLij—j) 22 4+ 2 3 (Y agip1pm—i) 2™
j:

=1 \i=1 m=0 i=0

3

e(x)Pb(z) 4+ xb(z) Pb(x) + = [xo(z) Pb(x)]
e(z)Pb(x) + xb(x)Pb(z) + = [xo(x) Pb(z)]

Il Il Il
N =

Il
T

b(x) [xe(x) + zxo(x) + xb()]
b(x) [x() + xb(x)]

esitlikleri elde edilir. U

Teorem 4.69 ile pozitif bir tamsayinin palindrom kompozisyonlarinin veya n-renk

palindrom kompozisyonlarinin sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu bulunacaktir.

Teorem 4.70. Palindrom kompozisyonlarimin sayiart igin iirete¢ fonksiyonu

2¢ + 1
T
1 — 222

np(x) = = x4+ 22 + 22° + 4o + 42°...

dir.

Ispat Palindrom kompozisyonlarindaki kanat sayilari icin iirete¢ fonksiyonu

B r—1
S —1

P(x) =1+x+22% +42% + 8% + ...

dir. Palindrom kompozisyondaki eksen degisimini gdsteren say1 1 dir ve bu nedenle iireteg

fonksiyonu
x

:1—:E

dir. Teorem 4.69 den palindrom kompozisyonlarinin sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu

:x+x2+x3—l—x4+x5—l—...

x(z)

20 +1

np(x) = T o
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dir. O

Palindrom kompozisyonlar ile elde edilen bu say1 dizisi OnLine Encyclopedia of In-

teger Sequences’ta (OEIS) 2” 5] dizisine karsilik gelmektedir (Sloane 2023).

4.2.6. n-renk Kompozisyon Kanatlar

Bu kisitmda amag Fibonacci sayilari ile renk palindrom kompozisyonlari arasindaki iligki-
leri bulmaktir. Once tam sayinin palindrom kompozisyonlarini, orta kistm tek renk olacak

ve kanatlar n-renk kompozisyon olacak sekildeki kompozisyonlarin sayisi arastirtlacaktir.

Teorem 4.71. b,,, m tamsayismin orta kismu bir renk ve kanatlart n-renk olan renk pa-
lindromlarin kompozisyonlarinin sayisi olsun. O halde

i) bani1 = Famy1,

ii) by, = 2F5, 1.

Ayrica bu sayilar icin iirete¢ fonksiyonu

00 0 0

§ § : 2 § 2 1
bmxm = 2 Fgmflﬂl m + F2m+1.fl,’ mt

m=2 m=1

(2x + 1)(x—x3§
(@2 +t—1)(x2—2—1)

dir.

Ispat m pozitif tam say1 olmak iizere, b,, sayilar1 ve bu sayilarin iirete¢ fonksiyonu ayri
ayr1 hesaplanarak ispat iki kisimda yapilacaktir;

a) Ilk olarak sayilar hesaplanacaktir
Comi1 = U (20 + 1) - Py U{(2m + 1)}

ve boylece ((2i+1)- P,,—;) kiimesinin renk palindrom kompozisyonlarinin orta kisimdaki
tek renk ve k biiyiikliigiindeki diger kisimlarin & renk aldigina gore sayis1 Fy(,—;) dir. O
halde ortadaki kisim tek renk diger kisim k& renk alacak sekilde 2m + 1 lik palindrom

kompozisyonlarinin b, 11 sayisi 2(m —i) indisli Fibonacci sayisinin toplamidir. Buradan

bam+1 = ZFQ(mfi) +1= ZFQi +1=Fopy1.

=1 i=1
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Benzer sekilde

Clm = U [51(2i - Po_y) U (i 0 Pru_i)] U{(2m)} U {(m, m)}

ve boylece

m—1 m—1

bom = 2 (Z Fom—s + 1) =2 (Z Fo + 1) =2F5,4.
i=1 i=1
Buradan
bom = Z Fom—iy + Z Fotm—iy =2 Z Foy = 2F5,

i=1 i=0 i=0

elde edilir.

b) Bu kisimda iirete¢ fonksiyonu hesaplanacaktir ki Teorem 4.69 deki iirete¢ fonksi-
yonlarim aragtirmak yeterlidir. O zaman renklendirme kuralina goére Teorem 4.69 deki

tirete¢ fonksiyonlari

IQ

1—22

x(a) = T ve xb(x) =

seklindedir.
Kanatlardaki n-renk palindrom kompozisyonlarinin sayilar i¢in iirete¢ fonksiyonu,
cift Fibonacci sayilarindan biridir. Buradan

33'2

P =1t T

Teorem (4.69) ile, n-renk palindrom kompozisyonlarinin sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu

2) " Fomo12™ 4 ) Fompa™ ™ = Ph(x) [x(x) + xb(z)]

m=1 m=1
(22 + 1) (x — 23)
(@24 —1)(22—2—1)
= x4+ 227 +22° + 42t + 52° + 1025 + 1327 + ...
seklinde hesaplanarak ispat tamamlanir. U

Bir tamsayinin orta kismu bir renk ve kanatlar1 n renk olan renk palindromlarin kom-
pozisyonlarinin sayisi ile elde edilen say1 dizisi {1,2,2,4,5,10,13,26,34, ...} OnLine
Encyclopedia of Integer Sequences’ta (OEIS) bulunmamaktadir (Sloane 2023).

Renk katalogundaki renkler kullanilarak pozitif bir tamsayinin n-renk palindrom kompo-

zisyonlarinin deseni elde edilebilir.
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Ornek 4.72. 7 ve 9 icin n-renk palindrom kompozisyon kanatlarimin desenleri

F,=13

Fe=21

Sekil 4.9. Orta kismu tek renk olacak sekilde 7 ve 9 un n-renk palindrom kompozisyon

kanatlarinin desenleri .

Teorem 4.73. Renk palindrom kompozisyonlarimin sayilari igin iirete¢ fonksiyonu

4+ 32+

dir.

Ispat n-renk palindrom kompozisyonlarinin sayilarinin iirete¢ fonksiyonu bulmak igin,
n-renk palindrom kompozisyonlarindaki kanat sayilar1 ve n-renk palindrom kompozis-
yonlarindaki eksen degisimini gosteren sayilarin iirete¢ fonksiyonlart bulunmalidir.

n-renk palindrom kompozisyon tanimi geregi, eksen pozitif tam sayiya gore degisir
ve bu nedenle n-renk palindrom kompozisyondaki eksen degisimini gosteren sayilar i¢in
tirete¢ fonksiyonu

x(z) = ﬁ =1+ 22 + 32° + 4o’ + 52° + 62° + 72" + ...
-

dir. Diger yandan, n-renk palindrom kompozisyonlarinda kanat sayilar1 i¢in iirete¢ fonk-
siyonu, ¢ift Fibonacci sayilaridir. O halde

LEQ

_ 2 4 6 8

Pb(z) =1+
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dir. Teorem 4.69 ile n-renk palindrom kompozisyonlari i¢in iirete¢ fonksiyonu

cpi(z) = Pb(z) [x(z) + xb(z)]

2+ 3%+

rt — 312 +1

= 4327 +42° + 921 + 112° + 242° + 2927 + 632° + 7627 + ...

elde edilir. ]

Bir tamsayinin renk palindrom kompozisyonlariyla elde edilen say1 dizisi
{1,3,4,9,11, 24,29, 63, ...} OnLine Encyclopedia of Integer Sequences’ta (OEIS) bulun-
mamaktadir (Sloane 2023).

Teorem 4.68 kullanilarak, n-renk palindrom kompozisyonunun deseni ¢izilebilir.

Ornek 4.74. 7 tamsayisinin renk palindrom kompozisyon sayisi 29 ve 9 tamsayisinin renk

palindrom kompozisyon sayisi yukaridaki teoremde belirtildigi gibi 76 dir.

29

Sekil 4.10. 7 ve 9 tamsayilarinin renk palindrom kompozisyon deseni.

4.2.7. Kanatlarda Ilk Kisimlar1 Beyaz Diger Kisimlari n- renk Olan Kompozisyon-

lar

Bu kisimda Teorem 4.68 kullanilarak, kanatlarda ilk kisimlar1 beyaz renk alacak ve &
boyutlu diger kisimlar £ renk alabilecek sekilde tamsayinin renk palindrom kompozis-

yonlarinin sayis1 hesaplanacaktir. Bu sayilar i¢in iirete¢ fonksiyonu arastirilacaktir.

Teorem 4.75. Kanatlarda ilk kisimlart beyaz, k biiyiikliigiindeki diger kisimlar k renk ve
orta kistmlar tek renk alacak sekilde m pozitif tamsayinin renk palindrom kompozisyon-

larmmin sayisi c,, olsun. O halde
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i) Coms1 = Fom + 1,
ii)Com = 2Fom o + 2

dir. Bu sayilarmn iirete¢ fonksiyonlari da

Z Cpx™ = 2 Z(Fgm_Q + 1)z + Z(Fzm + 1)z?mH!
m=1 m=1 m=1

At 4 223 — 222 — x
26 —dxt + 422 — 1

dir.

Ispat m pozitif tam say1 olmak iizere ispat iki kisimda yapilacaktr,

a) Ilk olarak sayilar hesaplanacaktir.
Comi1 = U (20 +1) - Ppy) U{(2m + 1)}

bu nedenle ((2i + 1) - P,,—;) kiimesinin renklendirme kuralina gore renk palindrom kom-

pozisyonlarinin sayist F(,,_;)_1 dir. Buradan

m—1 m
Com+1 = Z Fom—iy-1+1= Z Fo1+1=Fo, +1
i=0 i=1

dir. Benzer sekilde
Com = U [17:11(22’ -Py,_)U(io Pm,i)] u{@2m)}u{(m,m)}

ve boylece

m—1 m—1
Com = 2 <Z Fom—i—1 + 1> =2 (Z Foi1+ 1) = 2F3,_5+2

i=1 =1
elde edilerek sayilar hesaplanir.
b)Bu kisimda iirete¢ fonksiyonu elde etmek i¢in Teorem 4.69 deki iirete¢ fonksiyo-
nundan yararlanilacaktir. O zaman renklendirme kuralina gére Teorem 4.69 deki iirete¢

fonksiyonu

i 1'2

- " () = ——
x(z) TR (x) 1=
dir. n-renk palindrom kompozisyonlarindaki kanat sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu, tek

Fibonacci sayilaridir. Buradan

x? — ot

Pole) =1+ g
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dir. Teorem 4.69 den n-renk palindrom kompozisyonlarinin sayilar: icin iirete¢ fonksi-

yonu
Y cr' = Pb(x) [x(x) + xb(x)]
i=1
= 2) (Fama + D)™ + ) (Fym + 12>
_ 4;14::— 203 — 222 —w "
b — 4ot 4+ 422 — 1
seklinde hesaplanarak ispat tamamlanir. U

Bir tamsayinin kanatlarda ilk kisimlar1 beyaz, diger kisimlar n renk ve orta kisimlar
tek renk alacak sekilde pozitif tamsayinin renk palindrom kompozisyonlarinin sayisi ile
elde edilen say1 dizisi {1,2,2,4,4, 8,9, 18,22, ...} OnLine Encyclopedia of Integer Sequ-
ences’ta (OEIS) bulunmamaktadir (Sloane 2023).

Ornek 4.76. 7 ve 9 icin ilk kisumlart beyaz ve orta kisimlar tek renk alacak sekildeki renk

palindrom kompozisyonlarinin deseni asagidaki gibidir:

F,3+1=9

H__

7

2.3+1

N

9

2.4+1

Fya+1=22

Sekil 4.11. 7 ve 9 icin ilk kisimlar1 beyaz, k boyutundaki diger kisimlar k renk ve orta

kisimlar tek renk alacak sekildeki renk palindrom kompozisyonlarinin desenleri.
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Teorem 4.77. [k kismi beyaz, k biiyiikliigiindeki digerleri k rengini alan palindrom kom-
pozisyonlarimin sayilarini veren iirete¢ fonksiyonu
x — 22° — 62t — 2 + 322

8 — 50 +8x4 —bHx2 + 1
= x4+ 327+ 423 + 92* + 102° + 2125 + ...

cpa(x) =

dir.

Ispat Benzer sekilde ilk kismi beyaz, k boyutundaki digerleri % rengini alan palindrom
kompozisyonlarda kanat sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonlarinin bulunmasi yeterlidir ve &
boyutundaki kisimlar1 £ rengini alan palindrom kompozisyonda eksen degisimini goste-

ren sayilardir.

X(2) = 755 Xb(z) = 75
P(z) =1+ 52 Pbx) = 1+ 550

Teorem 4.69 den, iirete¢ fonksiyonunu

cpa(r) = Pb(z) [x(x) + xb(w)]
x(3x+a? +1) (1 —22?)
(224z2—-1)(22—z—1)(x—1)%(z+1)°
= o+ 3% +42% + 92% + 102° + 2125 + 2327 + 4828 + 54a” + ...

elde edilir. O

Bir tamsaymin ilk kismi beyaz diger kisimlar1 » renk alan palindrom kompozisyon-
larinin sayilariyla elde edilen dizi {1, 3,4,9, 10, 21, ...} OnLine Encyclopedia of Integer
Sequences’ta (OEIS) bulunmamaktadir (Sloane 2023).

Ornek 4.78. 7 ve 9 tamsayilarimin ilk kismu beyaz olan palindrom kompozisyonlarinin

deseni asagidaki gibidir:
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Sekil 4.12. 7 ve 9 tamsayilarinin ilk kismi1 beyaz, £ boyutundaki digerleri £ rengini alan

palindrom kompozisyonlarinin deseni.

4.2.8. Kanatlarimin Parcalari Renk Palindrom Olan Kompozisyonlar

Teorem 4.79. Parcalari renk palindromu olan palindrom kompozisyonlarimin sayilari icin

lirete¢ fonksiyonu

Qx4 —af—aT—2%—1
202 4 x4 — 226 + 210 — 1

cps(z) = =2+ 207 + 22° + 4zt + 52° + 925 + ..

dir.

Ispat Teorem 4.69 ile palindrom renk kompozisyonlarinda kanat sayilari ve parcalar:
palindrom renkleri olan palindrom kompozisyonunda eksen degisimini gosteren sayilarin
tirete¢ fonksiyonlarinin belirlenmesi gerekmektedir. Teorem 4.65 ispatiyla, tirete¢ fonksi-

yonu
—22+ 2t +1
(x—l—l)(oz;—l)2

P() = x(x) = 2

dir. Buradan
xt—a8—1
202 + x4 — 226 + 210 — 17

Pb(z) = 1+ 2*
Teorem 4.69 den iirete¢ fonksiyonunun

2 +ad—ab -2 —2%—1

np(x) = Pb(z) [x(z) + xb(z)] =« 912 4 44 — 946 £ £10 _

oldugu gozlemlenir. O
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Parcalar1 renk palindrom olan kompozisyonlarin sayilari ile elde edilen dizi
{1,2,2,4,5,9,11,19, ...} OnLine Encyclopedia of Integer Sequences’ta (OEIS) bulun-
mamaktadir (Sloane 2023).

Ornek 4.80. 22 tamsayisimin parcalart renk palindrom olan kompozisyonlardan biri icin

desen asagidaki gibidir:

Sekil 4.13. 22 tamsayisinin parcalar1 renk palindrom olan kompozisyonlardan biri.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda pargalanis teorisinin alt bagliklarindan olan kompozisyonlar i¢in yeni
bagint1 ve esitlikler elde edilmistir. Pozitif bir tamsayinin kompozisyonlarinin incelenmesi
icin yeni islemler tanimlanmigtir. Bu islemler yardimiyla yeni kiimeler ifade edilmistir.
Kompozisyonlar ile ilgili bagka caligmalarda gézlemlenmeyen bu kiimeler kompozisyon-
lara farkl1 bir bakis agis1 ile kompozisyonlarin pargalarina kisitlamalar getirmekte kolay-
lik saglamigtir. Kompozisyonlarin parcalari i¢in; bilesen sayisi, bilesen biiytikliigii icin iist
sinirlandirma, bilesenlerinin tek tamsayisi, palindromik bilesenlerden olugsmasi gibi kisit-
lamalar getirilmistir. Pozitif bir tamsayinin kompozisyonlarini belirleyen implementasyon
yazilmistir.

Pozitif bir tamsayinin kompozisyonlarinin bilesen biiyiikliigii icin bir iist sinir belir-
lenerek bu kisitlamay1 saglayan kompozisyon sayilari ile Fibonacci sayilari, Tribonacci
sayilari, Tetranacci sayilar1 elde edilmistir. Daha genel bir ifadeyle n-nacci sayilar1 goz-
lemlenmigtir. Pozitif bir tamsayinin kompozisyonlarinin bilesen biiyiikliigii i¢in bir iist
siir belirlenerek elde edilen parca sayilarina tez calismasinda tanimlanan ¢arpim fonk-
siyonunun uygulanmasi ile say1 dizileri elde edilmistir. Bu say1 dizilerinden biri ¢ok iyi
bilinen Jacobsthal say1 dizisidir. Pozitif tamsayilarin kompozisyonlar: ile yapilan aras-
tirmalarda literatiirde var olan ve olmayan say1 dizileri elde edilmistir (Bu say1 dizileri

OnLine Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS) ta arastirilmasgtir.).

* n pozitif tamsayisinin bilesen biiyiikliigii kisitlamasina gore kompozisyon sayilari

incelenirken asagidaki sayi dizileri elde edilmistir;

n tamsayisinin bileseni en fazla 2 olan kompozisyon sayilari iyi bilinen Fibonacci

dizisini yani {1, 1,2, 3, 5,8, 13, ...} dizisini vermektedir (Teorem 4.26).

n tamsayisinin bileseni en fazla 3 olan kompozisyon sayilar1 Tribonacci dizisini
yani {1,1,2,4,7,13,24, 44, ...} dizisini vermektedir (Teorem 4.26).
n tamsayisinin bileseni en fazla 4 olan kompozisyon sayilar1 Tetranacci dizisini

yani {1,1,2,4,8 15,29, 56, ...} dizisini vermektedir (Teorem 4.26).

* n pozitif tamsayisinin bilesen biiyiikliigii kisitlamasina gore kompozisyonlarinin

carpim toplamlar1 incelenirken asagidaki say1 dizileri elde edilmistir;
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n pozitif tamsayisinin bileseni en fazla 2 olan kompozisyonlarinin ¢arpim toplam-
lariile {1,3, 5,11, 21, ...} dizisi yani Jacobsthal say1 dizisi elde edilmistir (Teorem
4.32). Bu say1 dizileri literatiirde var olmakla birlikte kompozisyonlarla da elde
edilen dizilerdir. Fakat n tamsayisinin bilesen biiyiikliigii kisitlamasina gore kom-
pozisyonlarinin carpim toplamlari incelenirken literatiirde olmayan say: dizileri de

elde edilmistir.

n tamsayisinin bileseni en fazla 3 olan kompozisyonlarinin ¢arpim toplamlar ile
literatiirde bulunmayan {1, 3,8, 17,42, 100, 235, ...} dizisi elde edilmistir (Teorem
4.32).

 n pozitif tamsayisinin bilesen sayis1 kisitlamasina gére kompozisyon sayilar ince-

lenirken asagidaki say1 dizileri elde edilmistir;

n pozitif tamsayisinin bilesen sayis1 2 olan kompozisyonlarinin sayisi pozitif tam

say1 dizisini yani {1,2,3,4,5,6, ...} dizisini vermektedir (Onerme 4.37)

n tamsayisinin bilesen sayisi 3 olan kompozisyonlarinin sayisi iicgensel say1 dizi-

sini yani {1, 3,6, 10, 15,21, 28, ...} dizisini vermektedir (Onerme 4.37).

n tamsayisinin bilesen sayisi 4 olan kompozisyonlarinin sayisi iicgen piramitsel

say1 dizisini yani {1,4, 10, 20, 35, 56, 84...} dizisini vermektedir (Onerme 4.37).

* n pozitif tamsayisinin bilegen sayis1 kisitlamasina gore kompozisyonlariin ¢carpim

toplamlar incelenirken asagidaki say1 dizileri elde edilmistir;

n tamsayisinin bilesen sayist 1 olan kompozisyonlarinin ¢arpim toplamlari pozitif

tam say1 dizisini yani {1, 2, 3,4,5,6, ...} dizisini vermektedir (Teorem 4.40).

n tamsayisinin bilesen sayis1 2 olan kompozisyonlarinin ¢arpim toplamlari tiggen
piramitsel say1 dizisini yani {1, 4, 10, 20, 35, 56, 84...} dizisini vermektedir (Teorem
4.40). Bu say1 dizileri literatiirde var olmakla birlikte kompozisyonlarla da elde
edilen dizilerdir. Fakat n tamsayisinin bilesen sayis1 kisitlamasina goére kompozis-
yonlarinin ¢arpim toplamlari incelenirken literatiirde olmayan say1 dizileri de elde

edilmistir.

n tamsayisinin bilesen sayisi 3 olan kompozisyonlarinin ¢arpim toplamlari ile lite-

ratiirde bulunmayan {1, 6, 21, 56, 126, 252, ...} dizisi elde edilmistir (Teorem 4.40).
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n tamsayisinin bilesen sayis1 4 olan kompozisyonlarinin ¢arpim toplamlari ile lite-

ratiirde bulunmayan {1, 8, 36, 120, 330, 792, ...} dizisi elde edilmistir (Teorem 4.40).

* n pozitif tamsayisinin tek kompozisyonlarimin sayilari tek Fibonacci sayilarindan
olusan diziye tekabiil ederken n tamsayisinin tek kompozisyonlarinin ¢arpim top-
lamlari literatiirde bulunmayan {1,1,4,7,15,32,65, ...} say1 dizisini vermektedir

(Teorem 4.49).

* n pozitif tamsayisinin palindrom renk kompozisyonlarinin sayisiyla literatiirde bu-

lunmayan {1,2,4,8,17,35,73,151, ...} dizisi elde edilmistir (Teorem 4.65).

 Palindrom kompozisyonlar ile elde edilen bu say1 dizisi OnLine Encyclopedia of

Integer Sequences’ta (OEIS) 2!/ 3| dizisine karsilik gelmektedir.

* Bir tamsayinin orta kismui bir renk ve kanatlar1 n renk olan renk palindromlarin
kompozisyonlarinin sayist ile literatiirde bulunmayan {1, 2, 2,4, 5, 10, 13, 26, 34, ...}

dizisi elde edilmistir (Teorem 4.71).

 Bir tamsayinin renk palindrom kompozisyonlariyla literatiirde bulunmayan

{1,3,4,9,11,24,29,63, ...} dizisi elde edilmistir (Teorem 4.73).

* Bir tamsayinin kanatlarda ilk kisimlar1 beyaz, diger kisimlar n renk ve orta kisim-
lar tek renk alacak sekilde pozitif tamsayinin renk palindrom kompozisyonlarinin
sayist ile literatiirde bulunmayan {1,2,2,4,4,8,9,18,22, ...} dizisi elde edilmistir
(Teorem 4.75).

 Bir tamsayimin ilk kism1 beyaz diger kisimlart n renk alan palindrom kompozisyon-
larinin sayilariyla literatiirde bulunmayan {1, 3,4, 9, 10, 21, ...} dizisi elde edilmis-
tir (Teorem 4.77).

* Parcalar renk palindrom olan kompozisyonlarin sayilari ile de literatiirde bulunma-

yan {1,2,2,4,5,9, 11,19, ...} dizisi elde edilmistir (Teorem 4.80).

Kompozisyonlar ile elde edilen say1 dizilerinin yani sira kompozisyonlar i¢in renklen-

dirmeler yapilmistir. Kompozisyon renklendirmesini veren implementasyon yazilmustir.
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Kompozisyon desenleri olusturulmustur. Bu desenlerin diizenlerinde de Fibonacci say1-
lar1 gozlemlenerek altin oran belirtilmistir. Pozitif bir tamsayinin kompozisyonlar1 aragti-
rilirken tanimlanan islemler yardimiyla ardisik iki sayidan biiyiik olan sayinin kompozis-
yonlari kiiciik olan sayidan tiretilmektedir. Ardigik sayilarin kompozisyonlarinin desenleri
olusturuldugunda her bir sayinin deseni kendinden biiyiik ardil sayinin deseni icerisinde

yer almaktadir.

-

nsmunJe8 ur, 4

nsmunJof ur,”y

nsmunJof ur, "y

Sekil 5.14. Her bir sayinin deseni kendinden biiyiik ardil sayinin deseni igerisinde.

n tamsayisinin biiylik ve kiigiik dikdortgenleri arasinda ki oran, n tamsayisi biiyii-

diikce altin orana yaklagir.
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FE n-2

Sekil 5.15. Desenlerin icinde altin oran.
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