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OZET

GENELLESMIS KAYMANIN DOGURDUGU iKi-PARAMETRELI
BESSEL-TIiPLI POTANSIYELLER UZERINE

Recep KAHRAMAN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damsman: Prof. Dr. Simten BAYRAKCI DOGAN
TEMMUZ 2023; 37 sayfa

Bu tezde Laplace-Bessel diferansiyel operatorii
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tarafindan iretilen genellesmis kayma operatoriiniin dogurdugu iki parametreye baglh
Bessel potansiyelleri dedigimiz bir operatorler ailesi tanimlanmistir. Daha sonra bir dal-
gacik doniisiimil yardimiyla bu operatorler icin ters belirleme formiilleri elde edilmistir.
ANAHTAR KELIMELER: Bessel potansiyelleri, Dalgacik tipli doniisiim, Laplace-Bessel

diferansiyel operatorii, Ters belirleme formiilleri.
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ABSTRACT

ON BI-PARAMETRIC BESSEL-TYPE POTENTIALS GENERATED BY THE
GENERALIZED TRANSLATION

Recep KAHRAMAN

MSc Thesis in MATHEMATICS
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In this thesis, a family of operators called Bessel potentials, which depend on the two
parameters generated by the generalized shift operator associated with the Laplace-Bessel

differential operator
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is defined. Then, with the help of a wavelet transform, the inversion formulas for these
operators are obtained.
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ONSOZ

Klasik Fourier harmonik analiz ve onun uygulamalarinin énemli teknik araclarindan
olan Bessel potansiyelleri, / birim operator ve A Laplace diferansiyel operatorii olmak
tizere, (I — A) diferansiyel operatoriiniin negatif "kesirsel" kuvvetleri olarak yorumlanan
girisim tipli integral operatorlerdir. Klasik Fourier analizinde oldugu gibi Fourier-Bessel
analizinin de temel teknik araglarindan biri genellesmis kaymanin (Laplace-Bessel kay-
masinin) dogurdugu Bessel potansiyelleridir.

Bu tez ¢calismasinda Laplace-Bessel diferansiyel operatorii Ag

N n
0?2 2u+1 0 0? 1
AB—Z(axf o axk)+ 2 (”'f>—§”f—17""N)

k=1 k=N+1 "k

ile iligkilendirilen genellesmis kaymanin dogurdugu Bessel potansiyellerinin bir genel-
lesmesi olan iki parametreye bagh girisim tipli integral operatorler ailesi tanimlanarak
uygun bir yarigrubun iirettigi dalgacik (wavelet) tipli bir doniisiim yardimiyla s6z konusu
potansiyeller i¢in ters belirleme formiilleri bulunmustur.

Calisma boyunca kiymetli zamanini ve degerli bilgilerini benden esirgemeyen danis-
manim Sayin Prof. Dr. Simten Bayrak¢t Dogan’a ve boliim hocalarima, maddi manevi
benden desteklerini esirgemeyen aileme, bu siiregte yanimda olan arkadaglarima ve de-

gerli bilgilerini paylasan arkadagim Giildane Yildiz’a tesekkiir ederim.

il



ICINDEKILER

OZET . . . . . i
ABSTRACT . . . . e 11
ONSOZ . . . . 11l
AKADEMIK BEYAN . . . ... .. v
SIMGELER VE KISALTMALAR . . . . ... ... ... ... ... ... ... vi
1. GIRIS . . . . . 1
2. KAYNAK TARAMASI . . . . . e 3
2.1. Fourier Harmonik Analizinin Baz1 Temel Kavramlart . . . . . .. .. .. 3
2.2. Klasik Gauss-Weierstrass ve Poisson Cekirdekleri . . . . . . ... .. .. 6
3. MATERYAL VEMETOT . . ... ... . ... .. .. 10
3.1. Fourier-Bessel Analizinin Bazi Tanim ve Kavramlarn . . . . . . ... .. 10
3.2. Genellesmis Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass Cekirdegi . . . . . . . . 12
3.3. Iki-Parametreli Bessel Cekirdegi, Yar1 Grubu ve Ozellikleri . . . . . . . . 14
4. BULGULAR VETARTISMA . . . . . . . . . . . 23
4.1. Iki-parametreli Bessel Potansiyeli Ve Ozellikleri . . . . . ... ... .. 23
4.2. Iki-parametreli Bessel Potansiyelinin Tersi . . . . . ... ........ 26
5. SONUCLAR . . . . . . 33
6. KAYNAKLAR . . . . . . e 35
OZGECMIS

I\



AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans olarak sundugum “Genellesmis Kaymanm Dogurdugu Iki-Parametreli
Bessel-Tipli Potansiyeller Uzerine ” adl1 bu caligmanin, akademik kurallar ve etik deger-
lere uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez ¢alismasinda bana ait olmayan tiim bilgile-
rin kaynagini gdsterdigimi beyan ederim. -

07/07/2023
Recep KAHRAMAN

0 o



SIMGELER VE KISALTMALAR
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GIRIS R. KAHRAMAN

1. GIRIS

Fourier harmonik analizinde Fourier serileri, Fourier doniistimleri, potansiyel tipli integ-
ral operatorler, singiiler integraller, maksimal operatorler ve cesitli fonksiyonel uzaylar
onemli rol oynamaktadir. Baz1 diferansiyel operatorlerin negatif kesirsel kuvvetleri ola-
rak yorumlanan potansiyel tipli operatorler arasinda en dnemlileri Riesz, Bessel ve Flett
potansiyelleridir.

Klasik Bessel potansiyellerinin Fourier doniisiimii dilindeki ifadeleri
(Te) (@) = (L+ [2) "2 (p) (2), = €R",0<a < o0

esitligi ile verilir ve /—birim operator ve A—Laplace operatdrii olmak iizere (I — A)
operatoriiniin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanir. Bessel potansiyelleri, Sobolev
uzaylar1 ve baska fonksiyonel uzaylarin genellestirilmesinde 6nemli rol oynamaktadir.

Fourier harmonik analizinde Laplace diferansiyel operatorii ile iligkili Oklid kaymasi
yerine Bessel diferansiyel operatorii ile iligkili Bessel kaymasi alinirsa Fourier-Bessel
harmonik analizi elde edilir. Fourier-Bessel harmonik analizinde Bessel veya Laplace-
Bessel diferansiyel operatorleri ile ilgili calismalar Delsarte (1938) ile baglamis ve Le-
vitan (1951), Kipriyanov (1967), Lyakhov (1983), Trimeche (1997), Gadyiev ve Aliev
(1988), Guliev (2003), Bayrakci (1998), Sezer, Bayrak¢i, Yildiz, ve Kahraman (2022) ve
bircok matematikg¢i ile devam etmisgtir.

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii

N n
0% 2wp,+1 0 0? 1
AB—Z(axi-l- I'k (7:Ek>+ Z 8_5E£7 (Vk>_§7k—1,-..7N)

k=1 k=N+1

olmak iizere genellesmis kaymanin dogurdugu Bessel potansiyelleri
F(T@)(x) = (L+]al?)*2F,(0)(x) = (I = Ap)™*?f(z), 0<a < oo

seklindedir.

Gecmisten giiniimiize Fourier veya Fourier-Bessel harmonik analizinde arastirma-
cilar i¢in potansiyel operatoriiniin tersini belirleme ilgin¢ problemler arasindadir. Stein
(1961,1971), Lizorkin (1970), Wheeden (1968), Samko (1984), Rubin (1986, 1996), Aliev
ve Bayrakci (1998) ve bircok matematik¢i potansiyellerin terslerini belirlemede hipersin-

giiler integral teknigini kullanmigtir. Bunun yaninda Rubin (1999) tarafindan tanimlanan

1



GIRIS R. KAHRAMAN

Rubin ve Aliev (2009, 2001, 2005, 2008) tarafindan gelistirilen siirekli dalgacik tipli do-
niisiimler vasitasiyla Fourier veya Fourier-Bessel analizinde Riesz, Bessel ve Flett potan-
siyelleri icin ters belirleme formiilleri bulunmusgtur.

Bu tez ¢alisgmasinda ilk N-degiskene Bessel ve (n — N) de8iskene Laplace diferansi-
yel operatorii uygulanarak elde edilen ve yukarida tanimlanan Laplace-Bessel diferansiyel
operatorii A ile iligkilendirilen genellesmis kaymanin dogurdugu Bessel potansiyelleri-
nin bir genellegmesi olan iki parametreye bagh By ; operatorler ailesi tanimlanmigtir. Bu

ailenin Fourier-Bessel doniisiimii dilindeki ifadesi
F (B} s0)(x) = (L+|2|*) P F(p)(2) = (I + (=Ap)"?)Pp(x)

bicimindedir. Dolayisiyla calismamizda genellesmis kaymanin dogurdugu iki paramet-
reye bagl Bessel potansiyellerinin uygun bir yarigrupla iliskilendirilen dalgacik tipli do-
niisiim kullanilarak tersleri elde edilmistir.

Tez, Kaynak taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma ve Sonug¢ boliimlerin-
den olugmaktadir. Kaynak taramasi boliimiinde Fourier analizinin temel tanim ve kavram-
lart verilmistir. Materyal ve Metot boliimiinde ilk olarak Fourier-Bessel analizinden ge-
rekli kavramlar, genellesmis kaymanin dogurdugu Poisson ve Gauss-Weierrass ¢ekirdek-
leri elde edilmistir. Ardindan iki parametreli yarigrup tanimlanip 6zellikleri incelenmistir.
Bulgular kisminda ise Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu iki paramet-
reye bagli Bessel potansiyellerinin tersi uygun bir dalgacik tipli doniisiim kullanilarak

elde edilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Fourier Harmonik Analizinin Bazi Temel Kavramlari

Tezimizin bu ilk kisminda ileride gerekli olacak reel analizin ve Fourier harmonik analizi-
nin bazi temel tanim ve teoremlerini ifade edecegiz. Klasik Poisson ve Gauss-Weierstrass
cekirdeklerinin elde edilislerini verecegiz. Ispatsiz verilen teoremlerin ispatlarina yanla-
rinda verilen kaynaklardan ulagabiliriz. Temel tanim ve kavramlar i¢in Folland (1984),

Grafakos (2008 — 2009) ve Stein (1971) kaynaklarina bakilabilir.

Teorem 2.1. (Folland (1984)) (Fubini Teoremi) (X, M, i) ve (Y, N ,v) o—sonlu olgiim

uzaylart, |1 X v ise M x N iizerinde y ve v nin ¢arpimi olsun. Eger f : X xY — R

fonksiyonu ji x v dlgiimiine gore integrallenebilir ise h.h.x € X i¢in [ f(z,y)dv(y) ve
'

h.hy €Y igin [ f(x,y)du(z) integralleri sonludur ve
X

[t = [{ [ @i ) ae) = [ | [ @i | aw

XxY X Y

esitligi saglanir.

Teorem 2.2. (Folland (1984)) (Integraller Icin Minkowski Esitsizligi)
(X, M, ) ve (Y, N, v) o—sonlu ol¢ciim uzaylari ve o(x,y) , M x N él¢iilebilir fonk-
siyon ve p > 1 olmak iizere integraller icin Minkowski esitsizligi

p

[ [1etwalay) | du) < J{ 1ot | a)

X Y Y X

bicimindedir.

Teorem 2.3. (Folland (1984)) (Lebesque baskin yakinsama teoremi) (X, M, ) olgiim

uzaywnda { f,,} olciilebilir fonksiyonlar dizisi ve f fonksiyonu verilmis olsun.
lim f,(z) = f(x), h.h.x € X

ve
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olacak sekilde X de integrallenebilir ¢ fonksiyonu var olsun. Bu durumda f fonksiyonu

X de integrallenebilirdir ve asagidaki esitlik saglanir:

lim fn dx_/f

n—o0

Tanim 2.4. n—boyutlu Oklid uzayt R™ = {x = (x1,...,1,) : @1, ...,7, € R} ve R"

lizerinde Lebesque olgiimiinii oz oniine alalim. L, = L,(R™) - Lebesque uzayt
L,(R") ={ f: f:R" = R Lebesque olgiilebilir, || f||, < 00,1 < p < oo}

ve

11, = / f@)f de)t, de = duy...da,

seklinde tamimlanir. Ayrica p = oo ic¢in
Loo(R") ={f: f : R" = R Lebesque élgiilebilir, || f|| ., < oo}

ve

[fllo = ess sup |f(z)|

z€R™

bicimindedir. 1 < p < oo igin L,(R"™) uzayi tam - normlu uzay yani, Banach uzayidir.

R™ uzayinda her mertebeden siirekli kismi tiirevlenebilir fonksiyonlarin lineer uzayi
C>*(R") ile gosterilir. AyricaV x,y € R” i¢in z-y = Zn: TRy ve |z) = /23 + .+ a2
dir. Bundan bagka 0; = % notasyonu ile kismi tiirevi l:gzblsterecegiz. Yiiksek mertebeden
kismi tiirevler i¢in multi - index notasyonu kullanilir.

a = (aq, ..., a,) multi - index olmak iizere

n n a a1 8 Qn
= | = ! 0% = —
ol = 2 ou ot =] Lot (8x> (ax>

dir. z = (21,29, ...,2,) € R" olmak iizere

n
a ag
v =]
k=1

seklindedir.
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C* (R™) uzaymn bir alt uzay: olan S (R™)- Schwartz uzayini tanimlayalim. Bu
uzay her mertebeden tiirevlenebilir, kendisi ve tiim tiirevleri hatta polinomla carpilsa dahi

sonsuzlukta hizla sifira giden fonksiyonlarin normlu uzayidir. Schwartz uzay1
S = {1 € C% @) Il = sup (1+ o)V [0°F (0] < 0¥ N,
CEG n

seklinde tamimlanir. Ornegin R de f (z) = elal fonksiyonu Schwartz uzayina aittir.
Her mertebeden tiirevlenebilir , kendisi ve tiim tiirevleri (hatta polinom ile ¢arpilsa dahi)
hizla sifira giden (sonsuzlukta limiti sifir olan ) fonksiyondur. Kolayca goriilebilir ki R"™
de f(x) = e~*l fonksiyonu Schwartz uzayna ait degildir.

Schwartz uzay1 S (R™), L, uzayinda yogun oldugundan L, uzay1 i¢in test fonksiyon-
lar1 uzay1 olarak bilinir. Ayrica asagida tanimlayacagimiz Fourier doniisiimii Schwartz

uzayini, Schwartz uzayina tasir.

Tanmm 2.5. f € L; (R") olmak iizere f fonksiyonunun Fourier doniigiimii
fPN=F(f)\) = /f (z) e ™ dy, dr = dv, ..d,
Rn
ile tamumlamir. f € Ly (R™) igin

I/ e = esssup [f* (M)

AR
< csssup [ |f (o) | da = |1,
AER™
R™
oldugundan ", h.h.\ € R™ icin anlamlidur.
Fourier doniisiimiiniin baz1 6zellikleri asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.6. f € L; (R") olsun.
a) f’nin Fourier doniigiimii f" lineerdir.

b) h € R"icin o"f (z) = f(xz — h) olmak iizere
(O’hf)/\()\) :eme')\hf/\()\)

esitligi saglanir.

c) k # 0 olmak iizere (5kf) (x) = f (kx) olmak iizere
kA _l A i
(0°F) () =+ f (k)

5
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esitligi saglanir.
d) f " .. f™ e Li(R") vef, f,.., f™ . €S8 olsun. Bu durumda
(£ )" () = @rin)" f " (), m €N
ve

d™ f"(A)

FpCa ((—2mix)™ f )/\ (A), meN

dir.
e) f,g€ Li(R") olmak iizere

(fx9)" N =1"Ng" ()

dir.

2.2. Klasik Gauss-Weierstrass ve Poisson Cekirdekleri

Bu kisimda ¢alistigimiz konunun kapsamli ele alinmasi amaciyla klasik Gauss-Weierstrass
ve Poisson ¢ekirdeklerinin elde edilisini verecegiz.
flz) = el ¢ > 0,z € (R™) fonksiyonunun Fourier doniisiimiine Gauss-
Weierstrass Cekirdegi denir.
Once R’ de elde edelim ve f(z) = g~mae’ fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii bula-
m. f (z) = e ™ olmak iizere
F@) = (-20m) £ 2) ve f () = [ e

R
Ayrica

(/)" (x) = (2miz) f* (x)

oldugunu biliyoruz. Simdi f’nin Fourier doniisiimiiniin tiirevini bulalim:

(N (z) = %/f(t) eQwix-tdt:/dix (f (t) eﬂm‘x.t) gt

R

= [ (mit) e = (<2t £ (1) (0)
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olur. Bu kisimda f* (z) = g (z) diyelim ve ¢’ (z) = —2£g (x) diferansiyel denklemini

cozelim.
g (xr)  27x

9 () a
esitliginin her iki tarafindan integral alirsak

2 a?
1 S
ng(x)+ca 5
2
X
Ing(z) = ——+c
a
g(x) — 0367%

elde ederiz. Simdi buldugumuz bu sonucu [ (z) = g (z) esitliginde yerine yazalim:

2

)= [ ft)e =t = coe™ o
!

ve cy’yi bulabilmek i¢in x = 0 alalim. Buradan

cg_R/f(t) dt—R/e‘thdt— %

f/\ (.Z') — R/f (t) efZﬂix.tdt — %e"f

dir. R"de f (z) = e~mle* fonksiyonunun Fourier déniisiimiinii bulalim.

f/\ (Jj) — /eﬂat|2627rix.tdt

Rn

_ /6wa(t%+---+t%)6—27ri(x1t1+-~~+xntn)dt1 ..t

Rn
n n 9
_ 2 9. 1 _ Ty
_ H/e Watke 27rwcktkdtk _ H \/_6 -
a
k:lR k=1
1 a2
_= WG a

Boylece Gauss-Weierstrass Cekirdegi

ile bulunur.
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Simdi ise f (z) = e~?l#l | o > 0 fonksiyonunun Fourier dniisiimiiniin

_ / f(z)e @ g = ¢, a = 2.1)
Rn (@2 +[A[7) *
veE )
T (rtl
. <nfl)
T 2

Poisson Cekirdegi oldugunu gorelim. Bunun i¢in agagidaki esitligi kullanacagiz.

1 ooe v p?
A= € e Tdy, >0 (2.2)
\/_ VY

Bunun i¢in ilk olarak (2.1) esitli§ini o = 1 i¢in gosterelim.

(2.2) esitligini, Fubini teoremini ve Gauss-Weierstrass ¢ekirdegini kullanarak

47'r2|z\2

: 1 e’
—27|x| —27rza:.)\d _ —27ix. )\d d
€ € Xz — 4y T
\/7_TR[ J y /

f ) =

—

R”

Ct3I
<

2 2
7 |z| _ .
/e v e Ay dy

n

Si-
S

-
0\8 0\8 0\8
47

_7r2|z|2 .
/ e ” 6_27rm'/\d$ dy

n

n

- 2 xIn 2
Yy \Yy
1 o
— / y—|A” vy dy
0

elde ederiz. Bu son ifadeye degisken degistirme uygulayalim:

@
<

-

\+

y (L+A) =tvedt=(1+|\[)dy

Buradan

oo n—1

1 t 2 1
"N = / ‘t< ) dt
PG e

oo

1 1 g ndl
— e W/ gt
1+ ) )

_ () (”“) L — 2.3)
(L+ A7)

8
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elde edilir. Boylece Vo > 0 icin (2.3) gdzoniine alinarak

) = /62”0‘”62””"\@’ =yl =alz|,dy = a"dz -
R”’L
_ _ —_omi¥ — — —_omid
- n/e 27r|y|6 Zﬁla)\dy:Oé n/e 27r|y\e 27Tza.ydy
Rn R"

= O[_nﬂ'i(nTl>F <n—2+_1> 1 T
(+1aF)

«

— o (T <”+1>( o

2 ) (2 2P
2 ) (@24 NP

(2.1) Poisson Cekirdegi elde edilir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Fourier-Bessel Analizinin Bazi Tanim ve Kavramlari

Bu kisimda tezimiz i¢in gerekli olacak Fourier-Bessel analizinden temel tanim ve kav-

ramlar1 verecegiz. R" n-boyutlu Oklid uzay1 ve 1 < N < n olmak iizere
Ry, ={z=(a,2") eR", o' € RY, 2" e R"N, ay,20, -+ ,ay > 0}

uzayini tanimlayalim. v = (v, v9, - -+, vy) sabit tutulmus multi-index, k = 1,2,--- | N
icinvy > —1/2ve |v| =vy +vy+ -+ + vy olsun.

E C Ry, olgiilebilir kiimesinin Lebesgue 6l¢timii

v

|E|, = / (@) de ve ()T de = 222N gy - dy,

E

seklinde olsun. Ayrica RY; , uzayinda z-merkezli, r > 0 yarigapli yuvar
E(er)={y € Ry, o —y| <1}

seklinde tanimlansin. Orijin merkezli, » > 0 yaricapli yuvarin Lebesgue ol¢iimii ise

w(n,v,N)
B0, = ey
seklindedir ve burada w (n,v, N) = |E (0, 1)|, dir.

Lebesgue olgiilebilir fonksiyonlarin agirlikli Lebesgue uzay1 1 < p < oo olmak iizere

p

Ly = Lo (B%) =3 £l = | [ W @F @i <o
R+

. 2v+1 2 1 .
ile tantmlamir. Burada (/)% do = 23T 2N dy, - - - day, dir.

Ayrica genellesmis kayma i¢in

1T fll,, < 11, 1<p<oo, yeRY, (3.4)

bV —

veE

1% f = fll,, =0, [yl —0 (3.5)
saglanir. (Aliev , Bayrakci 1998 ; Levitan 1951)

10
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Tezimizde kullanacagimiz Laplace-Bessel diferansiyel operatorii

N

82 2Vk + 1 6 > - 82
Ap = < + + -—,
2o o) T 2 0w
ile tantmlanir. Burada vy > —1/2, k = 1,2,--- | N dir. Bu diferansiyel operator ilk V-

degiskene Bessel diferansiyel operatorii, n — /V degiskene de Laplace diferansiyel opera-
torii uygulanarak elde edilmistir.
Laplace-Bessel diferansiyel operatorii A g ile iliskilendirilen genellesmis kayma ope-

ratori ise

TV (o HWV’LL / /fa:yg,z—md(e)

seklinde olup

N

(@1 = ((@1,510)9, 5 (@NoUN)gy ) s (Tko Uk)g, = (27 — 2Tkyk cOSOr + ) ?

N
k=1,--- ,Nved, (0) = [] sin®* 6,d0 du.
k=1
Fourier-Bessel doniigiimii ve ters Fourier-Bessel doniigtimii ise z € RY, | olmak tizere

—i{z" y'") 2v+1
= / fy)e oy ijk zryk) () dy
RY .+

ve
(F,'f) (2) = c(n,v,N) (E.f) (2, —2")
ile tanimlanir.

Burada

N
c(n,v,N) = [2m)" " 22M T (vsr)] (3.6)
k=1

olarak ifade edilir. Ayrica (x”,y") = xyi1yns1 + -+ - + Tny, dir.
Jp (t), p > —1/2 fonksiyonu ise normallestirilmis Bessel fonksiyonu olup birinci tip

Bessel fonksiyonu ile iligkisi soyledir:
Jp ) =2T (p+ 1)t PJ,(¢), j,(0) =1, 0<t< 0. (3.7)

S (R’fm +), R’ + uzayinda Schwartz test fonksiyonlar1 uzay:r olmak iizere Fourier-Bessel
doniisiimii, S (R} ) uzaymnm bir otomorfizmidir ve ¢ € Ly, (R} ) radial ise F,¢ de

radial olur. (Zasorin 1986; Kipriyanov 1997)

11
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S (erv, +) uzayimdan alinmig fonksiyonlar i¢in genellesmis girisim operatorii

(f®g) (@ /f ) (TY9) (z) () dy, = € RY,

seklindedir. Genellesmis girisim asagida verilen Young esitsizligini de saglar:

1

1 1
H¢®¢HTV — HSOprHQ/}”qy? 1 <p,q,7”< Oove]_g—i_a: ;—i_]-

(Kipriyanov 1997).
Ayrica klasik Fourier doniistimiinde oldugu gibi Fourier-Bessel doniisiimii de genel-

lesmig girisim operatoriinii carpmaya doniistiiriir. Yani, f,g € S (R}tﬁ +) olmak iizere

E, (f®g) = (E.f)(Fg)

dir.
Tezde kullanilacak 6nemli araglardan biri olan genellesmis Hardy-Littlewood maksi-

mal operatorii

1 , oy
(ML) (@) = 09— [ T @) @)

E(0,r)

ile tanimhdir. M, f, 1 < p < oo i¢in (L, ,, L, )-glicli ve (L1, Ly, )-zay1f tiplidir. (Gu-
liev 1998, 2003, 2006)
Burada E (0,7) = {y € R} | : [z —y| > 0} vew (n,v,N) = |E(0,1)|, dir.

Bundan bagka genellesmis Minkowski esitsizligi, ¢ (z,y) fonksiyonu R7" x R} de

oOl¢iilebilir fonksiyon ve 1 < p < oo olmak tizere

/ o (2,y) dy / e -~

m n
Yy L R

seklindedir.

3.2. Genellesmis Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass Cekirdegi

Bu kisminda genellesmis kaymanin dogurdugu Abel-Poisson cekirdegini ve Gauss-Weierstrass

cekirdegini elde edelim. Bu iki ¢ekirdegi sirasiyla y € RY, , olmak lizere et ve ety

12
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fonksiyonlarinin Fourier-Bessel doniisiimlerinden elde edecegiz. Ik olarak F,, (e71"I) (z)

ifadesini hesaplayalim. Bunun i¢in

e_Z
S Bz,

:ﬁJﬁ

esitligini kullanacagiz. (Stein, Weiss 1971). Boylece

F, (eflyl) (z) = / oIl g—ita” y") HM Zaie) 21/+1 dy

n
RY +

k=1

N
1 e * 2 N
N Z ol /4Zd —i(z"y") | | . / 21/+1d
(& Z| e v (T
Ry L0

olur. Buradan (3.6) ve (3.7) ifadelerini gz oniine alip

n

H /e_y’%/426_mkykdyk dz

k=N+1 R

N o
H/ TG, () i
0

k=1

22 i _ 2
/e VAz ey dy — 2 [mze ™
R

\
00

/ y e T, (By) dy =

0
esitliklerini kullanarak (Gradshteyn, Ryzhik 1994)

51/
(2t>y+1

67’82/“; Ret >0, Rev > —1,

1 F(|V|+%)

V2T (1 )

-1 n 1
Fy () (2) = (Veln,v, ) 2vh3s
elde edilir. Bundan bagka

F, (7 () (2) = X E (£ ) (5) - A> 0

oldugundan o > 0 olmak iizere

. 1ol N+n+1 t
Rl (o) = (Ve ) 2 (e )
T (¢ + |z]%) ’

olur. Boylece, genellesmis kaymanin dogurdugu Abel-Poisson ¢ekirdegini

olv+2EFE N+n+1 t
—— T |y +

J(lz)5t) = en,v, N —

(3.8)

13
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seklinde tanimlariz. Tanimdan kolaylikla goriiliir ki

E, (po (I]51) (2) =, 2 € Ry, >0

dir.
Simdi de genellesmis kaymanin dogurdugu Gauss-Weierstrass ¢ekirdegini elde ede-

lim. Oncelikle

F,j<€_t‘y|2) (x) = / 6_t|y‘2€ i(z"y") H‘]Vk xkyk’ 2V+1 dy

Rn

= / H€ tyk]l/k (zeyr) 2 dys H e~ Wk eIk dy,

k=N+1
_ H/ tyk]Vk xkyk k+1dy H / tyke zxkykdyk
k=17 k=N+1"
olur. Boylece (3.6) ve (3.7) kullanilarak

n+N42|v| n—N —\:c\Q

Fl,(e_t|y‘2) (x) = ( c(n,v, N)>_1 272t 2 e &

bulunur. Genellesmis kaymanin dogurdugu Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi ise

nANt2l] _noN — a2

g (|z];t) = /e(n,v, N)2~ t7 2 e 4 (3.9

ile tanimlanir. Ayrica, F), (g, (|| ;1)) (z) = et ¢ >0, 2 € RY, . esitligi tanimdan

aciktir.

3.3. Iki-Parametreli Bessel Cekirdegi, Yar1 Grubu ve Ozellikleri

Tanmm 3.7. z € Ry, 0 <t < ocove( < 8 < oo olmak iizere Genellesmis kaymanin

dogurdugu iki-parametreli Bessel ¢cekirdegi
2 (|lzf5t) = Fu_l(e_tlym) () =c(n,v,N) / ~tlyl? ila" y") H]Vk Trt) 2u+1 dy
RY,

ile tamimlanir.

Goriiliir ki 8 = 1 igin w!’ (]x\ t) = p, (|z|; t) Abel-Poisson ¢ekirdegi ve § = 2 igin
(|x] :t) = g, (|z| ; t) Gauss-Weierstrass ¢ekirdegidir.
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Iki-parametreli wh (]m| t) Bessel ¢ekirdeginin (3.8) ve (3.9) ifadelerinde tanimlanan
Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass ¢ekirdeklerinde oldugu gibi acikc¢a bir ifadesi olmasa

bile baz1 dnemli 6zellikleri agsagidaki teoremde ispatlanmigtir.
Teorem 3.8. a) v,y € Ry |, 0 < < o0, 0 <8 < oo olsun. Buradan
B ()\ 2| ; Aﬂt) — /\—(2|V|+n+N)wl(/B) (Jz| ;1)

ve A = t~/% icin

n+N+2|v|

D)ty =t 7wl (VP |z];1). (3.10)
b)0 < B <2igin
w® (|| ;) > 0. (3.11)
c¢) =2k, k€ Nicin
D(lzl;t) € S (Ry,) - (3.12)

d)0< p<2yadaf =2k, k€ Nigin

/ w?® (2] t) (") de = 1. (3.13)

n
RNHr

Ispat r,y € Ry, 0 <t <oovel<f < ooolsun.

a)

6) ()\ ’JJ| , )\Bt) =C (n7 V, N) / 6—t)\ﬂ‘y|ﬂ )\LB” y// H jyk )\xkyk )2I/+1 dy

RN+

-+ (y = A"z, dy = \""dz doniigiimii yapilirsa) - - -

N
= c¢(n,v,N) / e_t’\ﬁ"\_12|ﬁei<)‘$”’rlzﬂ>Hj,,k ()\xk)flzk) (()\12),>2V+1 A "dz
R+ k=l
N
= N @PEEN)C (g p N / —tlal’ gita”2") H]”k (zedzr) (2) T dz
R} k=1
A~ (2\1/|+n+N (’JI| t)
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Burada 6zel olarak A\ = a*%olarak alinirsa
n |v|
B (|z| ,¢) =t~ w® (f% |x|,1>. (3.14)

b) 0 < 5 < 2 olsun. Bu durumda I.A Gobulov (1980) makalesindeki Bernstein teoremine

gore [0, 0o) lizerinde negatif olmayan, sonlu, 115 ([0, 00)) = 1 olan ve

o0

e = /e‘fzdug (€)

0

esitligini saglayan bir 14 Sl¢timii vardir. z = ¢*/7 |y|*yazarsak
eft\ylﬁ - /etQ/Béylzduﬁ (€) (3.15)
0

elde edilir. Buradan

D (fefst) = B () ()

(e 9]

= B fe 9 | @

0
00

= R () @ i (©

0
0

= c¢(n,v,N) /Fy (e_tQ/%'y‘Q) (2, —2") (x) dpg (§)

0

n+N+2\ |

00 e,
= Veln,v, N2~ / e T ) >0 (36
0

elde edilir.
¢) 8 =2k, k € N olsun.
e e g (R%Jr)

oldugundan

F () (@) = w (Ja)51) € Ry,

olur. Boylece w’™ (|| ;t); R™ tizerinde sonsuz piiriizsiiz ve hizla azalandir. Yani negatif

olmayan her k1, - - - , k,, ve my ... m,, tamsayilari igin
ml m Ptk (2k
li . n_- ¢ 0
i el e (el =
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esitligi saglanir.
d) 3 = 2k, k € Nolsun. (c) den elde edildigi iizere w'"" (]:z:\ t) € S (Ry ) oldugundan

wiP (|z|;t) € Ly, (RT]‘V7+) olur. Ayrica tanimdan

|2k

Fy (w (2] 58)) = e

oldugundan
al k
/ C8 (Ja| ;) e T Lo (@ra) ()" dae = e
R"l k:1
N+
seklinde yazilabilir. Son esitlikte y = (0,0, --- ,0) € RY , olarak alinirsa
/ 29 (|| 1) (@) dw = 1

RN+

elde edilir. Simdi 0 < 8 < 2 durumuna bakalm. w! (\x] t) ¢ekirdeginin tanimindan,

Fubini teoreminden ve (3.15) formiiliinden

/ wi? (Jal ;1) (2')Hda =

RN+

N
= / \{R/ e—t|y\5€i<x//7y/') H]Vk (wkyk) (y/)2u+1 dy (x/)QV'f‘ldl.

R, - k=1
oo , N
RY o [R% 4 0 k=1
_42/B l // // v v
= / / / € IPel” H]V}c mkyk 2 ! dy (m,)Q +1de d,uﬁ (f)
0 Ry, Ry,
= [ ] w2 el @ | dug )
0 \Ry .,
elde edilir.

/ wl(?) (|:L‘| ;tQ/Bg) (") dr =1

n
R+

17
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oldugundan
[ a2 = [y () =1
RY, 0
elde edilir. 0

Tamm 3.9. Genellesmis kaymanin dogurdugu iki-parametreli Bessel yartgrubu girisim
tipli bir integral operatirdiir. Soyle ki, iki-parametreli Bessel ¢ekirdegi wl’ (|£E| t), t >
0,8>0,z Ry, vefelL,, (]RN +) olmak iizere W%t f ile gosterilen iki-parametreli
Bessel yarigrubu

(ﬁ)f( ) = (wl(lﬁ)(‘.];t)@f) = / w,(,’B)(]y\;t)Tyf () (y/)QVde

n
RNHr

ile tamimlanir.
Bu integral operatoriin yarigrup 6zelligi

f=wPoOwe (3.17)

v, r+s

esitligin her iki yanindan Fourier-Bessel doniigtimii alinarak goriilir. Yani, z € RY | ve

s,r > 0 olmak iizere

E(WES) @) = o () @
e—r\x|66—5|1‘|6 (E,f) (z) = e—r\zlﬁ (FVWS(ﬁ)) (z)

Asagidaki teorem ile bu integral operatoriiniin bazi 6zelliklerini ispatlayalim.

Teorem 3.10. f € L, , (R?\H-) , 1< p<oo, =2k, keNyada( < p <2olsun. Bu
durumda
a)

Wit <e@ sl (3.18)

saglamir. Burada c () = / ‘w(ﬁ) (|| ,t)’ (2" dx dir. Yani iki-parametreli Bessel
Rn

integral operatorii W t v Ly (]R}’V +) uzaymda sinirlidir.
b)
lim (W;ﬁ) f> (2) = f (2). (3.19)

t—0t
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Burada limit hem L,— normunda hem de h.h.x € RY, | i¢in noktasal anlamdadur.

f € L, = Cy durumunda yakinsama diizgiindiir.

c) M, [ genellesmis Hardy-Littlewood maksimal operatorii olmak iizere

sup <Wy(€)f> (:1:)‘ <c(M,f)(x). (3.20)
£>0
d)
(6) _7L+N+2|1/\
sw |(WRr) @] <5 el fl,, . 1< p < 0. (3.21)
z€RY,
Ispat

a) Integraller icin Minkowski esitsizligi goz oniine alinirsa

HWV(Bt)f‘ . = / wﬁﬁ) (ly|;t) TVf (x) (y/)2u+1 dy
N+ .
P 1
< / / wl(/ﬁ) (ly| ;) TY f (x) (y/)Zqul dy (x/)2u+1 dr
RRTH— KI,.»,_
1
= / / ‘wgﬁ) (|y‘ ;t)}p ’Tyf (x)’p ($’)2V+1 dx (y/)2u+1 dy
R%Hr R%,+

< / 0 (] 1) / TVF @) ()2 de | ()2 dy
Ry + RV +
= e, / o (ly) )] ()2 dy
RR,,_,'_

elde edilir. Bu son ifadeye (3.14) bagintis1 uygulanarak ve (3.5) esitsizligi goz Oniine

19



MATERYAL VE METOT R. KAHRAMAN

alinarak
+N+2| | 1 v
=l [ (0 )| ) ay
RY, |
1 1
. <y:tﬂz’ dy:tﬂdz) e
+N+2|v| N 20+1
= ”Tnyp,yt_ B /‘w,(jﬁ)(]z\ 1 (H 1/ﬂzk w)tﬁdz
2lv] n 2\l/| v
P / 0 (|21 1)] (2% d
R+
< cB)IIfl,,
elde edilir.

b) Once lim,_,o+ (Wlfﬁt) f> (z) = f(x) limitini L, ,—normunda gosterelim. f € L, ,,
1<p<o0(Looy=0Cp),0<p<2yadaf =2k, keNise

/ W (2l £) (&) dr = 1

n
R+

oldugundan

(W) @) = £ (@) =
= [ Wl Gl 07 ) / f @)l (ol ) () dy

n
RY,+

olur. Burada integraller i¢in Minkowski esitsizligine gore

2v
[wis=s] < [ ol 010 = 1l 00" dy
RY +

_nEN+2py| _1 2w+1
= [l (el )| I = A1 )

RN,+

-(y :t_%z, dy:t_%dz>

n v| _

— / \wgm(yzy,n}HTa
R’n

/ ‘w |Z| 1 ‘HTO[ 1/32](' fH 2V+1dy

N+

(tl/ﬁ)ﬂ+N+2‘V| (Z/)2V+1 dy
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bulunur.
a~1/Bz
| 1| <20,
esitsizliginden ve

lim
a—0t

T |l =0

p’lj

oldugundan Lebesgue baskin yakinsama teoremi geregince

lim HWlfﬁ)f—f

a—0t

=0
p?l/

elde edilir.

¢) Bir ¢ € L, , fonksiyonunun

[ olal) ) do < o

RY 4+
kosulunu saglayan, azalan, pozitif ve radial p (|z|) majoranti varsa bu durumda her

fel,, (1<p<oo)ve

©. (37) — 87(n+N+2\u|)(p (éx)

icin

supl(g. ® 1) (@) < o, (Vo) (2) 62
olur. Bu ifadenin dogrulugu, Aliev ve Bayrakci (1998) makalesindeki Teorem 2.1° in
ispatina benzer sekilde kolayca goriilebilir. p (|z]) = w? (lz[;1), e = £ koyulup,
(3.14) ve (3.22) hesaba katilarak, her 0 < 5 < 2yada = 2k, k € Ni¢in

sup | (WD 1) (@)] < (M) ()

t>0

burada

c= / }w,(jﬁ) (2], 1)] (') dr < 0o
RY

dir. Gergekten de (3.16) esitliginde ¢ = 1 alinirsa goriiliir ki w” (]| ; 1) monoton azalan
ve 8 = 2k, k € Nigin w!” (lz];1) € S (R¥ ) oldugundan azalan, radial ve integralle-
nebilir bir majorant1 vardir.

d) Genellesmis girisim igin Young esitsizliginde » = oo durumu ve (3.14) esitligi goz

Oniine alinirsa

sup ‘(Wﬁﬁ)ﬁ (a:)’ = [l (-1:t)® £l ., < 1], [[0& (]38

xGR’](]Hr

1 1
__|__:1
q

qv "’
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Q=

£, /}w (|z|; t)| ()24 dx

N,+
1

7L+N+2|1/\ n+N+2\V| v

-+ 191, /\w (=13 )" (2
RY+

n+N+2| |

- 10 1 (15},
elde edilir. 0
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Iki-parametreli Bessel Potansiyeli Ve Ozellikleri

Tanim 4.11. Genellesmis kaymanin dogurdugu iki-parametreli Bessel potansiyeli, I +
(=Ap)*"? diferansiyel operatériiniin (—ov/3) kesirsel kuvveti olarak yorumlanur ve for-

mal olarak
Bisf = (I+(=25)"%) 7 1, f e S (Ry,)

ile tamimlamir. B = 1 ve B = 2 icin sirastyla, genellesmis kaymanin dogurdugu Bessel ve

Flett potansiyellerine karsilik gelir. Bu potansiyelin acik ifadesi soyledir:

17 dt
« _ a/B —tnf(ﬂ)
Buﬁf(x) - F(Oé/ﬁ) /t € v,t f(l’) t (423)
0

v,t

Burada {W(ﬁ ) f } operatorii genellesmis kaymanin dogurdugu iki parametreli Bessel
>0

yarigrubudur.
Asagidaki teoremle B} ; f potansiyelinin baglica 6zelliklerini kanitlayalim.

Teorem4.12. 1 <p < ocove f € Ly, olsun.
a) Vo, > 0icin
1805, < B, (4.24)

saglamr. Ozel olarak 0 < 3 < 2 icin ¢ (3) = 1 yazabiliriz.

b) By 5 f girisim tipli bir operatér olup v € RY , ve o, 8 > 0 igin
F, (B2 4f) () = (1 n |x|ﬁ>g F,(f), feS(Ry,). (4.25)
¢) Va, B > 0 igin By 5 operatorii S (RR, +) uzayinda bir otomorfizmdir. Yani
Bgs:S(Ry,)—SRY,)- (4.26)
d) 5> 0icin {Bﬁ‘ﬁf}azo ailesi yarigrup ozelligini saglar. Yani
Byr = ByuBy, (1,00 >0, B) g = E). (4.27)

ispat

1<p<ocove fel, (RRH) olsun.
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a) Potansiyelin tanimindan ve integraller i¢cin genellesmis Minkowski esitsizliginden

17 dt
B — ta/,B —t1r7(8) e
8271, = |gags [ e Wi @)
0 o
< /ta/ﬁ_le_t Wy(ﬂt)f(x)‘ th
9 p,
= [ (
F(Oé/ﬁ /5 H ‘p,y
= W@
p,v
elde edilir. (3.18) den
|wids| <e@ s,
oldugundan
182551, < cB) 151,

elde edilir. Ayrica Teorem 3.8 d) sikkina gore 0 < § < 2i¢in ¢ () = 1 olur.
b) f € S(R}(H) ve a >0, 3 > 0 olsun.

o B L [ oss o) g di
BENE@ = Bl o / R AR

e, (W T () (@) dt

T )O/’fa/ﬁletFu (@ (lyl ;1) @ f(y)) (x) dt
/ta/ﬁ 1ot —t|z|? (E,f) (x) dt

I'(a/P)

3

_ 5‘?) a/B-1, —t(1+]z|”)
T /¢ «

0

-(t:u(1+|x|ﬁ)  dt = du <1+|x|6>_1)

= % (1+ |ac|ﬁ)_1 (1+ |x|’8>1_a/ﬂ/ua/ﬂ_le_“du

0

— (1 + ]x|ﬁ> o (FLf) ().
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c)F,:S (]R?V’ L) =S (R’& . ) bir otomorfizm oldugundan ¢ € S (R’}V, ,) igin
o g\ ~*/? n
F, (Boae) () = (1+12°) " (Fp) (2), 2 € Ry,
saglanir. Burada her p € S (R}”‘m +) icin
o« -1 B 7a/ﬁ
Boaple) = B ((1+1:°) T (Fp) () ) (@)
saglanir. p € S (]R?V, +) oldugundan F,p € S (RR,? +) olur ve buradan
—a/p
(1+1°) ™ (Fe) () € 5 (R )
olur. Sonug olarak
1 5 —Oj/ﬁ n
FA((1+1°) 7 (Re) () () € S (Ry,).

d) B, = B;l;By?% oldugunu her iki taraftan Fourier-Bessel doniisiimii alarak

gorelim.(4.25) goz oniine alinirsa

) = (e k) 7 (R @)

v (Brsf)) (x)
elde edilir. Fourier-Bessel doniisiimleri esit olan fonksiyonlarin kendileri de esit oldugun-
dan
B = B
elde edilir. 0

By 5 iki-parametreli Bessel potansiyeli i¢in ters bulma formiilinde kullanacagimiz

Ap = .A,(f )go dalgacik tipli doniisiimii tanimlayalim.

Tamm 4.13. 1 6lgiimii [0, 00) araliinda tanimli sonlu Borel élgiimii ve ¢ € Ly, (R’]’V +)

olsun. Wy(ﬁt) @, iki-parametreli Bessel yarigrubu olmak iizere dalgacik tipli doniigiim

o

Ap = AP (.0 = (0D o) + [ (Wie) @aus) @29

0

ile tammlamir. Burada x € Ry, | ve s > 0 dir.
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AELB ) dalgacik tipli doniisiimiiniin ¢ € L,,, 1 <p < ooig¢iniyi taniml oldugu (3.18)

den ve Genellesmis Minkowski esitsizliginden kolayca goriiliir. Yani,

[e.e]

49 (.9, < [

0

Wide| dlul @) <@l liel,,

ve burada ||u| = [d|p|(t) < oo dir. Dolayistyla dalgacik tipli doniisiim ALB ), L,,
0

uzayimdan L,,, uzayma sirhdir. (Rubin 1999)

4.2. Iki-parametreli Bessel Potansiyelinin Tersi

Bu son kisimda amacimiz, yukarida tanimladigimiz dalgacik tipli doniisiimii kullana-
rak iki-parametreli Bessel potansiyelinin tersini belirlemek olacaktir. Potansiyelin tersini
belirlerken Rubin’in yontemini kullanacagiz. Oncelikle Rubin’in (1999) makalesindeki

Lemma 1.3’iin bir 6zel halini verelim.

Onteorem 4.14. 1 lciimii [0, 00) araliginda tamml sonlu Borel élciimii olsun. i l¢ii-

miiniin (6 + 1) . mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

S

1
1t :—/ — ) du (¢ 0 4.2
(11 p) (s) CEY (s =) du(t), s>0,60>0 (4.29)
0
seklinde tamimlansin. Ayrica
1
Ky (s) = - (I710) (s), (0 < s < 00) (4.30)

diyelim. p ol¢giimii asagidaki ozellikleri saglasin:

Bir v > 0 sayist icin

o0

/t“’d \p| () < o0 (4.31)

1

o

0
Bu durumda K, (s) fonksiyonu, azalan ve integrallenen majoranta sahip olup,

" 0o N
~ F(—H)/zedu(z), 0#1,2,3,--- ise
Gy = / Ky (s)ds = 0o (4.33)
0 (—1)*! %/zelnzdu(z), 0=1,2,3,--- ise
\ 0 J
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esitligi saglamr. Ayrica Ji ile p dlgiimiiniin Laplace doiisiimii gosterilirse, yani,

o0

o= / e dp ()
0

seklinde tamimlanirsa,

[e.e]

Cop = / 1700 (t) dt (4.34)

0
esitligi saglanir.

Onteorem 4.15. By 5 ve W,j(é) operatorleri L, = Ly, (]R”N#), (1 <p<o0; Lo, = Ch)

uzaylarinda degismeli operatorlerdir. Yani her f € L, , i¢in
B W f = W)Bg . f (4.35)
dir.

Ispat Her p € S (R?\,’ +) icin Bﬁ‘ﬁWlfi)go = W,,(ﬁ)[)’ﬁ‘ﬁgo esitligi, esitligin her iki tarafin-

dan Fourier-Bessel doniisiimii alinarak goriilebilir. Soyle ki,

F (B28) (2) = (1+ o) 7 (B (@)

ve
tlalB
F, (WD¢) (@) = () ()
oldugundan
e —5 - {l‘ﬁ
B (BeaWile) (@) = (14 1al”) " e (B )
ve

|9

F, (WiPBs0) (@) = e (14 127) 7 (Fp) ()

saglanir. Boylece her ¢ € S (R, ) igin
B Wi o = W BS s

saglanir. Ayrica S (R7V7 +) uzay1 L, , (]R}“LV, +) uzayinda yogun, By ; ve Wlfﬁt) operatorleri
L, , smrh oldugundan her ¢ € S (R}(,, +) icin yukaridaki esitlik, her ¢ € L, , i¢in

saglanir. Yani, Vf € L,,,, (1 < p < o00; Ly, = C)) icin
By sWii f = W7 B3 s f

dir. O
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Onteorem 4.16. (Stein-Weiss (1971)) (X, m) bir olgiim uzayt olsun. {Ts} . lineer ope-
ratorler ailesi L, (X, m), (1 < p < 00) uzayinda tanimlanmus olsun.
f € L,(X,m) olmak iizere sup |(T5f) (z)| = (I f) (x) diyelim ve T* sub-lineer
5>0

operatoriiniin zayif (p, q) tipli oldugunu, yani, Y\ > 0 icin

iy € X (TF) (2) > A} < (@)

saglandigini varsayalim. Eger X'in yogun bir alt kiimesinden alinmis her x i¢cin

lim (75) (+) = / (2)

saglanirsa, hemen hemen her v € X icin

lim (T3f) (x) = £ (x)
saglanir.

Onteorem 4.17. v > 1, a > 0, 8 > 0 olsun. Bu durumda

-
[
1

dir. Bu esitlik, Gradshteyn ve Ryzhik (1994) kaynagindaki 3.238(3) numarall formiilden
elde edilebilir.

®[Q

—1 %—1 o F(Oé/ﬁ) 1 _1\o/

Esas teoremimizi ifade edebiliriz.

Teorem 4.18. A = Aff dalgacik tipli doniigiim ve 3] 5 iki-parametreli Bessel potansiyeli,
a>0vefel,, (R§L\77+>’ 1 < p < oo olsun. Ayrica [0, 00) araliginda sonlu Borel
olgiimii i, (4.31) ve (4.32) kosullarint saglasin. Bu durumda Cy,, (4.33) ve (4.34) de

tamimlandigr gibi olmak iizere

i o dt 7 N dt
[ (AB1) oty et = i [(AB 1) 00 5 = 0 @3)
0

h

esitligi saglamir. Burada limit hem L, ,, (1 < p < 00) normunda hem de hemen hemen her

yerde noktasal anlamdadir. | € Cy durumunda yakinsama R, | uzayinda diizgiindiir.
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Ispat f € L,, igin (4.28), Onteorem (4.15) ve (4.23) esitlikleri ile (3.17) kullanilarak

[e.9] o0

(APBz0) (at) = [ WBF @) di(s) = [ B2 WD S (@) du ()
0 0
[ 1 70 T dh
= [ hﬁe W WI/S Xr) — d S
0/ [(a/B) ) o Wt ()7 | )

R S Y S
B F(a/ﬁ)o/ (O/h Wh+stf()dh)d,u()

elde edilir. Bu son esitlikte h yerine h — st yazalim. Buradan

(A ff) B)sf) (w.1) =

o0 o0

- /st / —st)p et F (@) d(h - st) | du(s)

0

IR N P S S .
_ r(a/mo/(()/(h Y Wy,hfmdh)du()

olur. Burada
(h—st)i ' h>st
(h—st), =
0, h < st

e . . . a1 .
Simdi verilmis bir 6 > 0 i¢in Fubini teoremi ve (% — t) i fonksiyonunun tanimi

dir.

kullanilirsa -
/ HABS o f) (2, t) dt = (4.37)
1)
I U i . Oof%fl Y
- “a/ﬁ)o/(o/ Wyhf<>(6/t (h—st)} d)dh)dm

_ ! p— P (E_ )%‘
F(a/ﬁ)o/e W, f () /sﬁ /t (2 —t) dt|duts) | an
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elde edilir. Bu son esitlikte sirasiyla i yerine hd ve t yerine ot yazilirsa daha sonra da

Onteorem (4.17) kullanilir ve (4.29) ve (4.30) ifadeleri goz 6niine alimirsa (4.37) esitligi

o0

@

/ T (ABS 4 f) (1) dt =

(5
= m/ e MW f () O/hsgl l/tfél (%—t)dt dp (s) | dh

_ 1 Ji —Sh1y7(B) T hsg_l F(Oz/ﬁ) s E_ 3 )
I /B)O/ Woand (2) / ot (B ) ) | an
= [ WEg @) Ky yan @)

haline gelir. Burada (4.30) ifadesine gore

dir. Teoremin ispatina iki-parametreli Bessel yarigrubunun 6zelliklerini kullanarak devam

edecegiz. (4.31) ve (4.34) esitliklerindeki

notasyonunu goz Oniine alarak

[e.o]

/ TN (ABS4f) (. t)dt — Cf () =

)

oo

_ /MW ) ¢ (2) Ko (h) dh — 0/f

= [ (Wi ) - £ @) K () dn
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e (W F () = f (2)) K5 (h)dh+ f (2) / (1= e Ko () dh
elde edilir. ’

Minkowski esitsizligi kullanilarak

/ F(ABLsf) (ht)dt — Cf|| <
5 o
< / e—éhHW@ E(h)‘dh+|| fl,. / (1— e ‘K% (h)‘dh (4.39)
0 0

bulunur. Simdi

O<e™<1, [I-e <2 /‘Kg(h))dh<oo
0

oldugundan

W) s
(5hf + Hf”py > g Hf”pl/

\

hm H =0 hm ( e_éh) =0

oldugundan Lebesgue baskin yaklnsama teoremine gore (4.39) esitsizliginin sag tarafinin

0 — 0 igin limiti sifira esit olur. Yani,

lim /t_6_1 (AB2) (-, t)dt — C'f
é

elde edilir. Burada p = oo durumunda L., = C; kabul edildiginden (4.40) e gore

0 (4.40)

p?l/

f € Cyigin yakinsama diizgiindiir.

Simdi, 0 > 0 parametresine bagl

o0

[ s o (er L fe)

5
fonksiyonlar ailesinin 6 — 0 i¢in C'f (x) e noktasal yakinsadigini gorelim.
Bu kisimda Onteorem (4.16) kullanilacaktir. Onteoremde bahsi gegen {75} . , lineer

operatorler ailesini

[e.9]

[e3

(Tgf)(ﬂ?):/ B (AB )(x,t)dt, (xER?V7+,f€Lp,Z,)

)
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olarak tanimlayalim. Bu durumda (4.38) esitligi ve (3.20) kullanilarak

sup|(Tof) (o) = sup | 7577 (AB) (w,0) ]
é

§>0 §>0
= sup /e‘éthEf;)hf (x) Ke (h)dh
6>0

t>0

0
< sup WS (@) 7 K ()] dh
< c(M,f)(x) 0

elde edilir. Burada M, f, genellesmis Hardy-Littlewood maksimal operatoriidiir.
M,:L,,— L,, (1 <p<oo)gigclive M,: Ly, — Ly, zayif tipli oldugundan

T f (z) = sup [(T5f) (x)]

§>0
olmak iizere 1™ operatorii L, , — L, , glgcli tipli, L, — L; , zayif tipli ve dolayisiyla
1<p<oiginl,, = L,, zayif tipli oldugunu goriiriiz.
Boylece L, ,, (1 < p < 0o) uzaymnin yogun bir alt kiimesi olan Cy N L,,, uzauinda
Tsf, (6 > 0) ailesi f fonksiyonuna diizgiin, dolayistyla noktasal yakinsadigindan Onte-
orem (4.17)’e gore bu aile 6 — 0 i¢in f fonksiyonuna h.h.her yerde yakinsak olur.

Yani, h.h.x € R’}V,Jr icin

: -£-1 e’
tim [ 757 (ABL ) (2.0) = CF (2)
5
saglanir. Burada C' = C's |, = /Kg (s)ds dir. O
0
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5. SONUCLAR

Tezimizde ilk olarak Genellesmis kaymanin dogurdugu iki-parametreli Bessel yarigru-
bunu tanimladik ve 6zelliklerini inceledik.
iki-parametreli Bessel cekirdegi w! P (jz]:t),t>0,8>0,z¢€ Ry | ve

f € Ly, (R} ) olmak iizere W ) f ile gosterilen iki-parametreli Bessel yarigrubu

W () = (WP (.];t) @ f) = / W (g 0) TV (2) (v) > dy
Ry]ii.#r

ile tanimlanir.
Tezimizin esas operatorii olan Genellesmis kaymanin dogurdugu iki-parametreli Bes-

sel potansiyeli, I + (—Ap)”/? diferansiyel operatoriiniin (—a/3) kesirsel kuvveti olarak

yorumlanir ve formal olarak

Bysf = (I+ (—AB)M>_Z f, feSRy,)

ile tamimlanir. 5 = 1 ve § = 2 i¢in sirastyla, genellesmis kaymanin dogurdugu Bessel ve

Flett potansiyellerine karsilik gelir. Bu potansiyelin acik ifadesi soyledir:

1 Ji dt
o _ a/B ftnf(ﬂ)
Bu,ﬂf(x> - F(Oé/ﬁ) /t e vyt f(x> t (541)
0

v,t

Burada {W(ﬁ ) f }t>0 operatorii genellesmis kaymanin dogurdugu iki parametreli Bessel
yarigrubudur. B

Iki-parametreli Bessel potansiyeli i¢in ters bulma formiiliiniinde kullanacagimiz A,(f ) ©
dalgacik tipli doniistimii tanimladik. Soyle ki

p lgimii [0, 00) araliginda tanimli sonlu Borel 6l¢iimii ve ¢ € Ly, (RRL +) olsun.

W,j(ﬂt)gp, iki-parametreli Bessel yarigrubu olmak iizere dalgacik tipli doniisiim

Ap = APo (e t) =n(0) e @) + [ (We) @du(s) 642
0

ile tanimlanir. Burada = € R, ve s > 0 dir.
Son olarak amacimizi kanitladik. Yani, tanimladigimiz dalgacik tipli doniisiimii kul-

lanarak iki-parametreli Bessel potansiyelinin tersini belirleme formiinii kanitladik. Yani,
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A= Aﬁ dalgacik tipli doniistim ve By 5 iki-parametreli Bessel potansiyeli, o > 0 ve
f € Ly, (Ry,), 1 < p < oo olsun. Ayrica [0, 00) araliginda sonlu Borel dlgiimii 4,
(4.31) ve (4.32) kosullarini saglasin. Bu durumda Cjy,, (4.33) ve (4.34) de tanimlandig:

gibi olmak iizere
A(B BO‘ dt— _ 1 (B) R
(x,t) —— im (A# By sf) (x,t) ms = Ca uf
0

esitligi saglanir. Burada limit hem L, , (1 < p < co) normunda hem de hemen hemen her

yerde noktasal anlamdadir. f € C durumunda yakinsama RY, | uzayinda diizgiindiir.
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