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ÖZET
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BESSEL-TİPLİ POTANSİYELLER ÜZERİNE

Recep KAHRAMAN

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. Simten BAYRAKÇI DOĞAN

TEMMUZ 2023; 37 sayfa

Bu tezde Laplace-Bessel diferansiyel operatörü
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k

,

(
νk > −

1

2
, k = 1, · · · , N

)
tarafından üretilen genelleşmiş kayma operatörünün doğurduğu iki parametreye bağlı

Bessel potansiyelleri dediğimiz bir operatörler ailesi tanımlanmıştır. Daha sonra bir dal-

gacık dönüşümü yardımıyla bu operatörler için ters belirleme formülleri elde edilmiştir.
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diferansiyel operatörü, Ters belirleme formülleri.
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ABSTRACT

ON BI-PARAMETRIC BESSEL-TYPE POTENTIALS GENERATED BY THE

GENERALIZED TRANSLATION

Recep KAHRAMAN

MSc Thesis in MATHEMATICS

Supervisor: Prof.Dr. Simten BAYRAKÇI DOĞAN

July 2023; 37 pages

In this thesis, a family of operators called Bessel potentials, which depend on the two

parameters generated by the generalized shift operator associated with the Laplace-Bessel

differential operator
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is defined. Then, with the help of a wavelet transform, the inversion formulas for these

operators are obtained.

KEYWORDS: Bessel potentials, Wavelet like transform, Laplace-Bessel differential ope-
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Prof. Dr. Sinem SEZER EVCAN

Asst. Prof. Dr. Zafer ŞANLI
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ÖNSÖZ

Klasik Fourier harmonik analiz ve onun uygulamalarının önemli teknik araçlarından

olan Bessel potansiyelleri, I birim operatör ve ∆ Laplace diferansiyel operatörü olmak

üzere, (I −∆) diferansiyel operatörünün negatif "kesirsel" kuvvetleri olarak yorumlanan

girişim tipli integral operatörlerdir. Klasik Fourier analizinde olduğu gibi Fourier-Bessel

analizinin de temel teknik araçlarından biri genelleşmiş kaymanın (Laplace-Bessel kay-

masının) doğurduğu Bessel potansiyelleridir.

Bu tez çalışmasında Laplace-Bessel diferansiyel operatörü ∆B

∆B =
N∑
k=1

(
∂2

∂x2
k

+
2νk + 1

xk

∂

∂xk

)
+

n∑
k=N+1

∂2

∂x2
k

,

(
νk > −

1

2
, k = 1, · · · , N

)
ile ilişkilendirilen genelleşmiş kaymanın doğurduğu Bessel potansiyellerinin bir genel-

leşmesi olan iki parametreye bağlı girişim tipli integral operatörler ailesi tanımlanarak

uygun bir yarıgrubun ürettiği dalgacık (wavelet) tipli bir dönüşüm yardımıyla söz konusu

potansiyeller için ters belirleme formülleri bulunmuştur.

Çalışma boyunca kıymetli zamanını ve değerli bilgilerini benden esirgemeyen danış-

manım Sayın Prof. Dr. Simten Bayrakçı Doğan’a ve bölüm hocalarıma, maddi manevi

benden desteklerini esirgemeyen aileme, bu süreçte yanımda olan arkadaşlarıma ve de-

ğerli bilgilerini paylaşan arkadaşım Güldane Yıldız’a teşekkür ederim.
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GİRİŞ R. KAHRAMAN

1. GİRİŞ

Fourier harmonik analizinde Fourier serileri, Fourier dönüşümleri, potansiyel tipli integ-

ral operatörler, singüler integraller, maksimal operatörler ve çeşitli fonksiyonel uzaylar

önemli rol oynamaktadır. Bazı diferansiyel operatörlerin negatif kesirsel kuvvetleri ola-

rak yorumlanan potansiyel tipli operatörler arasında en önemlileri Riesz, Bessel ve Flett

potansiyelleridir.

Klasik Bessel potansiyellerinin Fourier dönüşümü dilindeki ifadeleri

(Jϕ)∧(x) = (1 + |x|2)−α/2(ϕ)∧(x), x ∈ Rn, 0 < α <∞

eşitliği ile verilir ve I−birim operatör ve ∆−Laplace operatörü olmak üzere (I − ∆)

operatörünün negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanır. Bessel potansiyelleri, Sobolev

uzayları ve başka fonksiyonel uzayların genelleştirilmesinde önemli rol oynamaktadır.

Fourier harmonik analizinde Laplace diferansiyel operatörü ile ilişkili Öklid kayması

yerine Bessel diferansiyel operatörü ile ilişkili Bessel kayması alınırsa Fourier-Bessel

harmonik analizi elde edilir. Fourier-Bessel harmonik analizinde Bessel veya Laplace-

Bessel diferansiyel operatörleri ile ilgili çalışmalar Delsarte (1938) ile başlamış ve Le-

vitan (1951), Kipriyanov (1967), Lyakhov (1983), Trimeche (1997), Gadyiev ve Aliev

(1988), Guliev (2003), Bayrakci (1998), Sezer, Bayrakçı, Yıldız, ve Kahraman (2022) ve

birçok matematikçi ile devam etmiştir.

Laplace-Bessel diferansiyel operatörü

∆B =
N∑
k=1

(
∂2

∂x2
k

+
2νk + 1

xk

∂

∂xk

)
+

n∑
k=N+1

∂2

∂x2
k

,

(
νk > −

1

2
, k = 1, · · · , N

)
olmak üzere genelleşmiş kaymanın doğurduğu Bessel potansiyelleri

Fν(Jϕ)(x) = (1 + |x|2)−α/2Fν(ϕ)(x) ≡ (I −∆B)−α/2f(x), 0 < α <∞

şeklindedir.

Geçmişten günümüze Fourier veya Fourier-Bessel harmonik analizinde araştırma-

cılar için potansiyel operatörünün tersini belirleme ilginç problemler arasındadır. Stein

(1961,1971), Lizorkin (1970), Wheeden (1968), Samko (1984), Rubin (1986, 1996), Aliev

ve Bayrakci (1998) ve birçok matematikçi potansiyellerin terslerini belirlemede hipersin-

güler integral tekniğini kullanmıştır. Bunun yanında Rubin (1999) tarafından tanımlanan

1



GİRİŞ R. KAHRAMAN

Rubin ve Aliev (2009, 2001, 2005, 2008) tarafından geliştirilen sürekli dalgacık tipli dö-

nüşümler vasıtasıyla Fourier veya Fourier-Bessel analizinde Riesz, Bessel ve Flett potan-

siyelleri için ters belirleme formülleri bulunmuştur.

Bu tez çalışmasında ilk N -değişkene Bessel ve (n−N) değişkene Laplace diferansi-

yel operatörü uygulanarak elde edilen ve yukarıda tanımlanan Laplace-Bessel diferansiyel

operatörü ∆B ile ilişkilendirilen genelleşmiş kaymanın doğurduğu Bessel potansiyelleri-

nin bir genelleşmesi olan iki parametreye bağlı Bαν,β operatörler ailesi tanımlanmıştır. Bu

ailenin Fourier-Bessel dönüşümü dilindeki ifadesi

Fν(Bαν,βϕ)(x) = (1 + |x|β)−α/βFν(ϕ)(x) ≡ (I + (−∆B)β/2)−α/βϕ(x)

biçimindedir. Dolayısıyla çalışmamızda genelleşmiş kaymanın doğurduğu iki paramet-

reye bağlı Bessel potansiyellerinin uygun bir yarıgrupla ilişkilendirilen dalgacık tipli dö-

nüşüm kullanılarak tersleri elde edilmiştir.

Tez, Kaynak taraması, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartışma ve Sonuç bölümlerin-

den oluşmaktadır. Kaynak taraması bölümünde Fourier analizinin temel tanım ve kavram-

ları verilmiştir. Materyal ve Metot bölümünde ilk olarak Fourier-Bessel analizinden ge-

rekli kavramlar, genelleşmiş kaymanın doğurduğu Poisson ve Gauss-Weierrass çekirdek-

leri elde edilmiştir. Ardından iki parametreli yarıgrup tanımlanıp özellikleri incelenmiştir.

Bulgular kısmında ise Laplace-Bessel diferansiyel operatörünün doğurduğu iki paramet-

reye bağlı Bessel potansiyellerinin tersi uygun bir dalgacık tipli dönüşüm kullanılarak

elde edilmiştir.

2



KAYNAK TARAMASI R. KAHRAMAN

2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Fourier Harmonik Analizinin Bazı Temel Kavramları

Tezimizin bu ilk kısmında ileride gerekli olacak reel analizin ve Fourier harmonik analizi-

nin bazı temel tanım ve teoremlerini ifade edeceğiz. Klasik Poisson ve Gauss-Weierstrass

çekirdeklerinin elde edilişlerini vereceğiz. İspatsız verilen teoremlerin ispatlarına yanla-

rında verilen kaynaklardan ulaşabiliriz. Temel tanım ve kavramlar için Folland (1984),

Grafakos (2008− 2009) ve Stein (1971) kaynaklarına bakılabilir.

Teorem 2.1. (Folland (1984)) (Fubini Teoremi) (X,M, µ) ve (Y,N , ν) σ−sonlu ölçüm

uzayları, µ × ν iseM×N üzerinde µ ve ν nin çarpımı olsun. Eğer f : X × Y → R

fonksiyonu µ × ν ölçümüne göre integrallenebilir ise h.h.x ∈ X için
∫
Y

f(x, y)dν(y) ve

h.h.y ∈ Y için
∫
X

f(x, y)dµ(x) integralleri sonludur ve

∫
X×Y

f(x, y)d(µ× ν) =

∫
X

∫
Y

f(x, y)dν(y)

 dµ(x) =

∫
Y

∫
X

f(x, y)dµ(x)

 dν(y)

eşitliği sağlanır.

Teorem 2.2. (Folland (1984)) (İntegraller İçin Minkowski Eşitsizliği)

(X,M, µ) ve (Y,N , ν) σ−sonlu ölçüm uzayları ve ϕ(x, y) ,M×N ölçülebilir fonk-

siyon ve p ≥ 1 olmak üzere integraller için Minkowski eşitsizliği∫
X

∫
Y

|ϕ(x, y)| dν(y)

p

dµ(x)


1
p

≤
∫
Y

∫
X

|ϕ(x, y)|p dµ(x)

 1
p

dν(y)

biçimindedir.

Teorem 2.3. (Folland (1984)) (Lebesque baskın yakınsama teoremi) (X,M, µ) ölçüm

uzayında {fn} ölçülebilir fonksiyonlar dizisi ve f fonksiyonu verilmiş olsun.

lim
n→∞

fn(x) = f(x), h.h.x ∈ X

ve

|fn(x)| ≤ ϕ(x), ∀n

3



KAYNAK TARAMASI R. KAHRAMAN

olacak şekilde X de integrallenebilir ϕ fonksiyonu var olsun. Bu durumda f fonksiyonu

X de integrallenebilirdir ve aşağıdaki eşitlik sağlanır:

lim
n→∞

∫
X

fn(x) dx =

∫
X

f(x) dx.

Tanım 2.4. n−boyutlu Öklid uzayı Rn = {x = (x1, ..., xn) : x1, ..., xn ∈ R} ve Rn

üzerinde Lebesque ölçümünü göz önüne alalım. Lp ≡ Lp(Rn) - Lebesque uzayı

Lp(Rn) = { f : f : Rn → R Lebesque ölçülebilir, ‖f‖p <∞, 1 ≤ p <∞}

ve

‖f‖p = (

∫
Rn

|f(x)|p dx)
1
p , dx = dx1...dxn

şeklinde tanımlanır. Ayrıca p =∞ için

L∞(Rn) = {f : f : Rn → R Lebesque ölçülebilir, ‖f‖∞ <∞}

ve

‖f‖∞ = ess sup
x∈Rn
|f(x)|

biçimindedir. 1 ≤ p ≤ ∞ için Lp(Rn) uzayı tam - normlu uzay yani, Banach uzayıdır.

Rn uzayında her mertebeden sürekli kısmi türevlenebilir fonksiyonların lineer uzayı

C∞(Rn) ile gösterilir. Ayrıca ∀ x, y ∈Rn için x·y =
n∑
k=1

xkyk ve |x|=
√
x21 + ...+ x2n

dir. Bundan başka ∂j = ∂
∂xj

notasyonu ile kısmi türevi göstereceğiz. Yüksek mertebeden

kısmi türevler için multi - index notasyonu kullanılır.

α = (α1, ..., αn) multi - index olmak üzere

|α| =
n∑
k=1

αk , α! =
n∏
k=1

αk! , ∂α =

(
∂

∂x1

)α1

...

(
∂

∂xn

)αn
dir. x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn olmak üzere

xα =
n∏
k=1

xαkk

şeklindedir.

4



KAYNAK TARAMASI R. KAHRAMAN

C∞ (Rn) uzayının bir alt uzayı olan S (Rn)- Schwartz uzayını tanımlayalım. Bu

uzay her mertebeden türevlenebilir, kendisi ve tüm türevleri hatta polinomla çarpılsa dahi

sonsuzlukta hızla sıfıra giden fonksiyonların normlu uzayıdır. Schwartz uzayı

S =

{
f ∈ C∞ (Rn) : ‖f‖(N,α) = sup

x∈Rn
(1 + |x|)N |∂αf (x)| <∞,∀ N, α

}
şeklinde tanımlanır. Örneğin Rn de f (x) = e−|x|

2

fonksiyonu Schwartz uzayına aittir.

Her mertebeden türevlenebilir , kendisi ve tüm türevleri (hatta polinom ile çarpılsa dahi)

hızla sıfıra giden (sonsuzlukta limiti sıfır olan ) fonksiyondur. Kolayca görülebilir ki Rn

de f (x) = e−|x| fonksiyonu Schwartz uzayına ait değildir.

Schwartz uzayı S (Rn), Lp uzayında yoğun olduğundan Lp uzayı için test fonksiyon-

ları uzayı olarak bilinir. Ayrıca aşağıda tanımlayacağımız Fourier dönüşümü Schwartz

uzayını, Schwartz uzayına taşır.

Tanım 2.5. f ∈ L1 (Rn) olmak üzere f fonksiyonunun Fourier dönüşümü

f∧ (λ) ≡ F ( f ) (λ) =

∫
Rn

f (x) e−2πi λ·xdx, dx = dx1 ...dxn

ile tanımlanır. f ∈ L1 (Rn) için

‖f∧‖∞ = ess sup
λ∈Rn
|f∧ (λ)|

≤ ess sup
λ∈Rn

∫
Rn

|f (x)|
∣∣e−2πiλ·x∣∣ dx = ‖f‖1

olduğundan f∧ , h.h.λ ∈ Rn için anlamlıdır.

Fourier dönüşümünün bazı özellikleri aşağıdaki teoremde verilmiştir.

Teorem 2.6. f ∈ L1 (Rn) olsun.

a) f ’nin Fourier dönüşümü f∧ lineerdir.

b) h ∈ Rn için σhf (x) = f (x− h) olmak üzere(
σhf

)∧
(λ) = e−2πi λhf ∧ (λ)

eşitliği sağlanır.

c) k 6= 0 olmak üzere
(
δkf

)
(x) = f (kx) olmak üzere(
δkf

)∧
(λ) =

1

k
f ∧
(
λ

k

)
5



KAYNAK TARAMASI R. KAHRAMAN

eşitliği sağlanır.

d) f ′ f ′′, ..., f (m), ... ∈ L1 (Rn) ve f, f ′, ..., f (m), ... ∈ S olsun. Bu durumda(
f (m)

)∧
(λ) = (2πiλ)m f ∧ (λ) , m ∈ N

ve
dm f ∧ (λ)

d λm
= ((−2πix)m f )

∧
(λ) , m ∈ N

dir.

e) f , g ∈ L1 (Rn) olmak üzere

(f ∗ g)∧ (λ) = f ∧ (λ) g∧ (λ)

dir.

2.2. Klasik Gauss-Weierstrass ve Poisson Çekirdekleri

Bu kısımda çalıştığımız konunun kapsamlı ele alınması amacıyla klasik Gauss-Weierstrass

ve Poisson çekirdeklerinin elde edilişini vereceğiz.

f (x) = e−πa|x|
2

, a > 0, x ∈ (Rn) fonksiyonunun Fourier dönüşümüne Gauss-

Weierstrass Çekirdeği denir.

Önce R’ de elde edelim ve f(x) = e−πax
2 fonksiyonunun Fourier dönüşümünü bula-

lım. f (x) = e−πax
2 olmak üzere

f ′(x) = (−2aπx) f (x) ve f∧ (x) =

∫
R

e−2πix.tf (t) dt

Ayrıca

(f ′)
∧

(x) = (2πix) f∧ (x)

olduğunu biliyoruz. Şimdi f ’nin Fourier dönüşümünün türevini bulalım:

(f∧)
′
(x) =

d

dx

∫
R

f (t) e−2πix.tdt =

∫
R

d

dx

(
f (t) e−2πix.t

)
dt

=

∫
R

(−2πit) f (t) e−2πix.tdt = ((−2πit) f (t))∧ (x)

=

(
i

a
(−2πat) f (t)

)∧
(x) =

(
i

a
f ′ (t)

)∧
(x)

=
i

a
2πixf∧ (x) =

(
−2πx

a

)
f∧ (x)

6
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olur. Bu kısımda f∧ (x) = g (x) diyelim ve g′ (x) = −2πx
a
g (x) diferansiyel denklemini

çözelim.
g′ (x)

g (x)
= −2πx

a

eşitliğinin her iki tarafından integral alırsak

ln g (x) + c1 = −2πx2

2a

ln g (x) = −πx
2

a
+ c2

g (x) = c3e
−πx

2

a

elde ederiz. Şimdi bulduğumuz bu sonucu f∧ (x) = g (x) eşitliğinde yerine yazalım:

f∧ (x) =

∫
R

f (t) e−2πix.tdt = c2e
−πx

2

a

ve c2’yi bulabilmek için x = 0 alalım. Buradan

c2 =

∫
R

f (t) dt =

∫
R

e−πat
2

dt =
1√
a

f∧ (x) =

∫
R

f (t) e−2πix.tdt =
1√
a
e−

πx2

a

dir. Rn de f (x) = e−πa|x|
2

fonksiyonunun Fourier dönüşümünü bulalım.

f∧ (x) =

∫
Rn

e−πa|t|
2

e−2πix.tdt

=

∫
Rn

e−πa(t
2
1+···+t2n)e−2πi(x1t1+···+xntn)dt1 · · · dtn

=
n∏
k=1

∫
R

e−πat
2
ke−2πixktkdtk =

n∏
k=1

1√
a
e−

πx2k
a

=
1

an/2
e−

π|x|2
a .

Böylece Gauss-Weierstrass Çekirdeği

W (x, a) =
1

an/2
e−

π|x|2
a

ile bulunur.
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Şimdi ise f (x) = e−2πα|x| , α > 0 fonksiyonunun Fourier dönüşümünün

f∧ (λ) =

∫
Rn

f (x) e−2πix.λdx = cn
α(

α2 + |λ|2
)n+1

2

(2.1)

ve

cn =
Γ
(
n+1
2

)
π
n+1
2

Poisson Çekirdeği olduğunu görelim. Bunun için aşağıdaki eşitliği kullanacağız.

e−β =
1√
π

∞∫
0

e−y
√
y
e−

β2

4y dy, β > 0 (2.2)

Bunun için ilk olarak (2.1) eşitliğini α = 1 için gösterelim.

(2.2) eşitliğini, Fubini teoremini ve Gauss-Weierstrass çekirdeğini kullanarak

f∧ (λ) =

∫
Rn

e−2π|x|e−2πix.λdx =
1√
π

∫
Rn

 ∞∫
0

e−y
√
y
e−

4π2|x|2
4y e−2πix.λdy

 dx

=
1√
π

∞∫
0

e−y
√
y

∫
Rn

e−
π2|x|2
y e−2πix.λdx

 dy

=
1√
π

∞∫
0

e−y
√
y

∫
Rn

e−
π2|x|2
y e−2πix.λdx

 dy

=
1√
π

∞∫
0

e−y
√
y

(
π

y

)−n
2

e−
π|λ|2y
π dy

=
1

π
n+1
2

∞∫
0

e−y−|λ|
2yy

n−1
2 dy

elde ederiz. Bu son ifadeye değişken değiştirme uygulayalım:

y
(
1 + |λ|2

)
= t ve dt =

(
1 + |λ|2

)
dy

Buradan

f∧ (λ) =
1

π n+1
2

∞∫
0

e−t
(

t

1 + |λ|2

)n−1
2 1(

1 + |λ|2
)dt

=
1

π n+1
2

1(
1 + |λ|2

)n+1
2

∞∫
0

e−tt
n+1
2
−1dt

= π−(n+1
2 )Γ

(
n+ 1

2

)
1(

1 + |λ|2
)n+1

2

(2.3)
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elde edilir. Böylece ∀α > 0 için (2.3) gözönüne alınarak

f∧ (λ) =

∫
Rn

e−2πα|x|e−2πix.λdx = · · · |y| = α |x| , dy = αndx · · ·

= α−n
∫
Rn

e−2π|y|e−2πi
y
α
.λdy = α−n

∫
Rn

e−2π|y|e−2πi
λ
α
.ydy

= α−nπ−(n+1
2 )Γ

(
n+ 1

2

)
1(

1 +
∣∣λ
α

∣∣2)n+1
2

= α−nπ−(n+1
2 )Γ

(
n+ 1

2

)
αn+1(

α2 + |λ|2
)n+1

2

= π−(n+1
2 )Γ

(
n+ 1

2

)
α(

α2 + |λ|2
)n+1

2

(2.1) Poisson Çekirdeği elde edilir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Fourier-Bessel Analizinin Bazı Tanım ve Kavramları

Bu kısımda tezimiz için gerekli olacak Fourier-Bessel analizinden temel tanım ve kav-

ramları vereceğiz. Rn n-boyutlu Öklid uzayı ve 1 ≤ N ≤ n olmak üzere

Rn
N,+ =

{
x = (x′, x′′) ∈ Rn, x′ ∈ RN , x′′ ∈ Rn−N , x1, x2, · · · , xN > 0

}
uzayını tanımlayalım. ν = (ν1, ν2, · · · , νN) sabit tutulmuş multi-index, k = 1, 2, · · · , N

için νk > −1/2 ve |ν| = ν1 + ν2 + · · ·+ νN olsun.

E ⊂ Rn
N,+ ölçülebilir kümesinin Lebesgue ölçümü

|E|ν =

∫
E

(x′)
2ν+1

dx ve (x′)
2ν+1

dx = x2ν1+1
1 · · ·x2νN+1

N dx1 · · · dxn

şeklinde olsun. Ayrıca Rn
N,+ uzayında x-merkezli, r > 0 yarıçaplı yuvar

E (x, r) = {y ∈ Rn
N,+ : |x− y| < r}

şeklinde tanımlansın. Orijin merkezli, r > 0 yarıçaplı yuvarın Lebesgue ölçümü ise

|E (0, r)|ν =
ω (n, ν,N)

rn+2|ν|+N

şeklindedir ve burada ω (n, ν,N) = |E (0, 1)|ν dir.

Lebesgue ölçülebilir fonksiyonların ağırlıklı Lebesgue uzayı 1 ≤ p <∞ olmak üzere

Lp,ν ≡ Lp,ν
(
Rn
N,+

)
=

f : ‖f‖p,ν =

 ∫
RnN,+

|f (x)|p (x′)
2ν+1

dx


1
p

<∞


ile tanımlanır. Burada (x′)2ν+1 dx = x2ν1+1

1 · · · x2νN+1
N dx1 · · · dxn dir.

Ayrıca genelleşmiş kayma için

‖T yf‖p,ν ≤ ‖f‖p,ν , 1 ≤ p ≤ ∞, y ∈ Rn
N,+ (3.4)

ve

‖T yf − f‖p,ν → 0, |y| −→ 0 (3.5)

sağlanır. (Aliev , Bayrakci 1998 ; Levitan 1951)
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Tezimizde kullanacağımız Laplace-Bessel diferansiyel operatörü

∆B =
N∑
k=1

(
∂2

∂x2k
+

2νk + 1

xk

∂

∂xk

)
+

n∑
k=N+1

∂2

∂x2k
,

ile tanımlanır. Burada νk > −1/2, k = 1, 2, · · · , N dir. Bu diferansiyel operatör ilk N -

değişkene Bessel diferansiyel operatörü, n−N değişkene de Laplace diferansiyel opera-

törü uygulanarak elde edilmiştir.

Laplace-Bessel diferansiyel operatörü ∆B ile ilişkilendirilen genelleşmiş kayma ope-

ratörü ise

T yf (x) =
N∏
k=1

Γ (νk + 1)
√
πΓ
(
νk + 1

2

) π∫
0

· · ·
π∫

0

f ((x′, y′)θ , x
′′ − y′′) dν (θ)

şeklinde olup

(x′, y′)θ =
(
(x1, y1)θ1 , · · · , (xN , yN)θN

)
, (xk, yk)θk =

(
x2k − 2xkyk cos θk + y2k

) 1
2 ,

k = 1, · · · , N ve dν (θ) =
N∏
k=1

sin2νk θkdθk dır.

Fourier-Bessel dönüşümü ve ters Fourier-Bessel dönüşümü ise x ∈ Rn
N,+ olmak üzere

(Fνf) (x) =

∫
RnN,+

f (y) e−i〈x
′′,y′′〉

N∏
k=1

jνk (xk, yk) (y′)
2ν+1

dy

ve (
F−1ν f

)
(x) = c (n, ν,N) (Fνf) (x′,−x′′)

ile tanımlanır.

Burada

c (n, ν,N) = [(2π)n−N 22|ν|
N∏
k=1

Γ2 (νk+1)]
−1 (3.6)

olarak ifade edilir. Ayrıca 〈x′′, y′′〉 = xN+1yN+1 + · · ·+ xnyn dir.

jp (t) , p > −1/2 fonksiyonu ise normalleştirilmiş Bessel fonksiyonu olup birinci tip

Bessel fonksiyonu ile ilişkisi şöyledir:

jp (t) = 2pΓ (p+ 1) t−pJp (t) , jp (0) = 1, 0 < t <∞. (3.7)

S
(
Rn
N,+

)
, Rn

N,+ uzayında Schwartz test fonksiyonları uzayı olmak üzere Fourier-Bessel

dönüşümü, S
(
Rn
N,+

)
uzayının bir otomorfizmidir ve φ ∈ L1,ν

(
Rn
N,+

)
radial ise Fνφ de

radial olur. (Zasorin 1986; Kipriyanov 1997)
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S
(
Rn
N,+

)
uzayından alınmış fonksiyonlar için genelleşmiş girişim operatörü

(f ~ g) (x) =

∫
RnN,+

f (y) (T yg) (x) (y′)
2ν+1

dy, x ∈ Rn
N,+

şeklindedir. Genelleşmiş girişim aşağıda verilen Young eşitsizliğini de sağlar:

‖ϕ~ ψ‖r,ν ≤ ‖ϕ‖p,ν ‖ψ‖q,ν , 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ ve
1

p
+

1

q
=

1

r
+ 1

(Kipriyanov 1997).

Ayrıca klasik Fourier dönüşümünde olduğu gibi Fourier-Bessel dönüşümü de genel-

leşmiş girişim operatörünü çarpmaya dönüştürür. Yani, f, g ∈ S
(
Rn
N,+

)
olmak üzere

Fν (f ~ g) = (Fνf) (Fνg)

dir.

Tezde kullanılacak önemli araçlardan biri olan genelleşmiş Hardy-Littlewood maksi-

mal operatörü

(Mνf) (x) = sup
r>0

1

rn+N+2|ν|ω (n, ν,N)

∫
E(0,r)

T yf (x) (x′)
2ν+1

dx

ile tanımlıdır. Mνf, 1 < p ≤ ∞ için (Lp,ν , Lp,ν)-güçlü ve (L1,ν , L1,ν)-zayıf tiplidir. (Gu-

liev 1998, 2003, 2006)

Burada E (0, r) =
{
y ∈ Rn

N,+ : |x− y| > 0
}

ve ω (n, ν,N) = |E (0, 1)|ν dir.

Bundan başka genelleşmiş Minkowski eşitsizliği, ϕ (x, y) fonksiyonu Rm
x × Rn

y de

ölçülebilir fonksiyon ve 1 ≤ p <∞ olmak üzere∥∥∥∥∥∥∥
∫
Rmy

ϕ (x, y) dy

∥∥∥∥∥∥∥
Lp(Rnx)

≤
∫
Rny

‖ϕ (·, y)‖Lp(Rnx) dy

şeklindedir.

3.2. Genelleşmiş Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass Çekirdeği

Bu kısmında genelleşmiş kaymanın doğurduğu Abel-Poisson çekirdeğini ve Gauss-Weierstrass

çekirdeğini elde edelim. Bu iki çekirdeği sırasıyla y ∈ Rn
N,+ olmak üzere e−t|y| ve e−t|y|

2
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fonksiyonlarının Fourier-Bessel dönüşümlerinden elde edeceğiz. İlk olarak Fν
(
e−|y|

)
(x)

ifadesini hesaplayalım. Bunun için

e−β =
1√
π

∞∫
0

e−z√
z
e−β

2/4zdz

eşitliğini kullanacağız. (Stein, Weiss 1971). Böylece

Fν
(
e−|y|

)
(x) =

∫
RnN,+

e−|y|e−i〈x
′′,y′′〉

N∏
k=1

jνk (xkyk) (y′)
2ν+1

dy

=
1√
π

∫
RnN,+

 ∞∫
0

e−z√
z
e−|y|

2/4zdz

 e−i〈x′′,y′′〉 N∏
k=1

jνk (xkyk) (y′)
2ν+1

dy

=
1√
π

∞∫
0

e−z√
z

 N∏
k=1

∞∫
0

e−y
2
k/4zjνk (xkyk) y

2νk+1
k dyk

 n∏
k=N+1

∫
R

e−y
2
k/4ze−ixkykdyk

 dz

olur. Buradan (3.6) ve (3.7) ifadelerini göz önüne alıp∫
R

e−y
2/4ze−ixydy = 2

√
πze−zx

2

ve
∞∫
0

yν+1e−ty
2

Jν (βy) dy =
βν

(2t)ν+1 e
−β2/4t; Re t > 0, Re ν > −1,

eşitliklerini kullanarak (Gradshteyn, Ryzhik 1994)

Fν
(
e−|y|

)
(x) =

(√
c (n, ν,N)

)−1
2|ν|+

n+N+1
2

1√
2π

Γ
(
|ν|+ N+n+1

2

)
(
1 + |x|2

)|ν|+N+n+1
2

elde edilir. Bundan başka

Fν (f (λy)) (x) = λ−2|ν|−N−nFν (f (y))
(x
λ

)
, λ > 0

olduğundan α > 0 olmak üzere

Fν(e
−t|y|) (x) =

(√
c (n, ν,N)

)−1 2|ν|+
n+N+1

2

√
2π

Γ

(
|ν|+ N + n+ 1

2

)
t(

t2 + |x|2
)|ν|+N+n+1

2

olur. Böylece, genelleşmiş kaymanın doğurduğu Abel-Poisson çekirdeğini

pν(|x| ; t) =
√
c(n, ν,N)

2|ν|+
n+N+1

2

√
2π

Γ

(
|ν|+ N + n+ 1

2

)
t

(t2 + |x|2)|ν|+n+N+1
2

(3.8)
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şeklinde tanımlarız. Tanımdan kolaylıkla görülür ki

Fν (pν (|·| ; t)) (x) = e−t|x|, x ∈ Rn
N,+, t > 0

dir.

Şimdi de genelleşmiş kaymanın doğurduğu Gauss-Weierstrass çekirdeğini elde ede-

lim. Öncelikle

Fν(e
−t|y|2) (x) =

∫
RnN,+

e−t|y|
2

e−i〈x
′′,y′′〉

N∏
k=1

jνk (xkyk) (y′)
2ν+1

dy

=

∫
RnN,+

N∏
k=1

e−ty
2
kjνk (xkyk) y

2νk+1
k dyk

n∏
k=N+1

e−ty
2
ke−ixkykdyk

=
N∏
k=1

∞∫
0

e−ty
2
kjνk (xkyk) y

2νk+1
k dyk

n∏
k=N+1

∞∫
−∞

e−ty
2
ke−ixkykdyk

olur. Böylece (3.6) ve (3.7) kullanılarak

Fν(e
−t|y|2) (x) =

(√
c (n, ν,N)

)−1
2−

n+N+2|ν|
2 t−

n−N
2 e

−|x|2
4t

bulunur. Genelleşmiş kaymanın doğurduğu Gauss-Weierstrass çekirdeği ise

gν (|x| ; t) =
√
c (n, ν,N)2−

n+N+2|ν|
2 t−

n−N
2 e

−|x|2
4t (3.9)

ile tanımlanır. Ayrıca, Fν (gν (|·| ; t)) (x) = e−t|x|
2

, t > 0, x ∈ Rn
N,+ eşitliği tanımdan

açıktır.

3.3. İki-Parametreli Bessel Çekirdeği, Yarı Grubu ve Özellikleri

Tanım 3.7. x ∈ Rn
N,+, 0 < t < ∞ ve 0 < β < ∞ olmak üzere Genelleşmiş kaymanın

doğurduğu iki-parametreli Bessel çekirdeği

w(β)
ν (|x| ; t) = F−1ν (e−t|y|

β

) (x) = c (n, ν,N)

∫
RnN,+

e−t|y|
β

ei〈x
′′,y′′〉

N∏
k=1

jνk (xkyk) (y′)
2ν+1

dy

ile tanımlanır.

Görülür ki β = 1 için w(1)
ν (|x| ; t) = pν (|x| ; t) Abel-Poisson çekirdeği ve β = 2 için

w
(2)
ν (|x| ; t) = gν (|x| ; t) Gauss-Weierstrass çekirdeğidir.
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İki-parametreliw(β)
ν (|x| ; t) Bessel çekirdeğinin (3.8) ve (3.9) ifadelerinde tanımlanan

Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass çekirdeklerinde olduğu gibi açıkça bir ifadesi olmasa

bile bazı önemli özellikleri aşağıdaki teoremde ispatlanmıştır.

Teorem 3.8. a) x, y ∈ Rn
N,+, 0 < t <∞, 0 < β <∞ olsun. Buradan

w(β)
ν

(
λ |x| ;λβt

)
= λ−(2|ν|+n+N)w(β)

ν (|x| ; t)

ve λ = t−1/β için

w(β)
ν (|x| ; t) = t−

n+N+2|ν|
β w(β)

ν

(
t−1/β |x| ; 1

)
. (3.10)

b) 0 < β ≤ 2 için

w(β)
ν (|x| ; t) > 0. (3.11)

c) β = 2k, k ∈ N için

w(β)
ν (|x| ; t) ∈ S

(
Rn
N,+

)
. (3.12)

d) 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k, k ∈ N için∫
RnN,+

w(β)
ν (|x| ; t) (x′)

2ν+1
dx = 1. (3.13)

İspat x, y ∈ Rn
N,+, 0 < t <∞ ve 0 < β <∞ olsun.

a)

w(β)
ν

(
λ |x| , λβt

)
= c (n, ν,N)

∫
RnN,+

e−tλ
β |y|βei〈λx

′′,y′′〉
N∏
k=1

jνk (λxkyk) (y′)
2ν+1

dy

· · ·
(
y = λ−1z, dy = λ−ndz dönüşümü yapılırsa

)
· · ·

= c (n, ν,N)

∫
RnN,+

e−tλ
β|λ−1z|βei〈λx′′,λ

−1z′′〉
N∏
k=1

jνk
(
λxkλ

−1zk
) ((

λ−1z
)′)2ν+1

λ−ndz

= λ−(2|ν|+n+N)c (n, ν,N)

∫
RnN,+

e−t|z|
β

ei〈x
′′,z′′〉

N∏
k=1

jνk (xkλzk) (z′)
2ν+1

dz

= λ−(2|ν|+n+N)w(β)
ν (|x| ; t) .
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Burada özel olarak λ = α−
1
β olarak alınırsa

w(β)
ν (|x| , t) = t−

n+N+2|ν|
β w(β)

ν

(
t−

1
β |x| , 1

)
. (3.14)

b) 0 < β ≤ 2 olsun. Bu durumda I.A Gobulov (1980) makalesindeki Bernstein teoremine

göre [0,∞) üzerinde negatif olmayan, sonlu, µβ ([0,∞)) = 1 olan ve

e−z
β/2

=

∞∫
0

e−ξzdµβ (ξ)

eşitliğini sağlayan bir µβ ölçümü vardır. z = t2/β |y|2yazarsak

e−t|y|
β

=

∞∫
0

e−t
2/βξ|y|2dµβ (ξ) (3.15)

elde edilir. Buradan

w
(β)
ν (|x| ; t) = F−1ν

(
e−t|y|

β
)

(x)

= F−1ν

 ∞∫
0

e−t
2/βξ|y|2dµβ (ξ)

 (x)

=

∞∫
0

F−1ν

(
e−t

2/βξ|y|2
)

(x) dµβ (ξ)

= c (n, ν,N)

∞∫
0

Fν

(
e−t

2/βξ|y|2
)

(x′,−x′′) (x) dµβ (ξ)

=
√
c (n, ν,N)2−

n+N+2|ν|
2 t−

n−N
β

∞∫
0

ξ−
n−N

2 e
−|x|2
4ξ

t−2/β

dµβ (ξ) > 0 (3.16)

elde edilir.

c) β = 2k, k ∈ N olsun.

e−|y|
2k

∈ S
(
Rn
N,+

)
olduğundan

F−1ν

(
e−t|y|

2k
)

(x) = w(2k)
ν (|x| ; t) ∈ Rn

N,+

olur. Böylece w(2k)
ν (|x| ; t); Rn üzerinde sonsuz pürüzsüz ve hızla azalandır. Yani negatif

olmayan her k1, · · · , kn ve m1,··· ,mn tamsayıları için

lim
|x|→∞

|x1|m1 · · · |xn|mn
∂k1+···+kn

∂xk11 · · · ∂xknn
w(2k)
ν (|x| ; t) = 0

16
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eşitliği sağlanır.

d) β = 2k, k ∈ N olsun. (c) den elde edildiği üzerew(2k)
ν (|x| ; t) ∈ S

(
Rn
N,+

)
olduğundan

w
(2k)
ν (|x| ; t) ∈ L1,ν

(
Rn
N,+

)
olur. Ayrıca tanımdan

Fν
(
w(2k)
ν (|x| ; t)

)
= e−t|y|

2k

olduğundan ∫
RnN,+

w(2k)
ν (|x| ; t) e−i〈x′′,y′′〉

N∏
k=1

jνk (xkyk) (x′)
2ν+1

dx = e−t|y|
2k

şeklinde yazılabilir. Son eşitlikte y = (0, 0, · · · , 0) ∈ Rn
N,+ olarak alınırsa∫

RnN,+

w(2k)
ν (|x| ; t) (x′)

2ν+1
dx = 1

elde edilir. Şimdi 0 < β < 2 durumuna bakalım. w(β)
ν (|x| ; t) çekirdeğinin tanımından,

Fubini teoreminden ve (3.15) formülünden∫
RnN,+

w(β)
ν (|x| ; t) (x′)2ν+1dx =

=

∫
RnN,+

 ∫
RnN,+

e−t|y|
β

ei〈x
′′,y′′〉

N∏
k=1

jνk (xkyk) (y′)
2ν+1

dy

 (x′)2ν+1dx

=

∫
RnN,+

 ∫
RnN,+

 ∞∫
0

e−t
2/βξ|y|2dµβ (ξ)

 ei〈x
′′,y′′〉

N∏
k=1

jνk (xkyk) (y′)
2ν+1

dy

 (x′)2ν+1dx

=

∞∫
0

 ∫
RnN,+

 ∫
RnN,+

e−t
2/βξ|y|2ei〈x

′′,y′′〉
N∏
k=1

jνk (xkyk) (y′)
2ν+1

dy

 (x′)2ν+1dx

 dµβ (ξ)

=

∞∫
0

 ∫
RnN,+

w(2)
ν

(
|x| ; t2/βξ

)
(x′)2ν+1dx

 dµβ (ξ)

elde edilir. ∫
RnN,+

w(2)
ν

(
|x| ; t2/βξ

)
(x′)2ν+1dx = 1
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olduğundan ∫
RnN,+

w(β)
ν (|x| ; t) (x′)2ν+1dx =

∞∫
0

dµβ (ξ) = 1

elde edilir. �

Tanım 3.9. Genelleşmiş kaymanın doğurduğu iki-parametreli Bessel yarıgrubu girişim

tipli bir integral operatördür. Şöyle ki, iki-parametreli Bessel çekirdeği w(β)
ν (|x| ; t), t >

0, β > 0, x ∈ Rn
N,+ ve f ∈ Lp,ν

(
Rn
N,+

)
olmak üzere W (β)

ν,t f ile gösterilen iki-parametreli

Bessel yarıgrubu

W
(β)
ν,t f (x) =

(
w(β)
ν (|.| ; t)~ f

)
=

∫
RnN,+

w(β)
ν (|y| ; t)T yf (x) (y′)

2ν+1
dy

ile tanımlanır.

Bu integral operatörün yarıgrup özelliği

W
(β)
ν,r+sf = W (β)

ν,rW
(β)
ν,s (3.17)

eşitliğin her iki yanından Fourier-Bessel dönüşümü alınarak görülür. Yani, x ∈ Rn
N,+ ve

s, r > 0 olmak üzere

Fν

(
W

(β)
ν,r+sf

)
(x) = e−(r+s)|x|

β

(Fνf) (x)

= e−r|x|
β

e−s|x|
β

(Fνf) (x) = e−r|x|
β (
FνW

(β)
s

)
(x)

= Fν
(
W (β)
r W (β)

s f
)

(x)

Aşağıdaki teorem ile bu integral operatörünün bazı özelliklerini ispatlayalım.

Teorem 3.10. f ∈ Lp,ν
(
Rn
N,+

)
, 1 ≤ p ≤ ∞, β = 2k, k ∈ N ya da 0 < β ≤ 2 olsun. Bu

durumda

a) ∥∥∥W (β)
ν,t f

∥∥∥
p,ν
≤ c (β) ‖f‖p,ν (3.18)

sağlanır. Burada c (β) =

∫
RnN,+

∣∣∣w(β)
ν (|x| , t)

∣∣∣ (x′)2ν+1 dx dir. Yani iki-parametreli Bessel

integral operatörü W (β)
ν,t , Lp,ν

(
Rn
N,+

)
uzayında sınırlıdır.

b)

lim
t→0+

(
W

(β)
ν,t f

)
(x) = f (x) . (3.19)
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Burada limit hem Lp− normunda hem de h.h.x ∈ Rn
N,+ için noktasal anlamdadır.

f ∈ L∞,ν = C0 durumunda yakınsama düzgündür.

c) Mνf genelleşmiş Hardy-Littlewood maksimal operatörü olmak üzere

sup
t>0

∣∣∣(W (β)
ν,t f

)
(x)
∣∣∣ ≤ c (Mνf) (x) . (3.20)

d)

sup
x∈RnN,+

∣∣∣(W (β)
ν,t f

)
(x)
∣∣∣ ≤ t−

n+N+2|ν|
pβ c ‖f‖p,ν , 1 ≤ p <∞. (3.21)

İspat

a) İntegraller için Minkowski eşitsizliği göz önüne alınırsa

∥∥∥W (β)
ν,t f

∥∥∥
p,ν

=

∥∥∥∥∥∥∥
∫

RnN,+

w(β)
ν (|y| ; t)T yf (x) (y′)

2ν+1
dy

∥∥∥∥∥∥∥
p,ν

≤

 ∫
RnN,+

∣∣∣∣∣∣∣
∫

RnN,+

w(β)
ν (|y| ; t)T yf (x) (y′)

2ν+1
dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

(x′)
2ν+1

dx


1
p

≤
∫

RnN,+

 ∫
RnN,+

∣∣w(β)
ν (|y| ; t)

∣∣p |T yf (x)|p (x′)
2ν+1

dx


1
p

(y′)
2ν+1

dy

≤
∫

RnN,+

∣∣w(β)
ν (|y| ; t)

∣∣
 ∫
RnN,+

|T yf (x)|p (x′)
2ν+1

dx


1
p

(y′)
2ν+1

dy

= ‖T yf‖p,ν
∫

RnN,+

∣∣w(β)
ν (|y| ; t)

∣∣ (y′)2ν+1
dy

elde edilir. Bu son ifadeye (3.14) bağıntısı uygulanarak ve (3.5) eşitsizliği göz önüne
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alınarak

= ‖T yf‖p,ν
∫

RnN,+

t−
n+N+2|ν|

β

∣∣∣w(β)
ν

(
t−

1
β |y| ; 1

)∣∣∣ (y′)2ν+1
dy

· · ·
(
y = t

1
β z, dy = t

1
β dz
)
· · ·

= ‖T yf‖p,ν t
−n+N+2|ν|

β

∫
RnN,+

∣∣w(β)
ν (|z| ; 1)

∣∣( N∏
k=1

(
α1/βzk

)2ν+1

)
t
n
β dz

= ‖T yf‖ t−
n+N+2|ν|

β t
n
β t

2|ν|+N
β

∫
RnN,+

∣∣w(β)
ν (|z| ; 1)

∣∣ (z′)2ν+1
dz

≤ c (β) ‖f‖p,ν

elde edilir.

b) Önce limt→0+

(
W

(β)
ν,t f

)
(x) = f (x) limitini Lp,ν−normunda gösterelim. f ∈ Lp,ν ,

1 ≤ p ≤ ∞ (L∞,ν ≡ C0), 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k, k ∈ N ise∫
RnN,+

w(β)
ν (|x| , t) (x′)

2ν+1
dx = 1

olduğundan(
W

(β)
ν,t f

)
(x)− f (x) =

=

∫
RnN,+

w(β)
ν (|y| , t)T yf (x) (y′)

2ν+1
dy −

∫
RnN,+

f (x)w(β)
ν (|y| , t) (y′)

2ν+1
dy

olur. Burada integraller için Minkowski eşitsizliğine göre∥∥∥W (β)
ν,t f − f

∥∥∥
p,ν
≤
∫

RnN,+

∣∣w(β)
ν (|y| , t)

∣∣ ‖T yf − f‖p,ν (y′)
2ν+1

dy

= t−
n+N+2|ν|

β

∫
RnN,+

∣∣∣w(β)
ν

(
t−

1
β |y| , 1

)∣∣∣ ‖T yf − f‖p,ν (y′)
2ν+1

dy

· · ·
(
y = t−

1
β z, dy = t−

1
β dz
)
· · ·

= t−
n+N+2|ν|

β

∫
RnN,+

∣∣w(β)
ν (|z| , 1)

∣∣ ∥∥∥Tα−1/βzf − f
∥∥∥
p,ν

(
t1/β
)n+N+2|ν|

(z′)
2ν+1

dy

=

∫
RnN,+

∣∣w(β)
ν (|z| , 1)

∣∣ ∥∥∥Tα−1/βzf − f
∥∥∥
p,ν

(z′)
2ν+1

dy
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bulunur. ∥∥∥Tα−1/βzf − f
∥∥∥
p,ν
≤ 2 ‖f‖p,ν

eşitsizliğinden ve

lim
α→0+

∥∥∥T t−1/βzf − f
∥∥∥
p,ν

= 0

olduğundan Lebesgue baskın yakınsama teoremi gereğince

lim
α→0+

∥∥∥W (β)
ν,t f − f

∥∥∥
p,ν

= 0

elde edilir.

c) Bir ϕ ∈ L1,ν fonksiyonunun∫
RnN,+

ρ (|x|) (x′)
2ν+1

dx <∞

koşulunu sağlayan, azalan, pozitif ve radial ρ (|x|) majorantı varsa bu durumda her

f ∈ Lp,ν (1 ≤ p ≤ ∞) ve

ϕε (x) = ε−(n+N+2|ν|)ϕ

(
1

ε
x

)
için

sup
ε>0
|(ϕε ~ f) (x)| ≤ ‖ρ‖1,ν (Mνf) (x) (3.22)

olur. Bu ifadenin doğruluğu, Aliev ve Bayrakci (1998) makalesindeki Teorem 2.1’ in

ispatına benzer şekilde kolayca görülebilir. ρ (|x|) = w
(β)
ν (|x| ; 1) , ε = t

1
β koyulup,

(3.14) ve (3.22) hesaba katılarak, her 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k, k ∈ N için

sup
t>0

∣∣∣(W (β)
ν,t f

)
(x)
∣∣∣ ≤ c (Mνf) (x)

burada

c =

∫
RnN,+

∣∣w(β)
ν (|x| , 1)

∣∣ (x′)2ν+1
dx <∞

dir. Gerçekten de (3.16) eşitliğinde t = 1 alınırsa görülür ki w(β)
ν (|x| ; 1) monoton azalan

ve β = 2k, k ∈ N için w(β)
ν (|x| ; 1) ∈ S

(
Rn
N,+

)
olduğundan azalan, radial ve integralle-

nebilir bir majorantı vardır.

d) Genelleşmiş girişim için Young eşitsizliğinde r = ∞ durumu ve (3.14) eşitliği göz

önüne alınırsa

sup
x∈RnN,+

∣∣∣(W (β)
ν,t f

)
(x)
∣∣∣ =

∥∥w(β)
ν (|·| ; t)~ f

∥∥
∞,ν ≤ ‖f‖p,ν

∥∥w(β)
ν (|x| ; t)

∥∥
q,ν

;
1

p
+

1

q
= 1
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= ‖f‖p,ν

 ∫
RnN,+

∣∣w(β)
ν (|x| ; t)

∣∣q (x′)2ν+1dx


1
q

= t−
n+N+2|ν|

β t
n+N+2|ν|

qβ ‖f‖p,ν

 ∫
RnN,+

∣∣w(β)
ν (|z| ; 1)

∣∣q (z′)2ν+1dz


1
q

= t−
n+N+2|ν|

pβ ‖f‖p,ν
∥∥w(β)

ν (|·| ; 1)
∥∥
q,ν

elde edilir. �
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

4.1. İki-parametreli Bessel Potansiyeli Ve Özellikleri

Tanım 4.11. Genelleşmiş kaymanın doğurduğu iki-parametreli Bessel potansiyeli, I +

(−∆B)β/2 diferansiyel operatörünün (−α/β) kesirsel kuvveti olarak yorumlanır ve for-

mal olarak

Bαν,βf =
(
I + (−∆B)β/2

)−α
β
f, f ∈ S

(
Rn
N,+

)
ile tanımlanır. β = 1 ve β = 2 için sırasıyla, genelleşmiş kaymanın doğurduğu Bessel ve

Flett potansiyellerine karşılık gelir. Bu potansiyelin açık ifadesi şöyledir:

Bαν,βf(x) =
1

Γ(α/β)

∞∫
0

tα/βe−tW
(β)
ν,t f (x)

dt

t
(4.23)

Burada
{
W

(β)
ν,t f

}
t≥0

operatörü genelleşmiş kaymanın doğurduğu iki parametreli Bessel

yarıgrubudur.

Aşağıdaki teoremle Bαν,βf potansiyelinin başlıca özelliklerini kanıtlayalım.

Teorem 4.12. 1 ≤ p ≤ ∞ ve f ∈ Lp,ν olsun.

a) ∀α, β > 0 için ∥∥Bαν,βf∥∥p,ν ≤ c (β) ‖f‖p,ν (4.24)

sağlanır. Özel olarak 0 < β ≤ 2 için c (β) = 1 yazabiliriz.

b) Bαν,βf girişim tipli bir operatör olup x ∈ Rn
N,+ ve α, β > 0 için

Fν
(
Bαν,βf

)
(x) =

(
1 + |x|β

)−α
β
Fν (f) , f ∈ S

(
Rn
N,+

)
. (4.25)

c) ∀α, β > 0 için Bαν,β operatörü S
(
Rn
N,+

)
uzayında bir otomorfizmdir. Yani

Bαν,β : S
(
Rn
N,+

)
→ S

(
Rn
N,+

)
. (4.26)

d) β > 0 için
{
Bα
ν,βf

}
α≥0 ailesi yarıgrup özelliğini sağlar. Yani

Bα1+α2
ν,β = Bα1

ν,βB
α2
ν,β ,

(
α1, α2 ≥ 0, B0

ν,β = E
)
. (4.27)

İspat

1 ≤ p ≤ ∞ ve f ∈ Lp
(
Rn
N,+

)
olsun.
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a) Potansiyelin tanımından ve integraller için genelleşmiş Minkowski eşitsizliğinden

∥∥Bαν,βf∥∥p,ν =

∥∥∥∥∥∥ 1

Γ (α/β)

∞∫
0

tα/βe−tW
(β)
ν,t f (x)

dt

t

∥∥∥∥∥∥
p,ν

≤ 1

Γ (α/β)

∞∫
0

tα/β−1e−t
∥∥∥W (β)

ν,t f (x)
∥∥∥
p,ν
dt

=
1

Γ (α/β)
Γ (α/β)

∥∥∥W (β)
ν,t f (x)

∥∥∥
p,ν

=
∥∥∥W (β)

ν,t f (x)
∥∥∥
p,ν

elde edilir. (3.18) den ∥∥∥W (β)
ν,t f

∥∥∥
p,ν
≤ c (β) ‖f‖p,ν

olduğundan ∥∥Bαν,βf∥∥p,ν ≤ c (β) ‖f‖p,ν

elde edilir. Ayrıca Teorem 3.8 d) şıkkına göre 0 < β ≤ 2 için c (β) = 1 olur.

b) f ∈ S
(
Rn
N,+

)
ve α > 0, β > 0 olsun.

Fν
(
Bαν,βf

)
(x) = Fν

 1

Γ (α/β)

∞∫
0

tα/βe−tW
(β)
ν,t f (y)

dt

t

 (x)

=
1

Γ (α/β)

∞∫
0

tα/β−1e−tFν

(
W

(β)
ν,t f (y)

)
(x) dt

=
1

Γ (α/β)

∞∫
0

tα/β−1e−tFν
(
w(β)
ν (|y| ; t)~ f(y)

)
(x) dt

=
1

Γ (α/β)

∞∫
0

tα/β−1e−te−t|x|
β

(Fνf) (x) dt

=
(Fνf) (x)

Γ (α/β)

∞∫
0

tα/β−1e−t(1+|x|
β)dt

· · ·
(
t = u

(
1 + |x|β

)−1
, dt = du

(
1 + |x|β

)−1)
· · ·

=
(Fνf) (x)

Γ (α/β)

(
1 + |x|β

)−1 (
1 + |x|β

)1−α/β ∞∫
0

uα/β−1e−udu

=
(

1 + |x|β
)−α/β

(Fνf) (x).
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c) Fν : S
(
Rn
N,+

)
→ S

(
Rn
N,+

)
bir otomorfizm olduğundan ϕ ∈ S

(
Rn
N,+

)
için

Fν
(
Bαν,βϕ

)
(z) =

(
1 + |z|β

)−α/β
(Fνϕ) (z) , z ∈ Rn

N,+

sağlanır. Burada her ϕ ∈ S
(
Rn
N,+

)
için

Bαν,βϕ(x) = F−1v

((
1 + |z|β

)−α/β
(Fνϕ) (z)

)
(x)

sağlanır. ϕ ∈ S
(
Rn
N,+

)
olduğundan Fνϕ ∈ S

(
Rn
N,+

)
olur ve buradan(

1 + |z|β
)−α/β

(Fνϕ) (z) ∈ S
(
Rn
N,+

)
olur. Sonuç olarak

F−1v

((
1 + |z|β

)−α/β
(Fνϕ) (z)

)
(x) ∈ S

(
Rn
N,+

)
.

d) Bα1+α2
ν,β = Bα1

ν,βB
α2
ν,β olduğunu her iki taraftan Fourier-Bessel dönüşümü alarak

görelim.(4.25) göz önüne alınırsa

Fν
(
Bα1+α2
ν,β

)
=

(
1 + |x|β

)−α1+α2
β

(Fνf) (x)

=
(

1 + |x|β
)−α1

β
(

1 + |x|β
)−α2

β
(Fνf) (x)

=
(

1 + |x|β
)−α1

β
Fν
(
Bα2
ν,βf

)
(x)

= Fν
(
Bα1
ν,β

(
Bα2
ν,βf

))
(x)

elde edilir. Fourier-Bessel dönüşümleri eşit olan fonksiyonların kendileri de eşit olduğun-

dan

Bα1+α2
ν,β = Bα1

ν,βB
α2
ν,β

elde edilir. �

Bα
ν,β iki-parametreli Bessel potansiyeli için ters bulma formülünde kullanacağımız

Aϕ ≡ A(β)
µ ϕ dalgacık tipli dönüşümü tanımlayalım.

Tanım 4.13. µ ölçümü [0,∞) aralığında tanımlı sonlu Borel ölçümü ve ϕ ∈ Lp,ν
(
Rn
N,+

)
olsun. W (β)

ν,t ϕ, iki-parametreli Bessel yarıgrubu olmak üzere dalgacık tipli dönüşüm

Aϕ ≡ A(β)
µ ϕ (x, t) = µ ({0})ϕ (x) +

∞∫
0

e−st
(
W

(β)
ν,stϕ

)
(x) dµ (s) (4.28)

ile tanımlanır. Burada x ∈ Rn
N,+ ve s > 0 dir.
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A(β)
µ dalgacık tipli dönüşümünün ϕ ∈ Lp,ν , 1 ≤ p ≤ ∞ için iyi tanımlı olduğu (3.18)

den ve Genelleşmiş Minkowski eşitsizliğinden kolayca görülür. Yani,

∥∥A(β)
µ ϕ (·, s)

∥∥
p,ν
≤

∞∫
0

e−st
∥∥∥W (β)

ν,t ϕ
∥∥∥
p,ν
d |µ| (t) ≤ c (β) ‖µ‖ ‖ϕ‖p,ν

ve burada ‖µ‖ =
∞∫
0

d |µ| (t) < ∞ dir. Dolayısıyla dalgacık tipli dönüşüm A(β)
µ , Lp,ν

uzayından Lp,ν uzayına sınırlıdır. (Rubin 1999)

4.2. İki-parametreli Bessel Potansiyelinin Tersi

Bu son kısımda amacımız, yukarıda tanımladığımız dalgacık tipli dönüşümü kullana-

rak iki-parametreli Bessel potansiyelinin tersini belirlemek olacaktır. Potansiyelin tersini

belirlerken Rubin’in yöntemini kullanacağız. Öncelikle Rubin’in (1999) makalesindeki

Lemma 1.3’ün bir özel halini verelim.

Önteorem 4.14. µ ölçümü [0,∞) aralığında tanımlı sonlu Borel ölçümü olsun. µ ölçü-

münün (θ + 1) . mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

(
Iθ+1µ

)
(s) =

1

Γ (θ + 1)

s∫
0

(s− t)θ dµ (t) , s > 0, θ > 0 (4.29)

şeklinde tanımlansın. Ayrıca

Kθ (s) =
1

s

(
Iθ+1µ

)
(s) , (0 < s <∞) (4.30)

diyelim. µ ölçümü aşağıdaki özellikleri sağlasın:

Bir γ > θ sayısı için
∞∫
1

tγd |µ| (t) <∞ (4.31)

∞∫
0

tjdµ (t) = 0; j = 0, 1, 2, 3, · · · , [θ] . (4.32)

Bu durumda Kθ (s) fonksiyonu, azalan ve integrallenen majoranta sahip olup,

Cθ,µ ≡
∞∫
0

Kθ (s) ds =


Γ (−θ)

∞∫
0

zθdµ (z) , θ 6= 1, 2, 3, · · · ise

(−1)θ+1 1
θ!

∞∫
0

zθ ln zdµ (z) , θ = 1, 2, 3, · · · ise


(4.33)
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eşitliği sağlanır. Ayrıca
∼
µ ile µ ölçümünün Laplace döüşümü gösterilirse, yani,

∼
µ =

∞∫
0

e−tzdµ (z)

şeklinde tanımlanırsa,

Cθ,µ ≡
∞∫
0

t−1−θ
∼
µ (t) dt (4.34)

eşitliği sağlanır.

Önteorem 4.15. Bαν,β veW (β)
ν,t operatörleriLp,ν ≡ Lp,ν

(
Rn
N,+

)
, (1 ≤ p ≤ ∞; L∞,ν ≡ C0)

uzaylarında değişmeli operatörlerdir. Yani her f ∈ Lp,ν için

Bαν,βW
(β)
ν,t f = W

(β)
ν,t Bαν,βf (4.35)

dir.

İspat Her ϕ ∈ S
(
Rn
N,+

)
için Bαν,βW

(β)
ν,t ϕ = W

(β)
ν,t Bαν,βϕ eşitliği, eşitliğin her iki tarafın-

dan Fourier-Bessel dönüşümü alınarak görülebilir. Şöyle ki,

Fν
(
Bαν,βf

)
(x) =

(
1 + |x|β

)−α
β

(Fνf) (x)

ve

Fν

(
W

(β)
ν,t ϕ

)
(x) = e−t|x|

β

(Fνϕ) (x)

olduğundan

Fν

(
Bαν,βW

(β)
ν,t ϕ

)
(x) =

(
1 + |x|β

)−α
β
e−t|x|

β

(Fνϕ) (x)

ve

Fν

(
W

(β)
ν,t Bαν,βϕ

)
(x) = e−t|x|

β
(

1 + |x|β
)−α

β
(Fνϕ) (x)

sağlanır. Böylece her ϕ ∈ S
(
Rn
N,+

)
için

Bαν,βW
(β)
ν,t ϕ = W

(β)
ν,t Bαν,βϕ

sağlanır. Ayrıca S
(
Rn
N,+

)
uzayı Lp,ν

(
Rn
N,+

)
uzayında yoğun, Bα

ν,β ve W (β)
ν,t operatörleri

Lp,ν sınırlı olduğundan her ϕ ∈ S
(
Rn
N,+

)
için yukarıdaki eşitlik, her ϕ ∈ Lp,ν için

sağlanır. Yani, ∀f ∈ Lp,ν , (1 ≤ p ≤ ∞; L∞,ν ≡ C0) için

Bαν,βW
(β)
ν,t f = W

(β)
ν,t Bαν,βf

dir. �
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Önteorem 4.16. (Stein-Weiss (1971)) (X,m) bir ölçüm uzayı olsun. {Tδ}δ>0 lineer ope-

ratörler ailesi Lp (X,m) , (1 ≤ p <∞) uzayında tanımlanmış olsun.

f ∈ Lp (X,m) olmak üzere sup
δ>0
|(Tδf) (x)| = (T ∗f) (x) diyelim ve T ∗ sub-lineer

operatörünün zayıf (p, q) tipli olduğunu, yani, ∀λ > 0 için

µ {y ∈ X : (T ∗f) (x) > λ} ≤
(
c ‖f‖p
λ

)q
sağlandığını varsayalım. Eğer X ′in yoğun bir alt kümesinden alınmış her x için

lim
δ→0

(Tδf) (x) = f (x)

sağlanırsa, hemen hemen her x ∈ X için

lim
δ→0

(Tδf) (x) = f (x)

sağlanır.

Önteorem 4.17. γ > 1, α > 0, β > 0 olsun. Bu durumda

γ∫
1

t−
α
β
−1 (γ − t)

α
β
−1 dt =

Γ (α/β)

Γ (1 + α/β)

1

γ
(γ − 1)α/β

dir. Bu eşitlik, Gradshteyn ve Ryzhik (1994) kaynağındaki 3.238(3) numaralı formülden

elde edilebilir.

Esas teoremimizi ifade edebiliriz.

Teorem 4.18. A = Aβµ dalgacık tipli dönüşüm ve Bαν,β iki-parametreli Bessel potansiyeli,

α > 0 ve f ∈ Lp,ν
(
Rn
N,+

)
, 1 ≤ p < ∞ olsun. Ayrıca [0,∞) aralığında sonlu Borel

ölçümü µ, (4.31) ve (4.32) koşullarını sağlasın. Bu durumda Cθ,µ (4.33) ve (4.34) de

tanımlandığı gibi olmak üzere

∞∫
0

(
A(β)
µ Bαν,βf

)
(x, t)

dt

t1+α/β
≡ lim

h→0

∞∫
h

(A(β)
µ Bαν,βf) (x, t)

dt

t1+α/β
= Cα

β
,µf (4.36)

eşitliği sağlanır. Burada limit hemLp,v (1 ≤ p <∞) normunda hem de hemen hemen her

yerde noktasal anlamdadır. f ∈ C0 durumunda yakınsama Rn
N,+ uzayında düzgündür.
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İspat f ∈ Lp,ν için (4.28), Önteorem (4.15) ve (4.23) eşitlikleri ile (3.17) kullanılarak

(
A(β)
µ Bαν,βf

)
(x, t) =

∞∫
0

e−stW
(β)
ν,t Bαν,βf (x) dµ (s) =

∞∫
0

e−stBαν,βW
(β)
ν,t f (x) dµ (s)

=

∞∫
0

e−st

 1

Γ (α/β)

∞∫
0

h
α
β e−hW

(β)
ν,hW

(β)
ν,stf (x)

dh

h

 dµ (s)

=
1

Γ (α/β)

∞∫
0

e−st

 ∞∫
0

h
α
β
−1e−hW

(β)
ν,h+stf (x) dh

 dµ (s)

elde edilir. Bu son eşitlikte h yerine h− st yazalım. Buradan

(
A(β)
µ Bαν,βf

)
(x, t) =

=
1

Γ (α/β)

∞∫
0

e−st

 ∞∫
0

(h− st)
α
β
−1

+ e−h+stW
(β)
ν,h−st+stf (x) d (h− st)

 dµ (s)

=
1

Γ (α/β)

∞∫
0

 ∞∫
0

(h− st)
α
β
−1

+ e−hW
(β)
ν,h f (x) dh

 dµ (s)

olur. Burada

(h− st)+ =

 (h− st)
α
β
−1 , h > st

0, h ≤ st


dir.

Şimdi verilmiş bir δ > 0 için Fubini teoremi ve
(
h
s
− t
)α
β
−1

+
fonksiyonunun tanımı

kullanılırsa
∞∫
δ

t−
α
β
−1 (ABαν,βf) (x, t) dt = (4.37)

=
1

Γ (α/β)

∞∫
0

 ∞∫
0

e−hW
(β)
ν,h f (x)

 ∞∫
δ

t−
α
β
−1 (h− st)

α
β
−1

+ dt

 dh

 dµ (s)

=
1

Γ (α/β)

∞∫
0

e−hW
(β)
ν,h f (x)

 ∞∫
0

s
α
β
−1

 ∞∫
δ

t−
α
β
−1
(
h

s
− t
)α

β

+

dt

 dµ (s)

 dh

=
1

Γ (α/β)

∞∫
0

e−hW
(β)
ν,h f (x)


h
δ∫

0

s
α
β
−1


h
δ∫

δ

t−
α
β
−1
(
h

s
− t
)α

β

dt

 dµ (s)

 dh
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elde edilir. Bu son eşitlikte sırasıyla h yerine hδ ve t yerine δt yazılırsa daha sonra da

Önteorem (4.17) kullanılır ve (4.29) ve (4.30) ifadeleri göz önüne alınırsa (4.37) eşitliği

∞∫
δ

t−
α
β
−1 (ABαν,βf) (x, t) dt =

=
δ

Γ (α/β)

∞∫
0

e−δhW
(β)
ν,δhf (x)

 h∫
0

s
α
β
−1


δh
s∫

δ

t−
α
β
−1
(
δh

s
− t
)α

β

dt

 dµ (s)

 dh

=
1

Γ (α/β)

∞∫
0

e−δhW
(β)
ν,δhf (x)

 h∫
0

s
α
β
−1


h
s∫

1

t−
α
β
−1
(
h

s
− t
)
dt

 dµ (s)

 dh

=
1

Γ (α/β)

∞∫
0

e−δhW
(β)
ν,δhf (x)

 h∫
0

s
α
β
−1 Γ (α/β)

Γ (α/β + 1)

s

h

(
h

s
− t
)α

β

dµ (s)

 dh

=

∞∫
0

e−δhW
(β)
ν,δhf (x)Kα

β
(h) dh (4.38)

haline gelir. Burada (4.30) ifadesine göre

Kα
β

(h) =
1

h

1

Γ (α/β + 1)

h∫
0

(h− s)
α
β dµ (s)

dir. Teoremin ispatına iki-parametreli Bessel yarıgrubunun özelliklerini kullanarak devam

edeceğiz. (4.31) ve (4.34) eşitliklerindeki

C ≡ Cα
β
,µ =

∞∫
0

Kα
β

(h) dh

notasyonunu göz önüne alarak

∞∫
δ

t−
α
β
−1 (ABαν,βf) (x, t) dt− Cf (x) =

=

∞∫
0

e−δhW
(β)
ν,δhf (x)Kα

β
(h) dh−

∞∫
0

f (x)Kα
β

(h) dh

=

∞∫
0

(
e−δhW

(β)
ν,δhf (x)− f (x)

)
Kα

β
(h) dh
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=
∞∫
0

e−δh
(
W

(β)
ν,δhf (x)− f (x)

)
Kα

β
(h) dh+ f (x)

∞∫
0

(
1− e−δh

)
Kα

β
(h) dh

elde edilir.

Minkowski eşitsizliği kullanılarak∥∥∥∥∥∥
∞∫
δ

t−
α
β
−1 (ABαν,βf) (·, t) dt− Cf

∥∥∥∥∥∥
p,ν

≤

≤
∞∫
0

e−δh
∥∥∥W (β)

ν,δhf − f
∥∥∥
p,ν

∣∣∣Kα
β

(h)
∣∣∣ dh+ ‖f‖p,ν

∞∫
0

(
1− e−δh

) ∣∣∣Kα
β

(h)
∣∣∣ dh (4.39)

bulunur. Şimdi

0 < e−δh < 1,
∣∣1− e−δh∣∣ < 2,

∞∫
0

∣∣∣Kα
β

(h)
∣∣∣ dh <∞

olduğundan ∥∥∥W (β)
ν,δhf − f

∥∥∥
p,ν
≤
∥∥∥W (β)

ν,δhf
∥∥∥
p,ν

+ ‖f‖p,ν
3.14

≤ cβ ‖f‖p,ν

ve

lim
δ→∞

∥∥∥W (β)
ν,δhf − f

∥∥∥
p,ν

= 0; lim
δ→0

(
1− e−δh

)
= 0

olduğundan Lebesgue baskın yakınsama teoremine göre (4.39) eşitsizliğinin sağ tarafının

δ → 0 için limiti sıfıra eşit olur. Yani,

lim
δ→0

∥∥∥∥∥∥
∞∫
δ

t−
α
β
−1 (ABαν,β) (·, t) dt− Cf

∥∥∥∥∥∥
p,ν

= 0 (4.40)

elde edilir. Burada p = ∞ durumunda L∞,ν ≡ C0 kabul edildiğinden (4.40) e göre

f ∈ C0 için yakınsama düzgündür.

Şimdi, δ > 0 parametresine bağlı
∞∫
δ

t−
α
β
−1 (ABαν,β) (x, t) dt,

(
x ∈ Rn

N,+ , f ∈ Lp,ν
)

fonksiyonlar ailesinin δ → 0 için Cf (x) e noktasal yakınsadığını görelim.

Bu kısımda Önteorem (4.16) kullanılacaktır. Önteoremde bahsi geçen {Tδ}δ>0 lineer

operatörler ailesini

(Tδf) (x) =

∞∫
δ

t−
α
β
−1 (ABαν,β) (x, t) dt,

(
x ∈ Rn

N,+ , f ∈ Lp,ν
)
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olarak tanımlayalım. Bu durumda (4.38) eşitliği ve (3.20) kullanılarak

sup
δ>0
|(Tδf) (x)| = sup

δ>0

∣∣∣∣∣∣
∞∫
δ

t−
α
β
−1 (ABαν,β) (x, t) dt

∣∣∣∣∣∣ ,
= sup

δ>0

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

e−δhW
(β)
ν,δhf (x)Kα

β
(h) dh

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

t>0

∣∣∣W (β)
ν,t f (x)

∣∣∣ ∞∫
0

∣∣∣Kα
β

(h)
∣∣∣ dh

≤ c (Mνf) (x)

elde edilir. Burada Mνf, genelleşmiş Hardy-Littlewood maksimal operatörüdür.

Mν : Lp,ν → Lp,ν (1 < p ≤ ∞) güçlü ve Mv : L1,ν → L1,ν zayıf tipli olduğundan

T ∗f (x) = sup
δ>0
|(Tδf) (x)|

olmak üzere T ∗ operatörü Lp,ν → Lp,ν güçlü tipli, L1,ν → L1,ν zayıf tipli ve dolayısıyla

1 ≤ p ≤ ∞ için Lp,ν → Lp,ν zayıf tipli olduğunu görürüz.

Böylece Lp,ν , (1 ≤ p ≤ ∞) uzayının yoğun bir alt kümesi olan C0 ∩ Lp,ν uzauında

Tδf, (δ > 0) ailesi f fonksiyonuna düzgün, dolayısıyla noktasal yakınsadığından Önte-

orem (4.17)’e göre bu aile δ → 0 için f fonksiyonuna h.h.her yerde yakınsak olur.

Yani, h.h.x ∈ Rn
N,+ için

lim
δ→0

∞∫
δ

t−
α
β
−1 (ABαν,βf) (x, t) = Cf (x)

sağlanır. Burada C ≡ Cα
β
,µ =

∞∫
0

Kα
β

(s) ds dir. �
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5. SONUÇLAR

Tezimizde ilk olarak Genelleşmiş kaymanın doğurduğu iki-parametreli Bessel yarıgru-

bunu tanımladık ve özelliklerini inceledik.

İki-parametreli Bessel çekirdeği w(β)
ν (|x| ; t), t > 0, β > 0, x ∈ Rn

N,+ ve

f ∈ Lp,ν
(
Rn
N,+

)
olmak üzere W (β)

ν,t f ile gösterilen iki-parametreli Bessel yarıgrubu

W
(β)
ν,t f (x) =

(
w(β)
ν (|.| ; t)~ f

)
=

∫
RnN,+

w(β)
ν (|y| ; t)T yf (x) (y′)

2ν+1
dy

ile tanımlanır.

Tezimizin esas operatörü olan Genelleşmiş kaymanın doğurduğu iki-parametreli Bes-

sel potansiyeli, I + (−∆B)β/2 diferansiyel operatörünün (−α/β) kesirsel kuvveti olarak

yorumlanır ve formal olarak

Bαν,βf =
(
I + (−∆B)β/2

)−α
β
f, f ∈ S

(
Rn
N,+

)
ile tanımlanır. β = 1 ve β = 2 için sırasıyla, genelleşmiş kaymanın doğurduğu Bessel ve

Flett potansiyellerine karşılık gelir. Bu potansiyelin açık ifadesi şöyledir:

Bαν,βf(x) =
1

Γ(α/β)

∞∫
0

tα/βe−tW
(β)
ν,t f (x)

dt

t
(5.41)

Burada
{
W

(β)
ν,t f

}
t≥0

operatörü genelleşmiş kaymanın doğurduğu iki parametreli Bessel

yarıgrubudur.

İki-parametreli Bessel potansiyeli için ters bulma formülününde kullanacağımızA(β)
µ ϕ

dalgacık tipli dönüşümü tanımladık. Şöyle ki

µ ölçümü [0,∞) aralığında tanımlı sonlu Borel ölçümü ve ϕ ∈ Lp,ν
(
Rn
N,+

)
olsun.

W
(β)
ν,t ϕ, iki-parametreli Bessel yarıgrubu olmak üzere dalgacık tipli dönüşüm

Aϕ ≡ A(β)
µ ϕ (x, t) = µ ({0})ϕ (x) +

∞∫
0

e−st
(
W

(β)
ν,stϕ

)
(x) dµ (s) (5.42)

ile tanımlanır. Burada x ∈ Rn
N,+ ve s > 0 dir.

Son olarak amacımızı kanıtladık. Yani, tanımladığımız dalgacık tipli dönüşümü kul-

lanarak iki-parametreli Bessel potansiyelinin tersini belirleme formünü kanıtladık. Yani,

33



SONUÇLAR R. KAHRAMAN

A = Aβµ dalgacık tipli dönüşüm ve Bαν,β iki-parametreli Bessel potansiyeli, α > 0 ve

f ∈ Lp,ν
(
Rn
N,+

)
, 1 ≤ p < ∞ olsun. Ayrıca [0,∞) aralığında sonlu Borel ölçümü µ,

(4.31) ve (4.32) koşullarını sağlasın. Bu durumda Cθ,µ (4.33) ve (4.34) de tanımlandığı

gibi olmak üzere

∞∫
0

(
A(β)
µ Bαν,βf

)
(x, t)

dt

t1+α/β
≡ lim

h→0

∞∫
h

(A(β)
µ Bαν,βf) (x, t)

dt

t1+α/β
= Cα

β
,µf

eşitliği sağlanır. Burada limit hem Lp,v (1 ≤ p <∞) normunda hem de hemen hemen her

yerde noktasal anlamdadır. f ∈ C0 durumunda yakınsama Rn
N,+ uzayında düzgündür.
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