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Bu tez ¢calismasinda bes boliim yer almaktadir. Ik kisimda gecikmeli diferensiyel den-
klemlerle ilgili literatiir taramasina ayrilmistir. ikinci boliimde gecikmeli diferensiyel den-
klemleri iceren tanim ve teoremler yer almaktadir. Ugiincii boliimde asagidaki gibi ifade
edilen sabit katsayili-sabit gecikmeli ve de8isken katsayili-sabit gecikmeli diferensiyel

denklemlerin ¢oziimlerine ait salinimlilik kriterlerine yer verilmistir.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF OSCILLATION BEHAVIOUR OF SOLUTIONS OF
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There are five chapters in this thesis. The first part is devoted to a literature review
on delay differential equations. In the second part, there are definitions and theorems
including delay differential equations. In the third chapter, the oscillation criteria for the
solutions of constant coefficient-constant delay and variable coefficient-variable delay dif-

ferential equations, which are expressed as follows, are given.
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ONSOZ

Uygulamal1 matematigin kayda deger dallarindan biri olan diferensiyel denklem kavrami
cok sayida bilim insaninin dikkatini ¢ekmeyi basarmig ve ozellikle uygulama alaninda
bir¢ok ¢alismanin temel tagini olusturmusgtur. Ayrica ele alinan problemlerin bir¢ogunda,
bu problemlerin matematiksel olarak modellemesinde diferensiyel denklemlerden yardim
alinmaktadir. Matematiksel modellemeler yapilirken gecikmeler s6z konusu olabilir. Boylece
adi diferensiyel denklemlerden farkli olarak gecikmeli diferensiyel denklemler ortaya
cikar. Bu tezde Onceki caligmalarda yer alan sabit katsayili sabit gecikmeli ve degisken

katsayili sabit gecikmeli diferensiyel denklemler calisilmstir.
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GIRIS G. GULMEZ

1. GIRIS

Diferensiyel denklemler kargilagilan problemler i¢in bir matematiksel model olarak diisiiniilebilir.
Diferensiyel denklemler matematik ve miihendislik biliminin ortak ¢alisma konusu ol-
mas1 nedeniyle bu alandaki calismalara hiz kazandirmstr.
Uygulamali alanlarda ¢alisilan problemlerin bir¢oguna bir diferensiyel denklem kargilik
gelir. Matematiksel modellemeler yapilirken gecikmeler s6z konusu olabilir. Boylece adi
diferensiyel denklemlerden farkli olarak gecikmeli diferensiyel denklemler ortaya ¢ikar.
Gecikmeli bir diferensiyel denklem n(r) : R — R bir fonksiyon,

lim n(r) = oo ve n(r) < r ifadeleri saglandiginda
r—00

2(r) = h(r, z(r), z(n(r))) (1.1)
seklindedir. Buradan anlagilacag tizere z’'(r) nin degisim orani sadece z(r) degerine degil,
z(n(r)) degerine de baghdur.

z’(r)—i—z(r—?))—i-z(r—i-%)—O,

Z(r)+z2(r+2)—5=0,

2'(r) + 32 (r) + 2(r — 5) =1,

2"(r) — 42/ (r — sin®r) — z(g) +r=1

seklindeki denklemler gecikmeli diferensiyel denklemlerdir.

Salimimlilik teorisi uygulamali bilimlerde yer alan problemlere ait salinim hareket-
lerini ele alan diferensiyel denklemler teorisinin koklii bir dal olarak diisiiniilebilir. Diger
taraftan salinimlilik teorisi belirli bir denkleme veya sisteme salinan ¢oziimlerinin var-
lig1in1, yoklugunu ve bu tiir ¢dziimlerin davraniglarini ele almaktadir. Simdi asagida ver-

ilen gecikmeli diferensiyel denklemi ele alalim.

Z(r) +4(r)z(n(r)) =0 (1.2)

(1.2) denklemine ait ¢oziimlerin salimmlililigr ile ilgili ilk sonu¢ Myshkis (1950) tarafin-

dan verilmistir. Eger

limsup [r — n(r)] < oo ve liminf [r — n(r)] im infi)(r) > %

r—00 r—00 r—r00

1
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ise (1.2) denklemine ait tiim ¢oziimler salinimlidir. Koplatazde ve Chanturija (1982), (1.2)
denklemine ait ¢6ziimlerinin salinimli olmast ile ilgili agagidaki sonucu vermislerdir. 7(r)

monoton olmayan ya da azalmayan bir gecikme olsun. Boylece

r

1
liminf [ ¥(s)ds > —.
e
)

r—00
n(r

Ayrica

]w<s>ds <:

n(r)
ise (1.2) denkleminin salinimsiz bir ¢oziimii olur.

Gyori ve Ladas (1991),
Z(r)+vz(r—n)=0 (1.3)
denklemini ele almiglardir. Burada v, € R olmak {izere,
() (1.3) denklemine ait her ¢6ziim salinimli,
(ii) ym > ¢
ifadeleri birbirine denk olur.

Yukarida verilen bilgiler 1s181nda, bu yiiksek lisans tez ¢alismasinda sabit gecikmeli
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin salinimlilik davraniglari incelenmis ve denklem-
lerin ¢oziimlerinin salintmli olmasi i¢in salinimlilik kriterleri verilmistir.

Ikinci boliimde temel tanim, teorem ve dnceki calismalara ayrilmustir..

Uciincii kisimda ise sabit gecikmeli ve sabit katsayil

Z(r)+z(r—n) =0
ve o
Z(r) + Z%Z(r —n;) =0,
sabit gecikmeli ve degisken katsayili -
Z(r)+¢(r)z(r—mn) =0
ve .
2(r)+ ) _ilr)z(r —m;) =0

diferensiyel denklemler icin elde edilgllsahmmhhk kosullarina yer verilmistir.

Son boliimde tartisma ve sonug kismi yer almaktadir.
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2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Bu kisimda tezimizde ihtiya¢ duyacagimiz temel bilgilere yer verilecektir.

2.1. Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Ik olarak
Z(r)+ > wi(r)z(r—n,) =0 (2.1)

denklemini ele alalim.

Tamm 2.1. 1 < i < miginn;, € R, n,(r) =r —n; ve n = max {ny, Ny, ..., n,, } olmak
lizere v > 11 igin z, [r1,00) araliginda siirekli diferensiyellenebilir ve z, (2.1) denklemini
saglarsa z € C'[[ry — n,00) ,R]| (2.1) denklemine ait bir ¢éziimii olur ve bu ¢oziim [ry, 00)

lizerinde bir ¢oziim olarak adlandirilir (Gyori ve Ladas 1990).

r1 bir baglangi¢ noktasi olmak iizere, ¢ € C'[[r; —n,71),R] baglangi¢ fonksiyonu

verilmis olsun. Boylece (2.1) denklemi r; —n < r < 7y i¢in

z(r) = o(r) (2.2)
olacak sekilde [rq, 00) araliginda birtek z ¢oziimiine sahiptir (Gyori ve Ladas 1990).

Tanim 2.2. Bir diferensiyel denkleme ait asikar olmayan bir ¢oziimii z olmak iizere,
eger z ¢oziimii keyfi sayida sifira sahipse, z ¢oziimiine salimimlidir denir. Aksi halde ise
salimimly degildir denir. Salimimli olmayan bir ¢oziim, erge¢ pozitif yada erge¢ negatiftir.
Yani, ¥r > ry icin z(r) # 0 olacak bicimde bir r\ vardir. Eger denklemin her ¢éziimii
salimimly ise denklemin tiim ¢oziimleri salimmlidiy, salvmimli olmayan en az bir ¢oziimii

varsa denklemin ¢oziimleri salimml degildir denir (Ladde vd. 1987).

Tanim 2.3. Agikar olmayan bir z ¢éziimii T herhangi bir sayt olmak iizere (T, 00) ara-

higinda isaret degistiriyorsa z ¢oziimiine salimimlidir denir (Ladde vd. 1987).

2'(r)—z(-r)=0

diferensiyel denkleminin z(r) = sinr salimmli ¢oziimii, zo(r) = e" + e " ise saliuml

olmayan bir ¢oziimiidiir.
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Bazi salinimlilik durumlar1 gecikmelerle olusur. Ornek vermek gerekirse,

Z(r)+z(r)=0

ve

2'(r)y —2(r) =0

diferensiyel denklemlerin ¢éziimleri salinimli olmamasina ragmen,

z'(r)+z<r—g> =0

veE

2'(r)—z(r—m)=0

gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri sirasiyla z = sinr ve z = cosr oldugun-

dan salinimhidir (Ladde vd. 1987).
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Sabit Gecikmeli Diferensiyel Denklemlerin Salinimlihig:

Bu boliimde sabit gecikmeli ve sabit katsayili, sabit gecikmeli ve degisken katsayili birinci
mertebeden diferensiyel denklemlere ait salinim kosullarina yer verilecektir.

¥, n € R olmak iizere
Z(r)+z(r—n) =0 3.1
vel <i<micinv,, n; € R olmak lizere

2'(r) + Zwlz(r —n;,)=0 (3.2)
i=1

sabit katsayil1 ve sabit degiskenli diferensiyel denklemleri ve

2(r) +ap(r)z(r—mn) =0, 7> (3.3)

\~ .
Z(r)+ Y i(r)z(r—n,) =0 (3.4)

=1

degisken katsayili ve sabit degiskenli diferensiyel denklemler ele alincaktir.

Lemma 3.4. ¢, n € R olmak iizere, (3.1) denklemini ele alalim. (3.1) denklemine ait her

coziimiin salimimly olmasi igin gerek ve yeter kosul
Q) = A +veM=0 (3.5)
karakteristik denkleminin reel koke sahip olmamasidir (Ladas vd. 1983).

Teorem 3.5. ¢, n € R olmak iizere, (3.1) denklemini tiim ¢oziimlerinin salimimli olmasi
icin gerek ve yeter kosul
1
Yn > - (3.6)

olmasidir (Ladas ve Sficas 1984).

Ispat (3.6) sartinda v ve 7 ayni isaretli olmas1 gerekmektedir. Diger taraftan, b > 0 ve

n > 0ise A — —oo iken e~ ifadesi A dan daha hizli bilyiiyecegi icin

lim Q(\) =

lim
A——00 A——00

(A + e ™) = o

5
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olur ve A — oo iken e~ — ( oldugu icin

lim Q(\) = lim (A + pe ™) = oo

A—00 A—00

elde edilir. A > 0 ifadesi i¢in 2(\) > 0 olur. () nin ekstremumunu inceleyecek olursak

Q(\) =1 —apme"

olup
1 —yne M =0
olur. Buradan
e M — i7
Yn
—An = In(yn) ™
) = n(yn)
n

elde edilir. () fonksiyonu Ag ln(w") apsisli noktada ekstramuma sahiptir. () fonksiy-

onunun ikinci tirevini alirsak

Q'(A) = ppe

elde edilir. v» > 0, 7> > 0 ve her A € R ifadesi i¢in e~ > 0 oldugu igin Q”(\) > 0 olur.

(wn)

Boylece Q(\) fonksiyonu \g = apsisli noktada minimuma sahiptir.

Q) = 1n(:]/m) L e _ In(em) ot

n Yn
_ In(ym) 1
n n
_ In(yme)
n
olup
minQ2(\) = In(ye)
AER n

elde edilir. Diger taraftan kabulden vn > % oldugundan ¥)ne > 1 bulunur. Ayrica

In(yme) >0

oldugu gortiliir ve n > 0 oldugundan

In(+/me)
n

>0
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ifadesi elde edilir. Boylece

lim Q(\) = lim Q(\) = o0

A——00 A—00

ve minimum noktasinda ifade sifirdan biiyiik oldugu i¢in ©(\) reel koke sahip olmaz.

Diger taraftan 1) < 0 ve < 0 ise A — —oo iken ¢~ — 0 oldugundan

lim Q(\) = lim (A4 e ) = —c0

A——00 A——00

ve A\ — oo iken e~ ifadesi A dan daha hizl biiyiiyeceginden

lim Q(\) = lim (A + ¢e ™) = —o00

A—00 A—00

bulunur. Ayrica
Y(A) =1—¢ne™

ve () fonksiyonu A\g = In(Wn) apsisli noktada ekstramuma sahipti. ¢ < 0 oldugu i¢in

n
Q" (\) = n?e™™ <0

olur. Bu durumda () fonksiyonu A\g = @ apsisli noktada maksimuma sahiptir.

max{2(\) = In(¢ne)
AER n

olup ¢¥n > % ve A < 0 oldugundan

In(t/me)
"

<0

olur, boylece maksimum noktada fonksiyon sifirdan kiiciik oldugu igin ©2(\) fonksi-
yonu reel koke sahip olmaz. Yani Lemma 3.4 geregince (3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri

salinimli olur. O

1 <7 <migin,;,n; > 0olmak iizere, (3.2) denklemini ele alalim. (3.2) denkleminin

karakteristik denklemi

QA) =X+ the ™ =0 (3.7)
=1

seklindedir.
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Teorem 3.6. 1 < ¢ < migin1,, n;, > 0 olmak iizere, asagida verilen sartlardan her biri

(3.2) denklemine ait ¢oziimlerinin salimimlt olmasi icin yeter sarttir.

(a)

iwmi > % (3.8)
(b) N
E)E): e
(Ladas ve Sficas 1984). a B

ispat (a) (3.2) denklemine ait karakteristik denklem

QA) = A+ e ™
i=1
seklindedir. A > 0 ve 1 < i < migin¢; > 0 ve her A € R icin e™*" > 0 oldugundan
Q(A) > 0 oldugunu soyleyebiliriz. Boylece karakteristik denklemin reel kokii olmaz.

A < 0 olmak iizere
A=A+ e
i=1

karakteristik denklemi e® > ae esitsizligi yardimiyla

1 m
A E A >\ § —An)e > A — A = e |-= .
+ D pie” + Q) thi(=An;)e e[E wml ( €+i§1¢mz)
ifadesine doniigiir. A < 0 oldugundan —Ae > 0 ve (3.8) kosulundan dolay1
! + gm Pn; >0
e L il

olur. Boylece
1 m
—de | —— ;] >0
(L4 3m)

olup ©2(\) > 0 bulunur. Yani, (3.2) denklemine ait tiim ¢oziimleri salinimli olur.

(b) Aritmetik ortalama ile geometrik ortalama arasinda asagidaki iligki s6z konusudur.

1 m m %
EZ?/% > <g¢z>

=1
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A < Oicin

1

Q) = A+ zm:wie—/\m >\+m (ﬁd)ie—/\m> " —A+m <ﬁ¢l) " 6—%1_;771-
=1 =1 ]
At m (H%) m (“%Zm)
=1 i=1
S (m) (Zm)
i=1 P

olup (3.9) sartindan 2(A) > 0 olur. Boylece (3.2) denklemine ait her ¢oziim salinimli

v

olur. O

Teorem 3.7. 1) € C|[rg, 00), Rt] ve > 0 olmak iizere

r—00

] 1
liminf/w(s)ds > — (3.10)
e
=1

ise (3.3) denklemine ait tiim ¢oziimler salinimli olur (Ladas 1979).

Ispat Celiski olusturmak icin (3.3) denkleminin pozitif bir z(r) olsun. Aynmi sekilde
negatif bir —z(r) fonksiyonu da (3.3) denkleminin bir ¢oziimii olarak kabul edilebilir.
Ancak biz ispatimiz1 yalnizca pozitif ¢oziim iizerinden yapacagiz. Bu durumda » > r*
olmak iizere z(r) > 0, z(r —n) > 0, r* > ro + n olacak sekilde bir r* sayis1 mevcuttur.

Boylece (3.3) denkleminden

elde edilir. Yani z fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon olur ve z(r — n) > z(r) yazilr.

Ayrica (3.10) sartindan
1
/w@MsZc>g (3.11)
]

olacak sekilde bir ¢ > 0 mevcuttur.

Diger taraftan z(r) azalmayan oldugundan, (3.3) denkleminden

Z(r) +(r)z(r) <0 (3.12)
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esitsizligi elde edilir. Elde edilen (3.12) esitsizligini z(r) ile boliip » — 1 den r ye integre

edersek

2(s)

="

/Z/(S)der /¢(s)ds <0 (3.13)

bulunur. (3.11) yardimiyla son esitsizlik

olupr > r; + nicin

elde edilir. Boylece

olup her ¢ € R i¢in e > ec oldugundan
e“z(r) < z(r —n)

ya da
(ec)z(r) < z(r —mn) (3.14)

olur. Elde edilen bu esitsizlik (3.3) denkleminde yerine yazilirsa
2'(r)+(r)(ec)z(r) <0 (3.15)
ifadesi elde edilir. (3.15) esitsizligini z(r) ile boliip  — 1 den r ye integre edersek
T , T
/%ds + (ec)/w(s)ds <0,
r—n r—n

+ (ec)c <0

ya da

+ el < 0,

In (%e@z)) <0

10
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olur. Buradan
Z(?") 6(602) <1
z(r —mn)
olup her ¢ € R i¢in e > ec oldugundan r > 7, + 27 i¢in

(ec)*z(r) < z(r — )

elde edilir. Simdi elde edilen son ifade iizerinden tiimevarim uygularsak, » > r; + mn
i¢in
(ec)™z(r) < z(r —n) (3.16)

bulunur. Elde edilen son esitsizlik (3.3) denkleminde yerine yazilirsa
Z(r) +4(r)(ec)™z(r) < 0

olur ve bu esitsizligi z(r) ile boliip  — 1 den r ye integre edilirse

r

/z’(S)dS n (ec)m]¢(s)ds <0,

2(s)

r—n
z(r)
In + (ec)™c <0
r—m T
ya da
In 2(r) +Inelme™) < 0,
z(r—mn)
ln( 2(r) e(emcmﬂ)) <0
z(r—mn)
Buradan

2(r —mn)
her ¢ € R igin e¢ > ec oldugu i¢in r > r; + (m + 1)n igin

(ec)™ 2(r) < z(r —1)
elde edilir. ¢ > £ oldugu i¢in r > ry + kn i¢in
(ec)"2(r) < 2(r —n) (3.17)

olur. Simdi dyle bir £ secelim ki

(g>2<(e®k (3.18)
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esitsizligini saglasin. Simdi 7 > 1 + k7 secelim. O halde

3 741
Jews =5 e [uas= (3.19)
v 3

olacak sekilde bir £ € (;, T+ n) vardir.

Simdi (3.3) denklemi 7 den ¢ ye integre edilirse
3
A9 = +(F)+ [w()2(s = mds =0
z fonksiyonunun azalan oldugunu ve (3.19) ifadesini dikkate alirsak son esitsizlikten

I3
4@—z0>+4§—m/ﬁwmssa

2(€6) — 2(F) + 2(E =)= <0

N O

ya da

~

z(r) > =z(&—n) (3.20)

c
2
bulunur.

Diger yandan (3.3) denklemi ¢ den r + 7 ye integre edilirse

~

4r+m—z@w%/w@vw—nm5=o

z fonksiyonunun azalan oldugunu ve (3.19) ifadesini dikkate alirsak son esitsizlikten

r+n
z@+n»—4o+zﬁ+n—ny/w@mssa
£
27 +m) = 2(6) +2(7)5 <0
ya da
2(§) = 54(7) (3.21)
bulunur.

12
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Boylece (3.20) ve (3.21) esitsizliklerini ayn1 anda ele alirsak

20> S2(7) > (5) e —m),
z(§—mn) 2\
o= () 62
ifadesini elde ederiz. Buradan
z(§—mn) 2
=St = ()

olur. Fakat bulunan bu ifade (3.18) ile celiski olusturur ve ispat tamamlanir. Yani (3.3)

denklemine ait tiim ¢oziimler salinimli olur. U

Diger taraftan eger ¢ € C'[[ro — n,00),R*], n > 0 olmak tizere

f 1
/@b(s)ds <-—,r=>mg (3.23)
e
ise (3.3) denkleminin salintmli olmayan bir ¢oziimii olur (Gyori ve Ladas 1991).

Ornek 3.8.
1
2(r)+z (r — —) =0 (3.24)

e

denklemini ele alalim. Burada ¢ = 1, n = % oldugundan yne = 1 olur. Boylece (3.24)

sartindan gecikmeli diferensiyel denkleminin salimimli olmayan bir ¢oziimii olur.

Teorem 3.9. ¢)(r) € [[ro, 00), RT| ve n pozitif bir sabit olsun. Ayrica

/w s> Ly

/2/1 exp /2/1 8—— —1|dr =00 (3.26)

(3.25)

ﬁl

e
ro+n

olacak sekilde v > ro + 1 oldugunu kabul edelim. Boylece (3.3) denkleminin tiim ¢éziim-

leri salimimlidir (Li, 1995).

Ispat Celiski olusturmak adma (3.3) denkleminin pozitif bir ¢oziimii oldugunu kabul
edelim. Boylece r > 7 igin z(r) > 0, z(r —n) > 0, 2/(r) <0, z(r —n) > z(r) olacak

sekilde r, > 7 vardir.

13
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Diger taraftan » > ry igin

w(r) = zi (;)") (3.27)
olsun. Boylece
w(r) > 1 (3.28)

olur.
r > ry i¢in (3.3) denkleminin her iki tarafini z(r) ile bolersek,
Z(r)

2(r)

elde ederiz. » > 1 + 7 icin (3.29) ifadesinin her iki tarafinin » — 7 dan r ye integralini

+(r)w(r) =0 (3.29)

alirsak

log z(r) — log z(r — n /w
ya da
r) = exp /w(s)w(s)ds (3.30)

elde ederiz.

r > ry + n igin (3.3) ifadesinden 0 < ~(r) < 1 olmak iizere

/ Y(s (3.31)

r—y(r)
olacak sekilde ~(r) vardir. Bu sekilde devam ederek r > r; + 7 i¢in

r—(r)

w(r) = exp ]() (s)w(s)ds + / b(s)u(s)ds
Ry g
M
. /( )¢<s>w<s>ds+tZw<s>ds§
e[ [ wtsputons | o [ [otons -

r—(r)

14
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bulunur. Buradan her ¢ > 0 i¢in

oldugu goriiliir ve boylece

1
>e/¢ s)dsexp /¢ ds—g , T >T1 N (3.32)

r—(r)

r—y(r)
' r 1
> ep(r) / Y(s)w(s)ds |exp /w(s)ds BN
€
T— ’)/ t*’f]
= Wlr) exp /@Z’ 3—— —1|,r>r+n

Her iki tarafin ro = r; + 21 dan 7" > 7, ye integralini alirsak

7¢(T> w(ﬂ—e/ p(s)w(s)ds dr>/w exp /w ds—— — 1| dr

r=y(r)
(3.33)
buluruz.
/ —
N'(r)= rlggﬁnw(s) (3.34)
olacak sekilde N(r) € C' [[r, ), (0, 00)] fonksiyonunu segelim.
r > rp olmak iizere (3.25) ve (3.34) yardimiyla
1
N >t (3.35)
e
olur. Boylece [ry, 00) iizerinde N (r) artan ve lim N (r) = oo olur. Buradan kolayca
r—00
/exp(—N(r))d'r’ < 00 (3.36)

T1

15
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\

/ W(r)exp(—=N(r —n))dr < oo (3.37)
r1+n
oldugu goriiliir.
Diger taraftan
Q(r) = (r) +exp(=N(r)), r = (3.38)

olsun. (3.32) ifadesi yardimiyla

T

w(r) —e / P(s)w(s)ds >0, r>r +1n

r—y(r)
bulunur. Buradan
T r i
Jo [uy = [ wpuis)as| ar
T2 r=y(r) ]
T r T t
< /Q(r) w(r) — / Q(s)w(s)ds | dr + e/Q(r) / exp(—N(s))w(s)ds | dr
" ry(r) | " rZy(0)
bulunur. Simdi
lirri)supw(r) = 00 (3.39)
oldugunu iddia ediyoruz.
Aksine,
w(r) <M, r>n (3.40)

olacak sekilde M > 0 vardir.

Diger taraftan, exp(— N (r)) ifadesinin azalan oldugunu kullanarak

T

/Q(r) / exp(—N(s))w(s)ds drgMn/Q(r)exp(—N(r—n))dr (341

r=(r)
elde ederiz. Boylece (3.26), (3.33), (3.34), (3.36) ve (3.37) ifadelerini kullanarak

r

lim /Q(T) w(r) —e / Y(s)w(s)ds| dr = 0o (3.42)

T—o0
r—(r)

16
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bulunur. Simdi

u=o(r)= [ Q(s)ds, r>ry—n (3.43)
2=
fonksiyonunu tanimlayalim.

Buradan ¢ — oo iken o(r) — oo, o(r) kesin olarak artan olur ve bdylece o' mevcut

olur.

v(u) = w(o " (u)) (3.44)

fonksiyonunu tanimlayalim.

Ardindan
T r
/Q(T) w(r)—e / Y(s)w(s)ds | dr
T2 r=(r)
a(T) t
= / w(o ™ (u)) —e / Q(s)w(s)ds | du
o(r2) o (u)—g(o~1(u))
o(T) ¢
= wo ™ (u) —e w(o™(§))d¢ | du
o(r2) o ((u)—g(o~1(w)))
a(T) T
= v(u) —e v(&)d¢ | du
o(r2) =1 () ~r (o1 (w)))
elde edilir.
oo (u) =gl (u)) = o(r—g(r))
r—g(r)
= /Q(s)ds
2=
t t
< /Q(s)ds— /p(s)ds
r2—1n r—g(r)
1
= u--
oldugundan
T r a(T) u
/Q(T) w(r) —e / Y(s)w(s)ds drﬁ/ v(u)—e/v(s)ds du  (3.45)
r2 ry(r) o(r2) 1
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G. GULMEZ
bulunur.
(3.42), (3.43) ve (3.45) ifadelerini kullanarak
A u
Ali_rgo v(u) —e / v(s)ds | du = o0 (3.46)
o(r2) u—1

elde edilir.

Integrasyon sirasimi degistirerek A > o(ry) igin

/e /v(s)ds du = e /v(s)du ds
o(ra)  \u—1 o(rz)—1  \o(r2)
A-L [syl A A

+/e /v(s)du ds + /e /v(s)du ds
a(r2) s A=l \'s

ya da

7 e 7U(S)d8 du = U(/m) les +1—eo(rg)] v(s)ds%—A/iv(s)dsﬂL

o(ra) ufé U(T’Q)*é o(r2)

elde edilir.

(3.46) ve (3.47) ifadelerini kullanarak

A
lim [ v(s)ds =0
A—o0
A-1
bulunur.
Buradan
lim supv(u) = 0o
U—00
ve boylece

lim supw(r) = oo
r—00

elde edilir ve (3.40) ifadesi ile celigki elde edilir. Yani (3.39) saglanur.
(3.25) ifadesi yardimiyla, » > r; + 7 icin

&+n

/w ds>—ve/w ds>—

18
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olacak sekilde & € (r — n, r) vardur.

(3.3) ifadesini [¢, 7] ve [r, £ + n] lizerinde integre edersek

)= 9+ [w()2(s ~n)ds =0 (3.50)
13
ve -
2(E+n) — 2(r) + /1/1(5)2(5 —n)ds =0 (3.51)
bulunur.

(3.50) ve (3.51) ifadelerinin ilk terimlerini ihmal edilip z(r) nin azalan olmasini ve

(3.49) ifadesini kullanarak

2e 2e
ya da
w(r) < (2¢)%, r>r +17
olup (3.39) ifadesi ile celisir ve ispat tamamlanir. U

Sonug 3.10. ¢ (r) € C'[[ro,0), RT] ve n pozitif bir sabit olsun. Eger (3.10) saglanirsa
(3.3) denkleminin her coziimii salinuimlidir (Li, 1995).

Ispat (3.10) ifadesinden

7w(r)dr =0

olup yeterince biiyiik 7 ler i¢in
] 1
/ Y(s)ds — = > ¢
e
=

olacak sekilde ¢ > 0 vardir. Boylece (3.26) saglanir. Teorem yardimiyla (3.3) denkleminin

tiim ¢oziimleri salinimhidir. Boylece ispat tamamlanr. U

Sonug 3.11. ¢(r) € C'[[ro,00), RT] ve n pozitif bir sabit olsun. Eger (3.25) saglanirsa
ve
1
/ p(r) /¢(5)d5 ——|dr=o (3.52)
e
=1

ro+n
(3.3) denkleminin her ¢oziimii salinimlidir (Li, 1995).

19
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Ispat (3.25) ifadesini kullanarak ve her ¢ > 0 icin e — 1 > ¢ oldugu i¢gin
| 1 | 1
exp /w(s)ds ——1-1> /@Z)(s)ds ——, T>th
e e
r—n r—n

bulunur. Boylece (3.52) ifadesinden (3.26) elde edilir. Teorem yardimiyla (3.3) denklemi-

nin tiim ¢oziimleri salinimhidir. Béylece ispat tamamlanir. 0
Ornek 3.12.
1 1
2'(r) + (1 yige + E) z2(r—1)=0, re0,00) (3.53)

diferensiyel denklemini ele alalim. Acik olarak, r > 1 icin

11 1+r 1 1
+ — | dr =log +-> -
1+r e r e e

r—1

ve

11 1

lim ( + —> dr = -

r—00 14+r e e
r—1

bulunur. Boylece (3.10) saglanmaz. Fakat herhengi T > 1 icin

T T
1 1 1 1 1

T%ooiken/(——l——)log( +r>d'r’2—/log< +r)dr—>oo
1+7r e r e r

T T

olur. Boylece Sonug 3.11 den (3.53) denklemine ait her ¢oziim salinimly olur (Li, 1995).

Ayrica 1 <7 < migin v,(r) ler siirekli ve negatif olmayan fonksiyonlar ve 7, ler poz-
itif sabitler olmak iizere (3.4) denklemini gz Oniine alalim. Ladas ve Stavroulakis (1982),
Arino, Gyori ve Jawhari (1984) (3.4) denklemine ait tiim ¢oziimlerin salinimli olmasi i¢in
yeter sartlar elde etmislerdir. Farkli diferensiyel denklemlere ait ¢oziimlerin salinimlilik
davraniglarii incelemek i¢in (3.10) integral sartindan faydalanmiglardir. Grammatikopou-
los, Grove ve Ladas’in (1986), Ladas ve Qian’in (1990), Zhang ve Gopalsamy’nin (1998)
calismalar1 vardir. Bu denkleme ait salimim kosullar ile ilgili, baska sonuclar Hunt ve
York’un (1984), Gyori’nin (1986), Cheng’in (1990), Kwong’un (1991), Tramov’un (1975)
makalelerinde goriiliir.

Lemma 3.13. Eger bazi i ler icin

T+,

lim sup / ,;(s)ds > 0 (3.54)

T—00
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ve z(r), (3.4) denkleminin pozitif bir ¢oziimii ise bu durumda

T Gl VS (3.55)

e 2(r)

(Li, 1996).

Ispat d > 0 olacak sekilde sabit ve {r;} dizisi vardir yle ki k — oo iken 7, — 0o ve

T+
v, (s)ds>d, k=1,2,..,n
Tk
olsun. Boylece
T+
/@b( ds>—ve /@Z) g (3.56)

olacak sekilde her k icin ¢, € (r, 7 + n;) vardir. Diger yandan yeterince biiyiik r ler

i¢in (3.3) denkleminden
Z(r) +i(r)z(r —m;) <0 (3.57)

olur. (3.57) esitsizliginin 7 den ¢, ye integre edilirse

2(py) — 2(rk) /1/1 z(s —m;)ds <0

z fonksiyonunun azalan olmasi ve (3.56) esitsizliginden

d
2(ry) > §Z(<Pk - ;) (3.58)

esitsizligi elde edilir.
Diger yandan (3.57) esitsizligi ¢, den rj, + 7, ye integre edilirse

rE+n;

4%+WJ-Z@M+(/¢%$AS—WMSSO

Pk

z fonksiyonunun azalan olmasi ve (3.56) esitsizliginden

d
2(p) > §Z(tk) (3.59)

bulunur. (3.58) ve (3.59) esitsizliklerini bir arada ele alirsak

2(r) = <g>2 (o — ;)
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yada
_ 2\ 2

z(1) d
olup, ispat tamamlanir. O
Lemma 3.14. (3.4) denklemi pozitif bir ¢oziime sahip olsun. Buradan

T+,

/%(S)ds <1 (3.61)
olur (Li, 1996).
Ispat (3.4) denklemi r den r + 7, ye integre edilirse

r+n;
(T+77z —Z /w 8_777, 07
T+,
A+ m) = 2() + () [ w(5)ds <0

ya da

T+,

z(r) Y, (s)ds—1| <0
¢

elde edilir. z(r) pozitif oldugu i¢in

T+,

/ Ui(s)ds <1
bulunur ve ispat tamamlanr. U

Teorem 3.15. 7,, = max{n,,n,,...n,,} olsun. ro > 0 olmak iizere her r > r\ icin

m T

> / V,(s)ds > 0

=1 r

ve
T+,

lim sup / Y, (s)ds > 0

7—00

22
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olsun. Diger yandan, eger

7 (Xm:%(r)) In ezmzrthi(s)ds dr = oo (3.64)

to =1 r

ise (3.4) denklemine ait her ¢oziim salimimli olur (Li, 1996).

Ispat Celiski olusturma igin (3.4) denklemine ait pozitif ve azalan bir z(r) ¢oziimiiniin

varhigimi kabul edelim. A(r) = —% olsun. A(r) negatif olmayan siirekli bir fonksiyon

olmak iizere r; > rg igin z(r1) > 0 vardir 6yle ki,

T

2(r) = z(r1) exp —/)\(s)ds

T1

olur. Ayrica A(r) ifadesi

A(r) = sz(r) exp / A(s)ds
=1 T
m Tt
genellestirilmis karakteristik denklemini saglar. Diger taraftan B(r) = . [ ;(s)ds
=1 r
olsun.
In(ex)
e >z 4+ ,r>0 (3.65)
a
olmak {iizere, (3.65) ifadesi yardimiyla
m 1 r
M) = Doudnen | B g [ M)
=1 =,
- 1 In(eB(r))
> , A(s)d
> Yoo | g [ Asjas+ 2
=1
L ="
ya da
m T m r m m T
Z/%(s)ds /\(T)_Z%(T)/)‘(S)dsz (Z%(T)) In €Z/¢i(3)d5
i=1 i=1 i=1 i=1
r r—n; r
(3.66)
elde edilir. (3.66) ifadesinin /N > 7" olmak iizere 7' den N ye integrali alinirsa
N m T N o T N m m T
S [ wsias | xwar= [Soui) [ aias= [ (me) i (€3 [ vits
T \i=1 ", =1 .  \i=1 i=1 Y
(3.67)
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elde edilir. Elde edilen (3.67) esitsizliginde integrasyon sirasi degistirilirse

N m T m NN st
Z¢Z(T) A(s)dsdr > Z U, (r)A(s)dr | ds
Zi_l 7”_/777; =1 Z /
7; T+,

= Z / / ¥,(s)dsdr (3.68)

elde edilir. (3.67) ve (3.68) ifadeleri bir arada diisiiniiliirse

il 7 A(r) ]z/zi(s)dsdr > 7 (i‘wm) In ei / i(s)ds | dr

Zln N 77@ /( )111 eZ/wi(s)ds dr (3.69)
A ,

bulunur. (3.64) ifadesinden

veya

A —m)
olur. Boylece
lim int 20— ) _ o (3.71)

A T0)

elde edilir. Bununla birlikte Lemma 3.5 den

.. .R\r =
liminf ——2 < 00

olur. Bu son esitsizlik (3.71) ile ¢elisir bu da ispati tamamlar. U

Sonug 3.16. Eger

= 1
lim infz / P, (s)ds > - (3.72)
ise (3.4) denkleminin tiim ¢oziimleri saltmumlidur (Li, 1996).

Ispat 7, <n, < .. <n,, olsun. (3.72) den 1 < n < m olacak sekilde n sayis1 vardir,

oyle ki,
T+

lim sup / Y, (s)ds >0 (3.73)

r—00
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ve
m T )
lirrgglf; Pis)ds > = (3.74)

olur. (3.4) denkleminin pozitif bir z(r) ¢dziimii olsun. Yani pozitif z(r) ¢oziimii ayni

sekilde

Z(r)+ ) i(r)z(r—n,) <0 (3.75)
i=1
esitsizliginin de pozitif bir ¢oziimii olur. Ayrica (3.74) ifadesinden bazi ry > 0 i¢in
00 m m T
/ (Z%(V")) In GZ / Y, (s)ds | dr = 00
vy \i=l i=1 7

olur boylece Teorem 3.6 ya gore (3.75) esitsizliginin tiim ¢6ziimleri salinimlhidir. Yani,

celiski elde edilir ve ispat tamamlanir. 0
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda sabit gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢coziimlerinin salinimlilik
davraniglar1 incelenmis ve denklemlerin ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in salinimlilik

kriterleri verilmisgtir.

Z(r) +¢z(r—m)=0 (4.1)
ve .
)+ Y wz(r =) =0, 4.2)
i=1
sabit gecikmeli ve degisken katsayili lineer
Z(r) +(r)z(r —n) = (4.3)
ve .
)+ ) wi(r)2(r—m) =0 (4.4)
i=1

diferensiyel denklemler icin elde edilen salinimlilik kosullarina yer verilmistir.

Bu bulgular ise su sekildedir.

(4.1) denklemine ait ¢oziimlerin salimmlilik kosullar1 agsagidaki gibidir.

¥, n € R olmak iizere, (4.1) denklemine ait her ¢6ziimiin salinimli olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul

Yn > %

olmasidir.

(4.2) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimlilig1 i¢in elde edilen kosullar ise asagi-
daki gibidir.

1 < ¢ < migin ¢,;, n; > 0 olmak lizere, asagida verilen sartlardan her biri (4.2)

denkleminin her ¢6ziimiiniin salinimli1 olmasi i¢in yeter sart olur.
(a)
< 1
Zwﬂh > =
i=1 ¢

(i) (£0)-!

(4.3) denkleminin salinimlilig1 i¢in elde edilen kosul asagidaki gibidir.

(b)
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Y € C[[ro,0), RT] ve n > 0 olmak iizere

r—00

| 1
1iminf/¢(s)d8 > =
=

ise (4.3) denkleminin her ¢6ziimii salinimli olur.

Eger

Q|

, 7"0>O

]ws)ds >

7w<r> ]ws)czs—é dr — oo

ise (4.3) denkleminin her ¢6ziimii salintmhidir

ve

(4.4) denkleminin ¢6ziimlerinin salintmlilid1 i¢in elde edilen kosul asagidaki gibidir.
Ny = Max{ny, 1y, ...N,, t olsun. ro > 0 olmak iizere her r > ry igin

r+1;

gj [ witsias >0

T

veE

La/ S
lim sup / P, (s)ds > 0
t—o0 |
olsun. Diger yandan, eger
sS] m m T
/ (Zl/)l(r)) In ez / W, (s)ds | dr = 0o
v \i=1 i=1 7

ise (4.4) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir.
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Bu tez calismasi bundan sonra ele alinacak akademik calismalarda daha detayl bir
sekilde ele alinabilir. Ayrica, diferensiyel denkleme ait gecikme teriminin farkli 6zellik-

lerine gore yeni ¢alismalar yapilabilir.
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda diferensiyel denklemler incelenmis ve bu denklemlere ait salinim-
lilik kriterleri ele almmustir. 11k olarak gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili litera-
tiir bilgilerine yer verilmistir. ikinci boliimde gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili
temel kavramlara yer verilmistir. Uciincii boliimde ise sabit katsayili-sabit gecikmeli ve
degisken katsayili-sabit gecikmeli diferensiyel denklemler ele alinmistir. Bu denklemlerin

cOziimlerinin salinimlili81 i¢in kosullara yer verilmistir.
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